Wyktad 13

Na poprzednim wykladzie wyznaczyliSmy, w ogdlnym przypadku (tj. dla dowol-

nych warunkéw poczatkowych), tor punktu materialnego pod dziataniem sily grawitacji

0,0

Newtona. (Zastepujac w otrzymanych wzorach, wielko§¢ GMm przez —=—=2 , dostato-

4me,

by si¢ automatycznie tor lekkiej czastki o tadunku Q; w polu elektrostatycznym innej,
masywnej czgstki o tadunku Q5.)

Przygladajac si¢ otrzymanemu rozwigzaniu udowodnilis§my II prawo Keplera i czgs¢
pierwszego. Prawde powiedziawszy, I prawo Keplera dotyczyto planet i méwito o elip-
sach. W rzeczywistosci wsrdd wszystkich mozliwych toréw, oprécz eliptycznych, (z kt6-
rych ,korzystaja” planety) sa jeszcze tory hiperboliczne i, dla bardzo szczegblnej predko-
$ci poczatkowej, tor paraboliczny. O torach nieograniczonych Kepler si¢ nie wypowia-
dat, on badat tylko tory 6 znanych mu planet.

Do udowodnienia catego I prawa Keplera, pozostato nam wykazac, ze ogniska zna-
lezionych elips leza rzeczywiscie w centrum sity.

Przypomne, ze gléwny wynik dla ruchu pod wptywem sity Newtona zawiera si¢ w

dwéch wektorowych prawach zachowania:

=.7/m,
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Te 6 rownan algebraicznych nie jest niezalezne, bo iloczyn skalarny lewych stron

—

jest zerem, wigc C musi by¢ prostopadte do J. Ustalajgc jedng z wielkosci, np. kat
azymutalny ¢, mozna owe 5 réwnan na pozostate 5 wielkosci rozwigza¢ 1 wyrazi¢ je w
funkcji tego kata.

Po algebraicznym wyeliminowaniu predkoéci, dostaje si¢':

r_JZ/GMmzz p
I+ Ccoso B 1+ &cosg

Jest to rOwnanie we wspotrzednych biegunowych. Kat ¢ mierzony jest od kierunku

wektora C, a dla ¢ =0 mianownik jest najmniejszy, za§ promien r najmniejszy. Wektor

L = = F
' Eatwo wyznaczy¢ tez pozostate 4 wielkosci: z =0, oraz wektor predkosci: v = J X (C +—)GMm [ J*.

r

Zbioér wektorow predkosci, zwany hodografem, jest okregiem o przesunigtym $rodku. Statg warto$¢, dla dowol-
nej orbity, ma wektor: v — JxCGMm/J*.



C jest, wiec, skierowany od centrum do perihelium. Od tegoz perihelium mierzony jest

kat w ostatnim wzorze.
r+ercosQ=p

r=p—g&x
x*+y’=(p—ex)’ = p* -2pex+e’x’

€
(A-e)x+—L) 42 =L
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By méc powiedziec: ,,oto udowodnitem, ze tor jest elipsg”, trzeba wiedzie¢, co to

2

jest elipsa! Istnieje wiele rownowaznych definicji, przyjmijmy, iz dla nas elipsg jest takie

wilasnie ,,splaszczone” koto.

Ale co z tym ogniskiem? No c6z! Jedna z definicji ogniska méwi, ze to taki punkt
na duzej osi elipsy, ze odlegtos¢ od kazdego punktu na elipsie do tego punktu, jest w sta-
tej proporcji do odlegtosci od pewnej prostej, zwanej kierownicg (,,Elipsa jest miejscem
geometrycznym punktéw takich, ze stosunek, zwany mimosrodem, odleglosci do statego

punktu zwanego ogniskiem i odlegtosci do ustalonej prostej, zwanej kierownica, jest sta-

ly”).



r/(p/e—x)=¢. A to jest wlasnie nasze réwnanie! r = p—€x = p —€rcos @

Pétosie naszej elipsy wynosza:

Konce diuzszej osi leza w punktach x, =r, = p/(1+€), x, =-r, =—p/(1-¢€).
Srodek ma wspétrzedna bedaca $rednia arytmetyczna, czyli

4

Xg = (p/(1+£)—p/(1—£))/2=—81
—&

=—€a

Stowo mimos$réd kojarzy si¢ z punktem obok srodka okrggu.

Ot6z warto zwrdci¢ uwage, jak wyglada sytuacja dla matych wartosci €. Np. Ziemia
ma mimos$rdd réwny 0,0167. Mimosréd Jowisza to 0,0484.

Warto$¢ mimosrodu wyznacza wprost zmian¢ odleglosci planety w potozeniach
skrajnych. Raz odlegtos$¢ (od Stonca) wynosi p/(1+¢€) drugiraz p/(1—¢€). R6znica tych
odlegtosci to 2ea. Dla Ziemi to 3% s$redniej odlegtosci, dla Jowisza 9%. Takie réznice
dostrzegali juz starozytni, postugujacymi si¢ prostymi, bezsoczewkowymi przyrzadami.

A jak wyglada réznica odlegtosci planety od srodka elipsy? To réznica miedzy a , a

2
b. Ale b=\/1—82a»-a—%a.

2
. € L .
Zamiast 2ea mamy teraz —a . To kolosalna r6znica. 3% mozna bylto dostrzec, ale

0,0167%/2 = 0,00015, czyli 0,015% bylo poza zasiegiem. Ta niezwykle mato zdefor-

mowana elipsa wyglada jak, niemal idealne koto!!!!

Dlatego biedny i nieszczesliwy Kopernik, unieruchamiajgc Stonce, nie mégt umie-
sci¢ srodka orbity Ziemi (nie budzacej podejrzen, ze nie jest okregiem) w Stoncu!!! Tym
bardziej byto to wyrazne dla Jowisza. Srodek orbity Ziemi lokowat Kopernik w odlegto-
$ci 2,7 promieni Stonecznych od jego srodka, a §rodek orbity Jowisza w punkcie bliskim
orbity Mercurego. To wygladato na zupelny nonsens. Kazda planeta miata srodek swej
,,kotowej” orbity zupelnie gdzie indzie;j.

Okrag ma tylko jeden wyrézniony punkt. Gdy jedynego wyrdznionego ciata Uktadu
Stonecznego nie mozna tam umiesci¢, to gtowa boli. Stonce byto umieszczone mimo-

srodowo, obok $rodka domniemanego okregu.



Juz odkrycie przez Keplera, ze orbity sg elipsami, stanowi szalony postegp, o charak-
terze nie tylko estetycznym, a wrecz fundamentalnym. Elipsa ma 1 $rodek i1 ognisko (a
nawet dwa). Nagle okazato si¢, ze ogniska wszystkich planet sg wspélne i wypadaja ide-
alnie w $rodku Stonca! To byl prawdziwy przetom w pojmowaniu Nieba.

I na koniec trzecie prawo. Pole elipsy wynosi Ttab . Predkos¢ polowa zwigzana jest z
momentem pedu i wynosi J /2m. Zatem okres obiegu wynosi T = 2nabm/J . Podnosi-

my do kwadratu i korzystamy z tego, iz b =a’(1—¢%)

T? =4n’a* (1-e*)m* 1 J° = 4n’a’ (a(1—€>)m* 1 7?)

Ale a =1L2, czyli a(l—€2) = p = J2/GMm?,

czyli, al—€*)m*/J* =1/ GM wiec:
T? =4n’a’ /|GM

Powszechnie znana jest inna wlasciwos¢ elipsy: statos¢ sumy odlegtosci do ognisk.

p/g I— p/g

ple—x

2¢e

r,=¢(ple—x), r,=¢(ple+

>+ x).

W sumie wspétrzedna x sie skraca, wiec ri+m=const= 2p+2¢e*/1—-e*> =2p/1—-¢*> =2a.
W rozmowie na przerwie w czwartek, spotkatem si¢ z pewnym zdziwieniem, dlaczego tu
nie mowi si¢ o energii. Jak wida¢, nie bylo takiej koniecznos$ci, ale energig warto si¢ zajac z

rozmaitych powodow.



Na razie obliczmy:

(GMm)*C?* = (¥ xJ —=GMm -7i)- (v XJ —GMm -7i) = G*M *m* +v>J*22GMm -7i - (V X J)

Ostatni czton to iloczyn mieszany, ktéry mozna przeksztatci¢ w spos6b nastepujacy:

N SR
n-(GxJ)=J-(lixv)=—J-(Fxp)=J>/mr

mr
2 2
Ostatecznie: C* =1+ Lz (m—— GMm)
GMm 2 r

Wyrazenie w nawiasie, rozpoznawalne jest jako catkowita energia czastki (suma kine-
tycznej i potencjalnej). W oczywisty sposéb, jako wyrazajaca sie przez stale C* i J°, jest tez
stata, cho¢ za jej stato$cig przemawiajg i inne, prostsze argumenty.

Dla dalszych zastosowan, szczegdlnie w obszarze atomowym, wygodnie jest wyrazi¢ pa-

rametry orbity przez J oraz E. Wygodniej tez bedzie zastapi¢ wspdtczynnik GMm = x.

E J?/GMm® _  p
C’=1+=—5E; r= = ; T* =4n’a’ | GM
mK I+Ccos¢p 1+ecose
2
€= 1+22J E,
K™ m
2 2 2
a:J 12=—J :22J E =—x/2E czyli:
Kml-g Km K'm
E=-%
2a
T = 2m/mi’ (BE*) [ & = Tk | ———
21E1|

Zaleznos¢ energii wylacznie od duzej polosi i zaleznos¢ okresu jedynie od duzej pétosi,
oznacza tez zalezno$¢ okresu jedynie od energii, a nie od momentu pedu. Ta wiasnos$¢ poten-
cjalu Coulomba powoduje w mechanice kwantowej degeneracj¢ poziomow o ré6znych warto-

$ciach momentu pedu.
Majac zalezno$¢ energii od okresu obiegu, trudno nie wspomnie¢ o pomysle Bohra z okresu przed odkry-
ciem réwnania Schroedingera, prébujacego pogodzi¢ oczekiwanie, iz czg¢stotliwo§¢ $wiatta powinna by¢
réwna odwrotnosci okresu obiegu tadunku, z twardym faktem, ze §wiatto emitowane jest porcjami, za$
elektron w tym czasie przechodzi migdzy orbitami o dwéch réznych energiach. Konflikt stabnie, gdy przej-
$cie nastepuje miedzy dwoma sgsiednimi, mato réznigcymi si¢ orbitami.

E, —E,=h/T(E)



Jesli pytamy o wartos$¢ energii jako funkcji n, to réznica po lewej stronie jest po prostu pochodng po n!

dE(n): h h z(_E)yz
dn T(E) mK

To jest typ rownania, ktére dobrze znamy.

ﬁ T
(- E)a/z h\2 (—E)"?

(h / 27t) o0’

Wzér powyzszy, okazat si¢ znakomicie zgodny z empirycznym wzorem Balmera i to nie
tylko w samym charakterze zaleznosci od n, ale i wspdtczynnikiem, tzw. stalg Rydberga.

Ruch w polu centralnym wykazujacym odstepstwo od zaleznosci kwadratowej (albo w
zupelnie innym polu sit), mozna zbada¢ analitycznie, wlasnie z wykorzystaniem prawa za-
chowania energii.

Warto w tym miejscu powiedzie¢ co§ wiecej o calce (statej ruchu) energii w réwnaniach

Newtona. Powolywalem si¢ juz parg razy na zwigzek:
ar = % 47 = Far
dt

stuszny dla kazdej predkosci (a wiec i bliskiej predkosci swiatla). Gdy problem jest jedno-
wymiarowy, wystarczy, by sita zalezata wylacznie od polozenia, a istnienie potencjatu® sity
jest zagwarantowane. Potencjalem tym jest, wzigta ze znakiem minus, funkcja pierwotna,
taka, ze

dU (x)

F(x)=—- &

Przy takim oznaczeniu praca danej sity nad czastka, na odcinku dx réwna si¢ (minus) przyro-
stowi U 1 mamy:
dT = Fdx =—-dU

a w efekcie statos¢ sumy 7 + U.

*W fizyce szkolnej stowo ,,potencjal” zarezerwowane jest whasciwie wytacznie dla potencjatu pola elektryczne-
go. Jest to taka funkcja potozenia, Ze jej pochodna, ze znakiem minus, daje warto$¢ nat¢zenia pola elektryczne-
go. Aby otrzymac energie potencjalna tadunku w takim polu, nalezy potencjat pola pomnozy¢ przez tadunek
czastki. Potencjat taki mierzony jest w woltach.

W rzeczywistos$ci wiele pdl fizycznych, np. pole predkosci cieczy, pole gestosci pradu w o$rodku przewodza-
cym, itp., moze, (ale nie musi) da¢ si¢ wyrazi¢ jako pochodna pewnej funkcji. O polu takim méwimy, ze jest
potencjalne, a owa funkcje nazywamy potencjatem, np. potencjat pola predkosci. Taki potencjat jest uzytecz-
nym pojeciem, ale z energia zadnego zwiazku mie¢ nie musi.

Potencjat sily jest zarazem energia potencjalng czastki podlegajacej tej sile. Dlatego okreslenie potencjat sity jest
poprawne. Omawiajac takie pojecie przez jaki$ czas, uprawnione jest nazywanie tej wielkosci, po prostu poten-
cjatem, bez powtarzania za kazdym razem ,,potencjat sity”.



Funkcje pierwotne dla danej funkcji moga si¢ r6zni¢ o dowolng statg, dlatego i potencjat
sity ma w sobie pewng dowolno$¢. Nie zmienia to uzytecznosci prawa zachowania:
T(H+U1)=T2)+U(2), ktére mozna tez zapisac jako:

TR)-TH=UMD-U(?2)

bo wstawienie nowej funkcji U’ = U + C do powyzszego rOwnania w niczym go nie

zmienia. R6znica nowego potencjalu jest przeciez identyczna z réznicg starego.

W trzech wymiarach problem potencjatu sity nabiera pewnej subtelnosci. Okazuje si¢, ze
nie wystarcza, by wektor sily zalezal wytacznie od (wektora) potozenia, by praca sity data si¢
zapisac jako przyrost jakiejs$ funkcji.

Zamiast wielkiej teorii, wezmy przyktad:

Przy poruszaniu si¢ réwnoleglym do osi x-6w (y ma wtedy statg warto$¢), wydaje sig, ze
ze znalezieniem potencjatu nie ma problemu. Sita jest stala = y. Funkcja

U=-Fx+C=-yx+C (y)

»produkuje” site y, gdy si¢ oblicza jej pochodng po x. Stata C moze by¢ r6zna na r6znych
prostych rownolegtych, czyli moze by¢ funkcja y.

Identyczne rozumowanie z zamiang kierunkéw nakazywato by nam wybrac za potencjat
funkcje

U=+xy+C_ (x)

Nie jest jednak mozliwe, by

+xy+C (x) =—xy+C,(y)

Gdyby pole sit byto
F . =—x,
F o =-y

Nie mieliby$my zadnego ktopotu! Wszak to oscylator harmoniczny.
Potencjat U = %()c2 +y?) jest OK.

Réwniez pole sit:
F =y,
F =x

y



nie nastrecza trudnos$ci. Potencjal U = —xy pozwala poprawnie obliczy¢ obie skladowe
sity.

Jest rzeczg jasng, ze sumujac prace na kolejnych odcinkach w potencjalnym polu sil, czy-
li takim, ktérego praca na matym odcinku jest r6znicg wartosci potencjatu miedzy tymi punk-
tami, dostaje si¢ w wyniku réznice potencjalu miedzy punktem wyjsciowym, a koncowym.
Gdy krzywa si¢ zamyka, punkt koncowy pokrywa si¢ z poczatkowym i r6znica znika. Zatem

praca po zamknigtym konturze w polu potencjalnym jest rowna zeru.
Pole F_= 12 v, 12 F, =—x, pokazane na rysunku jest wszedzie prostopadte do wekto-

ra wodzacego punktu przestrzeni. O tym, ze praca takiego pola wzdluz pokazanego okrggu

jest r6zna od zera nikogo nie trzeba przekonywac.

A

Pole sferycznie symetryczne, a wigc takie, w ktérym wektor sity jest skierowany do (lub
od) ustalonego centrum, i ktérego wartos¢ jest funkcja tylko odleglosci od centrum jest po-
lem potencjalnym.

Wynika to z prostych argumentéw.

2rdr =dr?* =d(7-7F) =d(x* + y* + z7) = 2(xdx + ydy + zdz) = 27 - dF czyli

r-dr

r

=dr

Zbadajmy prace sity centralnosymetryczne;j.
F(r)=dF = F(r)dr = —dU(r)
r

Matematycznie problem potencjatu jest identyczny jak w przypadku jednowymiarowym.
Funkcja pierwotna, funkcji jednej zmiennej r, taka, ze —U'(r) = F(r) jest potencjalem danej

sity.



Argumentujac pogladowo, przy przesuni¢ciu oddalajagcym punkt od $rodka, wykonana

praca, to iloczyn sily i przesuni¢cia radialnego.

B

Mimo dtuzszej drogi, praca od A do B jest identyczna jak od A do C. Wracajac z B do A
okrezng drogg przez C, oddamy catg prac¢ wykonang od A do B.
Dla pola sit Newtona potencjatem jest odwrotno$¢ pierwszej potegi:

GMm

r

U(r)=-—

Rézniczkowanie odwrotno$ci daje znak minus, drugi minus jest w definicji potencjatu.
Sita otrzymana z powyzszego potencjatu jest skierowana przeciwnie niz promien, czyli jest
sita przyciagajaca.

W elektrostatyce znak minus wystepuje w potencjale przyciaggania elektronéw i jadra
atomowego. Dla czastek alfa i jader atomowych wystepuje znak +.

Dalszy postep w rozwigzywaniu problemu ruchu, w takim, jak i innych polach sferycznie
symetrycznych, wymaga uzycia wspétrzednych biegunowych w ptaszczyznie ruchu.

Ale o tym juz na nastgpnym wyktadzie.



