Wyktad 18

Zegary w polu grawitacyjnym

Pawet i Gawet to cenne laboratorium, ktére pozwoli nam odkry¢ wiele zjawisk, ja-
kie majg miejsce w obecnosci grawitacji, zwlaszcza w bardzo silnych polach.

Ktére zdarzenia na liniach $wiata Pawta i Gawta majg cechy zdarzen réwnocze-
snych? Nikt nie ma watpliwosci, ze sam start Pawla 1 Gawla, rownoczesny w uktadzie
Ziemi, jest tez dla nich réwnoczesny. Pézniej sytuacja pozornie si¢ komplikuje, ale
przeciez ustaliliSmy, ze w kolejnych uktadach kowedrujacych sytuacja ciggle jest taka
sama. Réwnoczesne sg zdarzenia odcinane przez promien wyprowadzony ze $rodka
hiperbol. W kazdym kolejnym uktadzie kowedrujacym, linia =0 przecina wszystkie
hiperbole w takich punktach, w ktérych ciata wzdtuz nich wedrujace, sa wzajemnie
nieruchome i wlasnie zaczynaja (jakby) dopiero przyspieszac.

Wyobrazmy sobie, ze Pawet wyrzuca regularnie cukierki Gawlowi (np. co sekunde
na jego zegarze), a Gawel kazdy taki dolatujacy cukierek odbija kierujac go w prze-
ciwng strong. Niech tak bedzie, ze Pawel wyrzuca cukierek nr 10 (pierwszy miat nu-
mer zero), gdy wilasnie dotart do niego odbity przez Gawta cukierek nr 0. Jasne jest, ze
w drodze jest 10 cukierkéw, a Gawel wlasnie odbija cukierek nr 5. Potem, do znudze-
nia, wyrzucajac cukierek nr N bedzie Pawet tapal odbity cukierek nr N-10. Predkosci
wzgledne Pawta, gdy wyrzuca cukierek N 1 Gawtla, gdy odbija cukierek N-5 sa zero (a
wzgledem uktadu Ziemi, duze, ale jednakowe).

Miedzy kolejnymi cukierkami predkos¢ i Pawla i Gawta wzros$nie o pewng war-
tos¢. Jednakowa! Zaréwno wzgledem Ziemi, ale przede wszystkim wzgledem kazde-
go kolejnego uktadu kowedrujacego.

Ale przeciez ich przyspieszenia sg rozne. Zatem ta sama pr¢dko$¢ musi by¢ uzyska-
na w krétszym czasie na zegarach Gawla. Zdarzenia N u Pawta i N-5 u Gawtla s3
rownoczesne w kazdym tego stowa znaczeniu. Kolejne N+1 i N +1-5, odpowiednio,

tez sg rownoczesne. Ale przyspieszenie Gawla jest wieksze, wigc odstep czasu na jego

zegarach wynosi — nie ma przepros - %615, To jest chyba najbardziej zdumiewajgca
Zp
cecha grawitacji.

Gawel ma, w naturalny sposéb, do czynienia z dwoma réznymi czasami!



Jesli przyda¢ Pawlowi przywilej (tylko jemu, a $cislej kazdemu, ktéry znajduje si¢
na tej samej ptaszczyznie poziomej, co on) by to on nie musiat ktopota¢ si¢ z dwoma
czasami, tylko by to jego zwykly zegar odmierzat zwykte sekundy (w oparciu o defi-
nicje SI), to juz Gawel musi mie¢ do czynienia z dwoma réznymi czasami. Jesli po-
nadto, utozsamimy czas Pawla z numerem cukierka, to numer cukierka przylatujace-
go, powigkszony o statg warto$¢ (5 w naszym przyktadzie), bedzie u Gawla jednym

czasem, ktéry bedziemy oznaczaé t i zwac czasem wspoélrzednos$ciowym, a czas

=t jest czasem, jaki wskazuje zegar wlasny, gdyby nastawi¢ go na zero wraz z mi-
Zp

nus pigtym cukierkiem, (czemu odpowiada f = - 5 + 5 = 0). Inni ,,Gawlowie” bedg wy-
znaczali ptynacy czas t uwzgledniajac stosowne opdznienie dochodzacego ,,cukierka”,
czy innego impulsu od Pawta.

Poniewaz rozbiezno$¢ miedzy czasem wilasnym a wspoétrzednosciowym systema-
tycznie narasta, wygodniej jest nie mowic o czasie wlasnym, liczonym od jakiej$ jed-
nej ustalonej chwili, a jedynie o jego przyrostach. (Czasem t operowa¢ mozemy zwy-
czajnie ustalajac dla danego pola jaki$ poczatek, cho¢by moment przyjscia na $wiat
Chrystusa). Zegar nieruchomy w polu grawitacyjnym, zegar Gawta o wspétrzedne;j z,
wskazuje uptyw odcinka czasu:

dt=—""dr

Zp

Ta szczegdlna posta¢ zaleznosci obowiazuje dla szczegélnego pola przyspieszen,
ktére tak tanim kosztem udalo nam si¢ stworzy¢. Wyznaczenie tej zaleznos$ci dla pola
centralnego dopiero przed nami.

Gdyby koto Gawta nadat przelatywat jaki$§ zegar z duzg predkoscia, tak, ze zegar ten
przebyltby odlegtos¢ d/ miedzy dwoma bliskimi zegarami (praktycznie o takim samym
z jakie ma Gawel), to zegar ten, zgodnie ze STW, pokazalby jeszcze inny odstegp cza-
su, ktérego kwadrat dany jest wzorem:
<

ds? =dt* —iz(d)c2 +dy* +dz%) =(
c Zp
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Zamiast cukierkdw mozna wysyta¢ grzbiety fal. Ich liczba na jednostke czasu wia-

snego u Gawla bgdzie mniejsza niz to widzi Pawel.
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To jest stynne przesuniecie ku czerwieni! Poczatkowo zaobserwowane w widmie
Stonca, zostalo potem zaobserwowane nawet na Ziemi, przy wysytani promieniowania
gamma z piwnicy na wiez¢. Zmiana jest niewielka, ale fantastyczna czulo$¢ efektu
Mosbauera umozliwita jednoznaczne potwierdzenie.

Z czasem w polu grawitacyjnym dzieja si¢ cuda i musimy nada¢ temu ,,cudowi”
pewna wygodng forme.

Pamig¢tajmy o Minkowskim! Operujac przyrzadami uwolnionymi na chwile od usci-
sku grawitacji, mamy lokalnie stan niewazkos$ci, czyli STW. Dla obserwatoréw prze-
latujagcych obok wybranego miejsca z réznymi predkosciami, interwat pomiedzy
dwoma zdarzeniami jest niezmiennikiem i z jego postaci wynika niemal wszystko, co
da si¢ powiedzie¢ o pomiarach fizycznych.

Uzywajac nieinercjalnych obserwatorow i wygodnych zmiennych, w ktérych sg oni
we wzajemnym spoczynku (i wygodnego czasu f) dostaliSmy metryke czasoprze-
strzeni sprowadzajaca si¢ (tutaj) do jednej, niezwykle waznej dla grawitacji, wielkosci
goo- Jest to funkcja potozenia.

Tréjwymiarowe przestrzenie statego czasu sg niewatpliwie jeszcze euklidesowe.

W istniejagcym polu grawitacyjnym mozliwe sa rzuty ukosne, istniejg orbity. Jakie

prawa rzadza ruchem ciat (pod wptywem grawitacji)?

Jak wyznacza¢ ruch w polu grawitacyjnym
Pawet i Gawet obserwujac ,,cukierki”, w szczegdlnosci takie wyrzucane z dowolna pred-
koscig w dowolnym kierunku, opisujg ich nietrywialny ruch jako efekt grawitacji. Ale my
wiemy, ze ruch tych cukierkow, jesli patrze¢ na niego inaczej, jest banalnie prosty! Jest to w
uktadzie wyjsciowym (ale tez w kazdym z licznych uktadéw kowedrujacych) ruch jednostaj-
ny. Linia $wiata jest linig prosta. Jakg zasadg wariacyjng opisa¢ ruch swobodnej czastki w
przestrzeni Minkowskiego?

Co byscie powiedzieli na wymoég, by czastka przybywajac do zdarzenia B od zdarzenia

B
A, jak najbardziej si¢ zestarzata? Czyli, zeby .[ \/ dr? —Lz(dx2 +dy? +dz?) =maksimum.
c
A

Przypomnijmy sobie ,,paradoks” bliznigt. Brat, ktéry poleciatl w droge, potem zawrdcit bedzie
przy spotkaniu miodszy od brata, ktéry spokojnie ,,nic nie robil”. Tak jak linia prosta minima-
lizuje odlegtos¢ w przestrzeni Euklidesa, tak linia prosta tez, ekstremalizuje ,,odlegtos¢”, w

czasoprzestrzeni.



Mozna to natychmiast potwierdzi¢ rachunkiem. Wyciagajac ktorgkolwiek z rézniczek,

B
np. czas dostajemy dla ,,interwatu” .[ \/ 1-— (&% + y* + z%)dr . Znamy sztuczke. Jesli taka
c
A

catka jest (ma by¢) ekstremalna (wzglgdem kazdej zaleznosci x(¥), y(¢), z(f) z osobna), to po-
chodna po kazdej predkosci wyrazenia pod catkg musi by¢ stalg ruchu!
Sa az trzy!!!
1 X 1 y 1 Z

) : T : T :
\/1—c2(5c2+)'12+z'2) \/1—62(x2+y'2+z'2) \/l—cz()'c2+y2+z'2)

c

Oznacza to, oczywiscie, ze wszystkie 3 predkosci sg state. Linia §wiata rzeczywiscie mu-
si by¢ linig prostg. Ale znamienne, ze ,,catki ruchu” piekielnie przypominaja pedy!. Gdyby-
smy zasade wariacyjng sformutowali do wielkosci Scisle proporcjonalnej do czasu wtasnego,

wychodzitby od razu ped. Fantastyczne!

B
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—mczj-\/l——z()c2 +y® +z%)dt = minimum
c
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Tego rodzaju' wielko$¢ o wymiarze energia*czas, albo ped*odleglosé, zostata wprowa-
dzona jeszcze do mechaniki klasycznej, a jej minimalizacja przez ruch rzeczywisty zaczyna-
jacy sie w chwili 74 w punkcie x4 , 1 konczacy w chwili #, w punkcie xg znana jest jako zasada
najmniejszego dzialania. Zabawne, ze w mechanice Newtona ma ona tajemniczy, abstrakcyj-
ny charakter, podczas gdy w teorii wzglednosci jest proporcjonalna do czasu zestarzenia si¢!
Na razie nie ma niczego tajemniczego. Zasada wymusza prostoliniowe linie §wiata. Zauwaz-
my, ze zasada dziata juz w czasoprzestrzeni. Dotychczas poznane dziataty w przestrzeni, wy-
znaczaty sam tor, a to czastki (albo $wiatta) w zakrzywionej przestrzeni, a to toru $wiatta w
osrodku o zmiennym wspétczynniku zatamania, czyli dlugosci fali, a to toréw czastki w polu
potencjalnym (ta ostatnia zasada w $wietle falowego dualizmu jest kompletnie oczywista i
tozsama z zasadg Fermata, tyle ze dla fal de Broglie’a)

Zmiana znaku oznacza zamian¢ maksimum na minimum.

Jesli w powyzszej zasadzie jako zmiennej niezaleznej uzyjemy ktorejs ze wspotrzednych,

np. x, dostaniemy

' Méwig wyraznie ,tego rodzaju” a nie ta wielko$é. W mechanice Newtona nie wystepuje c. W rzeczywistosci
teoria wzglednosci jest prostsza i tadniejsza, jesli chodzi o zasade najmniejszego dziatania. A dziatanie klasycz-
ne jest koslawym przyblizeniem pigknego niezmienniczego dzialania teorii wzglgdnosci. Istnienie klasycznej
zasady wyglada na jaki$ przypadek, tu jest to najprostsze pod Stoncem stwierdzenie, ze odcinki linii prostych sa
pod wzgledem dtugosci wyréznione.



B
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c
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Znak ,,prim” oznacza r6zniczkowanie po x.

Jest jeszcze jedno prawo zachowania! Wystepuje pochodna czasu po x, ale sam czas nie.

—mc*t’ —mc?
=const = =

’ 1 7 ’ 1 ’ ’ ’ ’ ’
\/t2—2(1+y2+z2) \/1—2(1/t2+y2/t2+z2/t2)
C C
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Pozornie to nic szczegdlnego. Juz wiedzac, ze wszystkie 3 predkosci sg stale, mozemy
powiedziec, ze kazda funkcja predkosci jest stala. Ale pomy$lmy o przysztosci! W bardzie;j
wyrafinowanych sytuacjach, gdy nie wszystkie predkosci bedg state, o ile tylko zmiennej ¢ nie
bedzie w wyrazeniu na interwatl, szybciutko odnajdziemy wielkos$¢ staltg w czasie ruchu!

I nikt nam nie wmoéwi, ze nazwa energia dla takiej wielkosci bedzie niewlasciwa.

Wré¢my do losu Pawtowego cukierka. Raz uwolniony, wiedzie zywot w swiecie Min-
kowskiego i obowigzuje go ,,przymus” maksymalnego starzenia. Jest to zarazem efekt falowej
natury, ale nawet nic o niej nie wiedzgc, powiemy, zZe jest to wyraz zasady bezwtadnosci.
Ruch ma by¢ jednostajny, prostoliniowy. Tyle, ze nie w zmiennych Pawtéw i Gawiéw! Co
robi¢? Czy trzeba przelicza¢ ruch w zmiennych ,,minkowskich” na ruch w zmiennych ,,Paw-
tfowo — Gawtowych™?.

Nie trzeba! Minimum, to minimum! ,,Minkowski” interwal mamy przeciez policzony w
zmiennych ,,Pawlowo — Gawlowych”. On ma by¢ maksymalny (a z mnoznikiem —mc* — mi-

nimalny):

—mczjds = —mczj.\/goo(z)(dt)2 —Ciz(dx2 +dy® +dz*) = minimum

Uzywajac jako zmiennej niezaleznej x, dostaniemy natychmiast prawo zachowania:

—mc’ gy, (z)dt/dx _ —mc? gy (2) — const

ng(z)(dr/dxf—12<1+<dy/dx>2+<dz/dx>2> \/goo<z>—12<x2+y2+zz>
C C

Kropka oznacza pochodng po czasie ,,wspoéirzednosciowym”. Prawdziwa predkos¢ cu-

kierka, dla Gawta, ktéry go tapie, to predkos¢ wzgledem jego zegara. Jego czas



dt=dr-\/g.
dx dx

=vV8o00 -

X=—
dr dt
Dokonujac tej zamiany, dzielgc licznik i mianownik przez ./ g,, , nadam prawu zacho-

wania postac

me® /g4, (2)

_ L, dys, dz,
\/1 c’ ((dr) +(dr) +(dr)j

To jest kolejny bardzo wazny moment.

= const

Oto odkryliSmy (dzieki ozenieniu zasady réwnowaznos$ci ze szczegOlng teoria
wzgledno$ci) nowy sposéb wprowadzenia konsekwentnej dynamiki. Réznica biegu
zegaréw (miedzy zdarzeniami réwnoczesnymi) w réznych miejscach, nawet ptaskiej
przestrzeni, prowadzi do znéw nietrywialnej dynamiki. Co$ si¢ dzieje! Mimo iz nie
wskazuje wyraznej przyczyny w postaci innego ciala, cukierki rozpedzaja si¢! Wcho-
dzac w obszar zmniejszonego goo predkos¢ musi wzrasta¢. Troche jak w poczciwe]

mechanice z potencjatem. Tylko, Ze tam jest suma, a tu iloczyn!

Rozwijajac wzgledem poteg odwrotnosci predkosci §wiatla:

ST g ).
1-v(z)*/c? 2c

~mc® + (m v(;)z + mcz(,/g(,0 (2) —1)] = const

dostajemy co$ znajomego. Ale tylko w najnizszym przyblizeniu. Dodajac kolejny wyraz

rozwini¢cia uzyskamy jakie$§ réwnanie, ale juz si¢ go nie da zinterpretowaé jako sumy po-
prawionej energii kinetycznej i poprawionej energii potencjalnej.

Przypomnijmy znalezione wczesniej dla czgstosci:
VA/ 8oy = const

Ocieramy sie o rzeczy wielkiej doniostosci.

Z jednej strony znéw widzimy, ze czgstotliwos¢ i energia to jakie$ syjamskie siostry! Z
drugiej, réwnanie powyzsze wigze predkosc¢ czastki (a doktadniej nawet to, co w szczeg6lnej
teorii wzglednosci jest energia) z potozeniem w polu grawitacyjnym. Odpowiednik prawa
zachowania energii, w polu grawitacyjnym ma posta¢ multiplikatywna.

Nie moze by¢ mowy o zadnej energii potencjalnej, ktéra by si¢ dodawata do energii ki-

netycznej!! Tegoscie si¢ nie spodziewali!



Ksztatt toru w ogdlniejszym przypadku, tatwo wyznaczymy. Niech Pawet wyrzuci cukie-
rek w ptaszczyznie x,z. Poniewaz interwat nie zalezy od x, istnieje jeszcze jedno prawo za-
chowania! Rézniczkujemy po x dostajac:

dx
me—

mx
= dt = p, =const

ey o L(9re, d2
\/goo(z) Cz(x +27) \/1 Cz((dr) +(dT)j

To jest ,,poczciwe” prawo zachowania sktadowej pedu prostopadtej do kierunku pola.

Wynika tu ono z ogdlnej zasady ,,maksymalnego starzenia”. Dzielgc stronami oba powyzsze

prawa zachowania dostajemy

m%
B A N S
mc’ oo E % c? 800 Py

dt

Biorgc odwrotnos$¢ drugiego podniesionego do kwadratu mamy:

1 _L_L(E)Z — m’ - E® _i_i(gf
W e pt gyp, ¢
dt

dz )
Dla —, dostajemy:
& jemy

dz _, |z E*  m’c |
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Jesli rzucamy ciato poziomo z punktu x = 0, z = L, stata E spetnia warunek:

2 2 2 .2
E
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Jest to elipsa spadajaca pionowo na horyzont. Gdy masa jest zero (foton), elipsa staje si¢

)+Z2:L2

X1+

okregiem.



Zauwazmy, ze w teorii grawitacji, nie jest zbyt owocne, zastanawianie si¢ nad réwna-
niami ruchu. One s3 zawarte w zasadzie maksimum interwatu, ktéry jest czyms prostym, jest
skalarem, jest niezmiennikiem, jest wygodny i skuteczny. Kazde wspétrzedne jakie nam
przyjda do gtlowy moga automatycznie by¢ uzyte, byle tylko utatwity nam rachunki.

PoznaliSmy dwa mechanizmy ,,zakrzywiajace” tory, odmienne od tradycyjnego bilanso-
wania pedu. Z jednej strony to krzywizna, z drugiej niejednostajny uptyw czasu mi¢dzy zda-
rzeniami réwnoczesnymi. W pierwszym wypadku minimalizowa¢ trzeba odlegto$¢ zapomina-
jac, jakby o czasie, w drugim minimalizujemy interwal w czasoprzestrzeni.

W rzeczywistosci, ten drugi mechanizm, obejmuje 1 ten pierwszy!

Zbadajmy, bowiem, czemu jest rtOwnowazna zasada minimum interwatu policzonego na

naszej zakrzywionej powierzchni (umieszczonej w zwyklej przestrzeni Minkowskiego)

- mczj\/dtz—clz(g,r(r)dr2 +r°de*) =minimum

Powyzsza zasada naktada na ruch dwa prawa zachowania, doktadnie energii i momentu
pedu, z ktérych korzystaliSmy! To po prostu widac.
Gdy jako zmiennej niezaleznej uzyjemy czasu, stata musi by¢ pochodna funkc;ji podcat-
kowej po predkosci katowe;j:
mr’¢

=J
Jl—é(g,r(mdr'z +r’¢?)

Gdy wezmiemy kat dostaniemy:

-me” [ J (d /gy~ (g, (1)dr/dg)* +r*)d = minimum
C
i dalej:

2
—me? dr/de Cp—_ mc

\/(dz/dcp)z—lz(g,,(r)(dr/dcp)z +r?) \/1—12(g,,(r)dr'2 +r2¢)
C C

A to wychodzac z tych zasad, dowiedliSmy geodezyjnosci samego toru.

Grawitacja wykorzystuje harmonijnie oba poznane mechanizmy. Czas

biegnie réznie w réznych obszarach, a ponadto przestrzen jest zakrzywiona.




Pole centralnosymetryczne

Zajmijmy si¢ sytuacja fizyczng wokot ciala o symetrii sferycznej. W oczywisty sposéb
oczekujemy wystapienia jakiego$ goo(r), gdyz sytuacja Pawta i Gawla, juz nie w rakietach a
na pietrze i parterze, jest bardzo podobna. Dopuscimy takze wystgpienie g,,(r), chociaz u
Pawta i Gawla w rakietach, czego$ takiego nie byto. Jesli i teraz jest niepotrzebne, wyjdzie
g(r)=1, ale nie lekajcie si¢. Wyjdzie rézne od 1.

Jako czas $wiata wybieramy czas zegarow w nieskonczonosci. To jest region z pewno-
scig wyrdzniony, gdyz tam grawitacja znika (w poprzednim przypadku nie mieliSmy takiego
wyréznionego Pawta. Teraz jest ich legion). Przez wspoéirzednag radialng r rozumie¢ bedzie-
my wielko$¢ rowng obwodowi okregu nieruchomego w polu grawitacyjnym dzielonemu

przez 27 .
1
(ds)? = g, (1)(dr)? —C—z(g,,.(r)dr2 +r’de?)

Obserwator w (niewielkiej) spadajacej windzie, ma mikro§wiat Minkowskiego. Mierzac
zwyczajnie czas i odleglo$¢, wedtug przepisow SI (w metrach i sekundach) znajdzie on dla
bliskich zdarzen warto$¢ minkowskiego interwatu dang powyzszym wzorem z jakimi$ kon-

kretnymi funkcjami g, (r)1 g, (r) Dowolne ciato spadajace swobodnie, przelatujace przez

spadajaca windg, leci po prostej tak, by zminimalizowa¢ wktad do calki na tym terenie.
Migdzy kolejnymi zdarzeniami, oceny bedzie dokonywat juz inny lokalny obserwator, ale 1
on znajdzie zwyczajny swoj minkowski interwal, rowny temu, co daje powyzszy wzor, juz w
sgsiednim punkcie. Skoro kazdy wktad jest minimalny, to i suma tez!

Innymi stowy, sam sens metryki jest taki, ze jej minimalizacja, wyznacza ruch.

Analogia ze zwykla przestrzenig jest zupetna. Na ptaszczyznie, prosta minimalizuje od-
legtos¢, czyli jwldxz +dy? . Gdy uzyje wspétrzednych biegunowych, minimalizowaé¢ musze

.[ \Jdr? +r*de® . Dostane te sama prosta, ale inaczej opisana. Czastka postusznie bedzie w

swym ruchu nasladowac¢ rozwigzanie. Gdy prawdziwe odlegto$ci wigza si¢ z r6zniczkami

inaczej, dla czastki nadal imperatywem fizycznym jest minimalizowa¢ sume prawdziwych

odlegloécij\/ g, (r)dr’ +r’de’ . A w czasoprzestrzeni maksymalizuje swoje starzenie!

Szukajmy, wigc, czym jest ta metryka teraz.



Mamy dwie szukane funkcje i jedno rownanie zawierajace g, (r):

d(rg(r) _ g*
r’\g, dr c’

Troche mato!
Ale, od czego pomystowos¢.

Przeciez metryka powinna pozwoli¢ wyznaczy¢ przyspieszenie.

Wypusémy z pewnego poziomu ciato bez predkosci poczatkowej (jak Galileusz w Pizie).

Trochg ponizej bedzie:

2
mc
ﬁwlgoo(r —dr) = mcz,/goo(r) ,

I-vi/c
czyli
1 V2/ Z_gOO(r dr)
8o (1)
N :l_goo(r_dr) _ 800 (1) = 8o (r—dr) _ g(,)o(’”)dr
8oo (1) 8oo (1) 8oo(r)

’ 1
y2 = 2 8o (1)

8oo (1) V8., (r)

dl

Ruch trwa krétko, predkos¢ jest nierelatywistyczna, znany z gimnazjum wzor

v? =2ax , pozwala wypisa¢ warto$¢ przyspieszenia natychmiast

L (1) 1 —c? d
— 2 8o _m

280 () g, () Jgm(Ng, () dr

Znak ,,minus” uwzglednia faktyczny zwrot przyspieszenia ku centrum. Rozdzielenie
goo na iloczyn dwoch pierwiastkéw kwadratowych i potaczenie jednego z nich w ilo-

czyn z g, ma na uwadze przyszte przeksztalcenia.

Mamy juz dwa réwnania. Potrzebne jest jeszcze jedno. Najpierw rzu¢my ciato bez pred-
kosci poczatkowej z nieskonczonosci. Przylatujac nizej, ma automatycznie tzw. predkosc¢ 11

kosmiczng:
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2
—Vlmcz/zmzmcz A/ 800 () = mc?
_VII C

1_VHZ/C2 = 8w

Co$ zaczyna si¢ rozjasniac!!

Owo tajemnicze g, rézni si¢ od jedynki o czton odwrotnie proporcjonalny do ¢* z kwa-

dratem predkosci ucieczki! Nie wiemy jeszcze, ile wyjdzie ta predkos¢, ale dla stabych pdl
musi by¢ bliskie warto$ci niutonowskie;j!

Zwiazek goo z czynnikiem Lorentza dla predkosci nabywanej przez ,,cukierek™ spadajacy
z nieskonczonosci nie powinien nas dziwi¢. To stamtagd wystane w odstepie df dwa bliskie

zsynchronizowane zegary (,,cukierki”), mijaja Gawta (gdzie§ w gtebi pola) w odstegpie dr cza-
su wspotrzednosciowego, czyli dt\/g czasu wlasnego, o ktérym tez wiemy, ze przy porow-
nywaniu z dwoma zegarami uktadu inercjalnego, wzgledem, ktérego Gawet pedzi z predko-
$cig vy, bedzie skrocony o czynnik:4/1— vH2 /c* . Stad réwnos¢.

Ten czynnik Lorentza, jaki si¢ pojawia, sugeruje, ze nie tylko pomiary czasu, ale i odle-
glosci wykonywane w polu grawitacyjnym i przez spadajacych obserwatoréw powinny si¢ z
nim wigzac.

Istotnie spus¢my réwnoczesnie n trapezowatych kabin z nieskonczono$ci, rOwnomiernie

(daleko) od siebie na poczatku rozmieszczonych.
2nr/n

dr

2(r—dr)/n

Gdy kabiny, rozpgdzone, zetkng si¢, ich sufit i podioga maja wspétrzedne ri r—dr, a

odlegtos¢ (wlasna) stale dr . Spadajace male kabiny sg w stanie niewazkosci. Sg doskonatym

* Sciany kabiny tworzg, przez konstrukcje kat 270/ 11 ze soba. Gdy sufity sie zetkna, kazdy z nich zajmie seg-
ment obwodu wyrazony katem, whasnie 270/ 1 . Sciany boczne usytuuja si¢ radialnie, a to wtasnie znaczy, ze
zetkng sie i podtogi, ktérych taczy obwéd wyniesie 270(r —dr) a to znaczy, ze s3 one ,,na poziomie”, czyli
maja wspotrzedna r — d r. Potozenia sufitu w r,i podtogi w r — d r maja miejsce tej samej chwili w inercjalnym
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przyktadem uktadu inercjalnego, w ktérym nic egzotycznego sie¢ nie dzieje. ZaczgliSmy z
kabing o wysokosci dr i ciggle mamy wysokos$¢ dr. Jak to mozliwe, ze sufit i podtoga koin-
cyduja (rownoczes$nie wedlug zegaréw kabiny) z Pawlem i Gawlem przebywajacymi w miej-

scach ri r-d r, odlegtymi przeciez o /g, dr?

To dzi¢ki skroceniu Lorentza!!

Vg, drjl=v,>/c? =dr
Czyli g, - g¢ =1

To pigkny wynik! Przypomina jeszcze raz o zwigzku funkcji metryki z czynnikiem Lo-
rentza i dla czasu i dla odleglo$ci zwigzanym z predkoscig obserwatoréw spadajacych z nie-
skonczonosci, gdzie wycechowali swoje zegary i swoje sztaby miernicze.

Krzywizna jest nieunikniona, jesli w ogéle co$ si¢ ma dziac!

Teraz mamy dwa rownania na dwie szukane funkcje:

d
8= _Cza\/goo(r)
2 2
g ——d@r"g(r)
> V8w 2
c rodr
Mamy juz wszystko!

Dzielgc pierwsze rOwnanie przez % a drugie przez g i dodajgc stronami, dostajemy:

O:d(@)ﬂ/— 1 d(g(r)
r

o0 rzg(r) dr

Mnozac teraz przez rrg(r)dr dostajemy:
0=r"g(r)d(+/ge)++/ 80 d(r*g(r)) (Moje ukochane adb + bda),
czyli: r*g(r) 8o =Ci>

a po wyliczeniu g z otrzymanego zwigzku 1 wstawieniu do drugiego réwnania, dostajemy

roéwnanie juz na jedng niewiadoma funkcj¢ goo:

C, , d c’ d .
————=—C"—/g (r) e (r), czyli
Ao ar VI T ey ar S

2C, d
—_ —_—— r
c’rt  dr S (r)

uktadzie obserwatora w kabinie. Inna sprawa, ze nie chciatbym siedzie¢ w ktérejs z tych kabin. Po zetknigciu
bedzie wielkie bum!
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Majace oczywiste rozwigzanie:

2C
8o () =G, +Tl
cr

W nieskonczonosci g,, (o) =1, co pociaga za sobg C, =1
Ostatecznie:

2C, C,

8o (r)=1+— g(r)=—F——
cr 2 / C,

r 1+ZT

cr

Dostalismy jednoparametrowg rodzing rozwigzan. Znak statej C; jest ujemny, wygodnie

jest oznaczy¢ r, =—2C,/c’

Wtedy:

g(r)=—

dr?

+r’de?)

(ds)? = (1= 2y - L
r C

T
r

Mamy naszg paraboloid¢ z czarng dziurg! Mamy tez rézny bieg czasu. Funkcje, ktére

ujmujg liczbowo te efekty sg wzajemnymi odwrotno$ciami.

Goérny wzor wyraza poprawki do statycznej sity grawitacji, w stosunku do prawa Newtona.
Nie ma ona iadnego4 zwigzku z réwnaniami ruchu! Ruch bedziemy opisywac korzystajac z
zaskakujacej, bo multiplikatywnej, ale uroczej postaci prawa zachowania energii, oraz prawa
zachowania momentu pedu.

W duzych odleglosciach, przyspieszenie, z coraz lepszym przyblizeniem jest niutonowskie,

powinni$my, wigc utozsamic:

rc’12=GM
2GM
Ty =—
C

To jest stynny promien Schwartzschilda. Dla Stonca, prawie doktadnie 3km.

? Zdumiewajace jak blisko jesteémy Newtona! Przeciez potencjat niutonowski okreslony jest niemal identycz-
nym réwnaniem: —Gm/ r> =—de /dr
* Poza, rzecz jasna, nierelatywistycznym przyblizeniem.
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Majac rozwiazanie, sprawdzmy ile wynosi II predkos¢ kosmiczna:

2GM

2
cr

1—v,(r)’/c* =1-

2GM

r

Vn(’”)2 =

Istny szok! Wyglada doktadnie jak u Newtona. Co prawda, r nie jest zwyczajng odlegloscia,
ale zawsze to formuta zaskakujaca.

Na horyzoncie Schwartzschilda, przyspieszenie silnika rakiety, potrzebne do utrzymania
stalej wartos$ci r osigga nieskonczonosc.

Ponizej ry sytuacja nie jest do konca jasna. W metryce, wspétczynnik przy dr staje si¢ do-
datni (a przy dr* ujemny). Zatem czasem staje si¢ zmienna r. Uptywu czasu juz nie da si¢ po-
wstrzymac. Czastka musi dotrze¢ do osobliwosci.

Z prawa zachowania energii wida¢ tez wyraznie, ze czastka o dowolnej energii, osigga

predkos¢ ¢ doktadnie na horyzoncie (goo W liczniku si¢ zeruje, wigc i mianownik musi).

Ruch peryhelionowy 1 ugigcie swiatla.

ZnalezliSmy metryke, ruch zawarty jest w zasadzie wariacyjne;j:

1
—mczj\/goodtz_c_z(gn(’”)d’”z +r°d¢*) = minimum

Sa dwie symetrie, wigc i dwa prawa zachowania.

Momentu pedu:
mr>@

=J
1 i .
\/goo_cz (grr(r)rz +r2(p2)

i energii:

2
me gy

1 =f
\/gOO_cz(grr(r)}:‘2 +r2¢2)

Dzielgc stronami dostaje:
r’o e J

ngoo ngoo E

Z calki energii wylicze 7 :
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\/g _(mczgoo)2

1 i ) mcz 2 ) 00 2

goo— 5 (8, (N+7r79")F’ _ (me"8w)” ‘g;oo) =i=c E2 =
c E Vg, () +r79™)

Wstawiajac do poprzedniego mam:

. (mcgy)?
rz(p'c 00 E> _J
8w (g, (r+rg?) E

A po uporzadkowaniu:

\/ L (me?)? r'y’ e

g0 B g, (n+r’¢”) E

Mamy juz tyle do§wiadczenia by dostrzec, iZ wymagana stato$¢ wyrazenia jest row-

nowazna zasadzie wariacyjne;j:

j\/ ! _(mcz) \/(grr(r)+r2(p’2)dr:

8o (1) E

j\/ L _ (mcz)z Vg, (ndr? +r2dg? = minimum
() E

Jest to jakby cofanie si¢, bo przeciez réwnanie orbity wtasnie przed chwilg uzyskali-
smy. Ale co za pigkny wynik! Wazniejszy moze, niz rozwigzania!

Widzimy znéw zasade Fermata!!

Jest znana nam droga w zakrzywionej przestrzeni i jest wspotczynnik zalamania
pola grawitacyjnego.

Wspdtczynnik zatamania jest catkowicie zrozumiaty!

Zacznijmy od $wiatta. Wspolczynnik zatamania upraszcza si¢ do:

s

Ale zaraz! Przeciez predko$¢ w prézni jest niezmienna! Owszem, ale dtugos¢ fali to
nie tylko predkos¢. O ile w zwyklej optyce, w osrodku, gdy grawitacja nie ma zadnego
znaczenia, czestotliwos¢ fali jest stala w r6znych miejscach, dtugo$¢ fali zmienia si¢ z
powodu zmiany predkosci. Dlatego wspétczynnik zatamania kojarzy nam si¢ ze sto-
sunkiem predkosci w osrodku do predkosci w prézni.

Oczekujemy, ze dtugos¢ drogi dzielona by¢ powinna przez dlugos¢ fali. A co to jest

dlugos¢ fali. To jest predkos¢ $wiatta dzielona przez czgstotliwosC. A teraz ta nie jest
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stata. Juz parokrotnie podkreslaliSmy, ze rézny bieg czasu przektada si¢ na zmiany
czestotliwodci i to wlasnie do 1/,/g, ta czgstotliwos¢ jest proporcjonalna. Cudnie!

Picknie tez jest dla czastek z masg. Pamigtajmy, ze:

2

me’g,, :E:\/g_oo 1 mc

1 ) . ] .
\/goo—cz(g”(r)rz +72(P2) \/1_6.2(grr(r)r2 +}’2(P2)/g00

2

2
=ew - = 8w —

1 ar) | odoY’ v
\/1 o2 (grr(r)(de +r (d’cj] o2

gdzie dla obserwatora lokalnego, energig w rozumieniu STW jest

1-—
CZ

To ta wielko$¢ wiaze sie z lokalnie mierzonym pedem wzorem +/m’c* + ¢ p°

Zatem \/_ \/7 m*c* +¢? p

A wspétczynnik zatamania dla materii mozna przepisa¢ w postaci:

2N\2 2
\/ 1 _(mcz) :l\/ E eyt = Loy fIE
8oo (1) E E\ g4(r) E A

Kolejna rewelacja. Fala de Broglie’a, teraz relatywistyczne!

Wynikéw tych, gdy si¢ raz ustyszato, nie sposéb zapomniec.
Bez zadnego liczenia mozna od razu powiedzie€, ze Swiatto (ani tym bardziej inne
zwykle czastki, moze poza hipotetycznymi tachionami) nie poruszajg si¢ po geodezyj-

nych w przestrzeni tréjwymiarowe;.

25\2 2 7
1 _(mc) ree =£po

g0 E* (g, (n+ri¢?) E

Po wstawieniu g, 1 goo do réwnania \/

podniesieniu go do kwadratu, wzigciu odwrotnosci i zastapieniu 1/¢" = r” dostaje sie:

(r”* +r?) (E—me? GMm)Z_m+2GM +(E—mc2)2

4 2 272
r r J i cJ

W poréwnaniu do problemu keplerowskiego doszedt jeden nowy czton, ktéry ma

taki efekt, jaki w przypadku nierelatywistycznym miatby dodatkowy potencjal spada-
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jacy jak trzecia potega odlegtosci. Od tego momentu rachunkowa strona problemu jest
tej samej kategorii co w teorii Newtona. Jest dodatkowy czton. Daje on ruch peryhe-

lionowy orbit, ktérego nie powinno by¢ (w zasadzie!) w teorii Newtona. Réwnanie z

rownym powodzeniem mozna zastosowa¢ do swiatta ktadac m = 0.
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