Wyktad 19

Zagadnienie dwoch ciat.

Realistyczny przyktad oddzialujacego ukladu fizycznego wymaga obecnosci, co naj-
mniej dwdch ciat, w najprostszym przypadku, dwéch punktéw materialnych. W dotychcza-
sowych naszych rozwazaniach dotyczacych ruchéw w polu centralnym, przyjmowalismy jed-
no z nich za wystarczajaco masywne, w stosunku do drugiego, by wpltyw tego drugiego na
zachowanie tego masywnego, mogt by¢ calkowicie zaniedbany. Przypomng, ze, przy tym
zatozeniu, zbadaliSmy problem keplerowsko-kulombowski w przyblizeniu nierelatywistycz-
nym, (wyprowadzajac m.in. prawa Keplera, zwiazek okresu z energia atomu, rozpraszanie
Rutherforda), relatywistyczny problem kulombowski, co udaje si¢ bez wychodzenia poza
swiat Minkowskiego, dostrzegajac mozliwos¢ spadku na centrum, no i ostatnio, relatywi-
styczny problem grawitacyjny, co otworzylo zupetnie niestychane nowe perspektywy na to, w
jakim §wiecie zyjemy, gdy grawitacja jest traktowana serio. A w skali Kosmosu musi by¢ ona
traktowana serio. W przyblizeniu niutonowskim nie da si¢ opisa¢ ani Wielkiego Wybuchu,
ani ksztaltowania si¢ galaktyk (kazda z czarna dziura w $rodku, jak si¢ wydaje), itp. Zbadali-
smy tez pewne aspekty ruchéw w obecnosci sit krétkozasiggowych, dostrzegajac ich podwoj-

na, niewspotmierng periodycznos¢ (@ w koto od 0 do 27 i znéw i znéw, oraz r do aphelium

do perihelium, znéw do aphelium, i na nowo), a takze istnienie roztacznych obszaréw do-
puszczalnych przez ustalong wartos¢ energii i momentu pedu, (co otwiera temat kwantowego
tunelowania)

Relatywistyczny problem dwdch i wiecej ciat jest trudny. Bardzo trudny. Przy wyjsciu
poza niutonowskie przyblizenie, uwzgl¢dniana by¢ musi suwerenna dynamika pola, czy to
elektromagnetycznego, czy grawitacyjnego, tacznie z promieniowaniem. To trochg tak, jak
przy szybkim ruchu tloka w cylindrze. Gdy tlok ucieka czastkom z predkoscia poréwnywalna
do predkosci termicznych samych czastek, stan gazu daleki jest od stanu réwnowagi, jego
opis wymaga, co najmniej, rozwazenia fal dzwigkowych i rozwazania ich ewolucji razem z
ewolucja potozen ttoka.

Gdy wzgledy potrzebnej precyzji, czy tez zblizona wielkos¢ oddziatujacych ciat, wyma-
gaja doktadniejszego podejscia, (my) mozemy to uwzgledni¢ i zaja¢ si¢ problemem dwdéch
(lub wigcej) ciatl, jedynie ograniczajac si¢ do fizyki nierelatywistycznej.

Zagadnienie dwéch cial oddziatujacych sita centralng ma wyjatkowo ogdlne, wyjatkowo

eleganckie 1 wyjatkowo proste rozwiazanie! Teraz si¢ tym zajmiemy.



Oznaczymy potozenia dwoéch cial wektorami wodzacymi: 7 i 7,, ich masy m; i my.

Oznaczymy takze wektor wodzacy od ciata 2 do ciata 1 symbolem 7, a jego wartos¢ r.

A

it

Oznaczmy sit¢ dziatajaca na ciato 1 symbolem F=F (r)L. Sita dziatajaca na ciato
r

nr 2 to — F . (Wyréznili$my tu cialo nr 1, w skromnym zakresie, nazywajac symbolem
bez znaku ,,minus” wtasnie sit¢ dziatajaca na to, a nie drugie cialo. Podobnie wektor 7
wskazuje potozenie tego ciata wzgledem drugiego. Pamigtamy tu o sytuacji, gdy ciato
nr 1 byto naprawd¢ wyréznione, a ciato nr 2 uznawane za nieruchome. Teraz, myslac
o ciele nr 1 jako tym lzejszym, chcemy dostrzec zmiany wprowadzone przez réwno-
prawne, de facto, juz ich traktowanie.)

Roéwnania ruchu sa:

—

ml?.l =F

mj, = —F

Réwnania wygladaja skomplikowanie, bo nie sa to dwa oddzielne réwnania (wekto-
rowe), na dwa wektory potozen, a uktad réwnan, jak méwimy, sprzgzony. Poprzez
wektor 71 jego warto$¢ r, ktére sa zalezne od obu wektoréw wodzacych obu cial, w
réwnaniu na 7,, po prawej stronie obecne jest tez r, i vice versa.

Kuszace jest przeksztalci¢ te dwa rownania wektorowe, na dwa inne przez ich do-

danie stronami:



mr, +m,r, =0

1 odjgcie, po uprzednim podzieleniu przez masy:

= = 1 1 =
n=r =(—+—jF.
m;m,

Pierwsze rownanie jest jakies banalne — zajmiemy si¢ nim za chwilg. Prawa strona
ostatniego réwnania jest funkcja wektora 7, a i lewa takze, gdyz, przeciez:r, —7, =F.
Wygodnie jest wprowadzi¢ nowa wielko$¢, mase zredukowang:

I 1 1

W mm,

1 nada¢ ostatniemu réwnaniu postac:

wi="F@)

r

Wynik ten nazywa si¢ czasami redukcja zagadnienia dwéch cial do zagadnienia
jednego ciata. Istotnie, matematyczna posta¢ otrzymanego rownania jest nie do odréz-
nienia od tego, co bysSmy wypisali majac problem jednego ciata o masie L w polu sity
F(F) o centrum nieruchomym (a wiec nieskonczenie masywnym) w pewnym ukla-
dzie inercjalnym.

To, ze wektor wodzacy 7 jest faktycznie odmierzany od drugiego ciata, wykonuja-
cego ruch przyspieszony, jest w calosci kompensowane wystapieniem w réwnaniu
masy zredukowanej. Wszak nowe réwnanie jest na pewno prawdziwe!

Gdy mamy wzory rozwiazujace problem jednego ciata o masie m w polu drugiego o

masie nieskonczonej, to wystarczy zastapic¢ stare m nowym [ i juz. W ten sposéb wy-

znaczamy bez zadnej dodatkowej pracy ruch wzgledny.

Dla wyznaczenia ruchu bezwzglednego i zwiazku statych ruchu problemu zreduko-
wanego, majacemu z lekka formalny charakter, z wielko$ciami fizycznymi ujawniaja-
cymi sig, np. w energii wystanego fotonu, ktéry wynosi energi¢ atomu, a nie abstrak-
cyjnej ,,masy zredukowanej”, trzeba zajac si¢ tym pierwszym réwnaniem powstatym z
dodania réwnan ruchu. Jest ono bardzo proste:

m,1, + m,r, =0, co mozna po dwakro¢ scatkowac:

—

m, 1, + m,r, = P = const
m, 7, + m,r, = Pt + const’

Dzielac ostatnie réwnanie przez sume¢ mas dostajemy:



m,r, +m,r.
1 22 - t +const”

Wll-i'l’l’l2 ml+m2

m,r, + m,¥. ~ )
Wektor wodzacy —————=2% = R , bedacy ,,$rednia wazona” wektoréw wodza-

m, + m )
cych obu ciat, wskazuje punkt na odcinku taczacym masy m; i m,, dzielacy ten odci-
nek w proporcji odwrotnej do mas. Aby to wykazac, obliczmy wektory wodzace obu

punktéw wzgledem tego punktu.

5o _po7 m+m,r, (m, + m,)r, —m1, + m,r, _oom,
pl_ 1 =n- = = r
m, +m, m, +m, m, +m,
5o _poz m+m,r, (m, + my)r, —m,1, + m,r, B m, .
Pp=n—-—K=r1,- = =— 7
m, +m, m, +m, m, +m,

Punkt ten zwie si¢ Srodkiem masy.
Stala P jest suma pedéw obu ciat. Jest to doskonale nam znane prawo zachowania

pedu. Odczytujemy tez, ze ruch srodka masy jest ruchem jednostajnym.

P const’
t+

R= =V, 1+ R(0),
m1+m2 m1+m2

oraz, ze ped catkowity jest iloczynem sumarycznej masy i pregdkosci ruchu $rodka

masy.

Ostatecznie potozenia bezwzgledne ciat sa:

7, =R+p, :VSMt+R(0)+#F
1 2

= - - - m -
r, :R+p2 =VSMt+R(0)—mr
1 2

Policzmy (podwojona, by unikna¢ niektorych utamkoéw) catkowita energig kine-
tyczna obu cial:
mli&lz +m2?22 = m1(§+ f)l)2 +m2(§+ f)z)2 =
= (m, +m,)R? + 2R(mp, +m,p ) +m, () +m, (P,)°
m,p, +m,p,, jak zreszta i m,p, +m,p, sa réwne zeru, co wynika wprost z tego
jak wyrazaja si¢ poprzez wspolny wektor 7 . Mozna tez inaczej powiedziec¢, ze z de-
finicji, sa to wielkosci pedu oraz potozenia srodka masy, w uktadzie Srodka masy!
Mamy, wigc:

) %2 =5 SN %2
mr +m,r, :(m1+m2)R +m1(pl) +mz(p2)

2 2 2 2




Jest to przypadek szczegdlny ogdlnego twierdzenia Koniga, méwiacego, ze;

Energia kinetyczna zbioru punktéw materialnych, jest suma energii w ukladzie

srodka masy plus energia ciala traktowanego jako calos¢, tj. jak punktu mate-

rialnego o masie sumarycznej skfadnikéw i predkosci srodka masy.

Dowdd jest praktycznie taki sam, jak dla dwoch ciat.
Dla dwdch cial, mozemy udowodni¢ wigce;j:
@)> . m$,)’ ’ - 2
m, (P, ! Pr)” _m| _m : +m, m_ -
2 2 2 \m +m,

1 mm, . W -
=2 =2

2m, +m, 2

Energia w $rodku masy pokrywa si¢ z wyrazeniem, ktére formalnie gratoby role
energii w zagadnieniu jednego ciata o masie zredukowane;j.

Podobnie przedstawia si¢ sprawa z momentem pgdu.

FoxXmy 7+ 7, xmyr, = m (R+P)X(R+p,)+my(R+p,)x(R+p,) =

= (m, +my))RXR+m,p,xp, +m,p, Xp, +

+RX (m,p, + m,p,)+(m,p, + mzﬁz)xﬁ

Wyrazy w ostatnim wierszu sa zerami, wigc:

1 X 11, X1, = RXP+myp, <P, +1m,p, Xp,

Uzyskanie powyzszego rezultatu dla wielu ciat przebiega niemal identycznie.

Calkowity moment pedu ukladu wielu punktow materialnych wzgledem ukladu
inercjalnego, jest sumg momentu pedu cial policzonego w ukladzie Srodka masy,
wzgledem centrum w Srodku masy i momentu pedu ,,Srodka masy” policzonego

wzgledem poczatku ukladu inercjalnego.

Dla dwéch cial, ponadto, 6w moment pedu wzglgdem $rodka masy jest identyczny

z formalnym momentem pedu ,,masy zredukowanej”:

mp, Xél +m,p, Xéz =

W problemie Keplera, z nieskonczenie ci¢zkim centrum, dzigki réwnos$ci masy

bezwladnej 1 grawitacyjnej, masa lekkiego ciata znikta ze wzoréw wiazacych okres




obiegu z rozmiarem orbity. Pozostal jedynie iloczyn GM. Pamigtajac, ze owo GM w
trzecim prawie Keplera powstato z podzielenia GMm wystgpujacego w wyrazeniu ha
site, przez m mnozaca przyspieszenie po lewej' stronie réwnania, teraz tylko ta ostat-

nia masa ma by¢ zastapiona przez [, wigc podstawienie powinno by¢:

Gy = SMm _ GMm _ GMm(i+ij =G(M +m)
m n m M

Poprawione trzecie prawo Keplera jest:

3
2 2 a

G Am)

W historii fizyki, nasi wielcy poprzednicy mieli, trzeba przyzna¢, sporo szczgscia!
Gdyby, powiedzmy, planety Jowisz i Saturn byly wyraznie ci¢zsze niz sa i mialy nie
1/1000 1 ~1/2000 masy Stonca, a co$ koto 1/50 czy 1/20, III prawo Keplera o propor-
cjonalnos$ci kwadratéw okreséw i trzecich poteg $rednich odlegtosci od Stonca real-
nych, r6znych planet, byto by wyraznie nieprawdziwe. Wspétczynnik mnozacy trze-
cig potgge odlegtosci jest naprawde inny dla kazdej planety, ale na tyle mato, Ze nie-
zauwazalnie. Dzigki temu, w pierwszym niejako przyblizeniu, udato si¢ sformutowac
prawo Keplera prowadzace wprost do ,,odwrotnych kwadratéw” Newtona, i do jego
rOwnan. Dopiero potem, stato si¢ jasne, ze musi by¢ poprawka. Gdy doktadnosci po-
miaréw wzrosty, poprawki zostaty potwierdzone. Jakies drobne rozbieznosci nadal
pozostaty! To wykryto nastgpne planety. Jeszcze czg$¢ si¢ nie zgadzata. Przyszedt
Einstein ze swoja teoria. Co bedzie dalej?

Podobny ,fart” wystapil w fizyce atomowej! 1 to na réznych ptaszczyznach. Po
pierwsze, w przeciwienstwie do planet, ktére stabiutko na siebie wplywaja, wigc do-
minujacy jest wptyw Stonca, a problem rzeczywisty bliski problemowi dwuciatowe-
mu, elektrony w atomie dziataja na siebie sitami podobnymi jak sity oddziatywania z
jadrem. Np. w helu, przy tej samej odleglosci, sita miedzy elektronem a jadrem jest
tylko dwa razy mniejsza od sity oddziatywania z drugim elektronem. Juz w atomie he-
lu nic nie jest proste. Ale przyroda dostarczyta atom wodoru. Idealny materiat do za-
gadnienia dwoch ciat. Jesli chodzi o wptyw ruchu centrum (teraz jadra atomowego), to
podobnie jak w astronomii Uktadu Stonecznego, masa zredukowana jest bardzo bliska

masie elektronu.

! Gdyby masy bezwladna i wazka byty odréznialne, powiedzieliby$my, ze w procesie redukcji mase wazka po-
zostawiamy bez zmiany (tak jak tadunek elektryczny, o czym za chwile), a na masg zredukowana zamieniamy
tylko masg ,,bezwtadng”. To nie Zaden dogmat, czy zasada, a jedynie stwierdzenie tego, jakie operacje matema-
tyczne dokonali$§my, by uprosci¢ wyj$ciowe rownania.



Najistotniejszy wynik dla atomu wodoru (Z = 1), lub wodoropodobnego, np. jedno-
krotnie zjonizowany atom helu (Z = 2), itp., rzutujacy na jego poziomy energetyczne
po uwzglednieniu zasad kwantowych, ma zwiazek energii atomu z okresem obiegu.
Otrzymalismy:

m = Ze’
21EP 4me,

T =T1K

Wiedziony genialng intuicja Bohr, wyprowadzit z tego wzér na poziomy energe-
tyczne. Z zalozenia, miat to by¢ wzér poprawny przynajmniej dla wysokich pozio-
moéw, w praktyce okazat si¢ (nie méwiac o poprawkach relatywistycznych) catkiem
Scisty, tzn. identyczny z wynikiem dawanym potem przez nierelatywistyczne rowna-
nie mechaniki kwantowej, rtownanie Schroedingera:

mK’ 1
C(hi2m)?® 2w’

Oczywiscie, przez masg¢ m nalezy rozumie¢ mas¢ zredukowang elektronu 1 jadra, a
nie masg elektronu. Zatem:
m,x’ 1
" (h2m)PA+m, /M) 2n°

M ,m m

e __ e

M, +m, _1+me/MJ

gdyz u=

Istotnie, zwigkszajac czulo$¢ obserwacji widm, zaobserwowano, ze kazdej linii
widmowej wodoru, wczesniej zaobserwowanej, towarzyszy staba linia o dlugosci fali

1+1/2000

rzesunietej o czynnik = 1,00025 = ,
P ey 0 czy 1+1/4000

co odpowiada stosunkowi mas zredu-

kowanych w lekkim wodoru, i w deuterze. Tak odkryto izotopy. Przy okazji wyja-
$niono tez, dlaczego w widmie wodoropodobnym jednokrotnie zjonizowanego helu,
linie odpowiadajace przejsciom miedzy parzystymi liczbami kwantowymi, odpowia-
daly niemal S$cisle liniom wodoru, ale wiasnie ,,niemal” gdyz réznity si¢ czynnikiem

_1+1/2000
~ 1+1/8000



