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Wykład 20 
 

Zagadnienie wielu ciał. 

 

Specyficzne własno�ci �rodka masy i sił wzajemnych centralnych, pozwalaj� na 

udowodnienie dwóch u�ytecznych twierdze� dla układu punktów materialnych pod-

danych działaniu sił zewn�trznych i wewn�trznych. W problemie tzw. dwóch ciał, 

rozpatrzonym na poprzednim wykładzie, jedynymi siłami były siły wewn�trzne. 

Je�li punktów jest wiele, N, a ponadto działaj� siły zewn�trzne, równania Newtona 

zapiszemy tak: 
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���   dla i = 1,2,3....,N. 

Siła iF
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, to siła zewn�trzna działaj�ca na ciało o numerze i, a siła ijF
�

, to siła wewn�trz-

na, działaj�ca na ciało o numerze i ze strony ciała o numerze nale��cego do rozpatry-

wanego układu. O siłach zewn�trznych nie zakładamy nic szczególnego, siły we-

wn�trzne spełniaj�, z zało�enia, „prawo akcji i reakcji”: 
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Zakładamy ponadto centralno�� sił wewnetrznych: 
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Przy tych zało�eniach sumujemy wszystkie równania Newtona: 
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Z definicji �rodka masy: 
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gdzie oznaczyli�my przez M mas� całkowit� układu, wynika, �e  
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W podwójnej sumie, oprócz składnika, np. 12F
�

, który pojawił si�, w równaniu ciała 

pierwszego (obok N − 2 pozostałych sił) wyst�pi te�, z konieczno�ci, składnik 21F
�

po-

jawiaj�cy si� w równaniu ciała 2 (tez obok N − 2 innych składników). W sumie pra-

wych stron wszystkich równa�, takie pary unicestwiaj� si� wzajemnie. 

Ostatecznie  
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�rodek masy ciała porusza si� tak, jak punkt materialny o masie M, pod dzia-

łaniem siły, b�d�cej sum� wszystkich sił działaj�cych na to ciało. 

Powy�sze twierdzenie wyja�nia, dlaczego ruchy odpowiednio małych ciał (albo ru-

chy post�powe ciał dowolnych rozmiarów) traktujemy w mechanice identycznie jak 

ruchy punktów materialnych. Przecie� nawet „małe” ciała – rozmaite klocki, czy kulki 

składaj� si� z bilionów bilionów atomów, a przykładane siły, a to działaj� na wszyst-

kie składniki (grawitacja), a to na mały wybrany obszar powierzchni, gdzie przyspa-

wany jest haczyk, a to na cał� powierzchni� (jak siły elektryczne na naładowany 

przewodnik). 

Dla ruchu �rodka kuleczki liczy si� tylko suma sił. 

�adne punkty przyło�enia si� tu nie licz�!!! 

Tzw. „punkt przyło�enia”, jaki� wymysł niedowarzonych dydaktyków nie jest isto-

t� wektora. Tak jak nie jest istot� pieni�dza, kto go dostał! (Cho� i to jest wa�na in-

formacja!).  

W przypadku niewyst�powania sił zewn�trznych, powy�sze twierdzenie redukuje 

si� do stwierdzenia, i� �rodek masy porusza si� ruchem jednostajnym prostoliniowym. 

Oznacza to istnienie dwóch wektorowych praw zachowania! Prawa te to: 
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W szczególno�ci, je�li układ ma p�d zero, to poło�enia jego �rodka masy jest stałe, i 

nie mo�na bo zmieni� �adnymi działaniami wewn�trznymi. (Baron Münchausen mógł 

wyci�gn�� si� z bagna za własne włosy, jedynie w literaturze).  

Drugie wa�ne i ogólne twierdzenie wynikaj�ce z zało�onych własno�ci sił we-

wn�trznych, to prawo zmian całkowitego momentu p�du.  

Tym razem, przed wysumowaniem, mno�ymy stronami równania Newtona wekto-

rowo przez wektory wodz�ce: 
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Lew� stron� mo�na zast�pi� przez 
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gdy�: 
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 (wektory równoległe daj� iloczyn wektorowy zero). 

Otrzymujemy: 
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W podwójnej sumie, obok ka�dego członu o ustalonych warto�ciach i i j, np. 1 i 2 

wyst�pi dokładnie jeden raz człon z indeksami zamienionymi 2 i 1. Ich suma: 
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wynosi zero, bo siła 12F
�

 jest równoległa do wektora 12r
�

. W ten sposób, parami, 

wkłady od sił wewn�trznych do zmian momentu p�du całkowitego si� znosz�. Zostaje 

tylko wkład sił zewn�trznych. 

Oznaczaj�c całkowity moment p�du układu liter� J, a całkowity moment sił ze-

wn�trznych liter� N: 
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dostajemy pi�kne, wa�ne i u�yteczne prawo: 
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Prawo powy�sze jest szczególnie cenne w przypadku układu punktów materialnych, 

których potencjały sił wewn�trznych maj� gł�bokie minima wyznaczaj�ce, praktycz-

nie niezmienne odległo�ci miedzy wszystkimi składnikami. 

O układzie takim mówimy jako o bryle sztywnej. �eby mówi� jak bryła si� poru-

sza, trzeba najpierw zrozumie�, jakie wielko�ci opisuj� kompletnie poło�enie takiej 

bryły.  

Warto wyró�ni� dwa przypadki: 

• brył� swobodn�  

• brył� z unieruchomionym jednym punktem. 

W tym drugim przypadku „poło�enie” bryły, czy mo�e lepiej powiedzie�, jej konfigura-

cj�, mo�na opisywa� wybieraj�c najpierw w bryle trzy prostopadłe osi (wychodz�ce z punktu 

zamocowania), a potem zastanawiaj�c si� ile i jakich liczb trzeba poda�, by poło�enie tych osi 

w przestrzeni opisa�.  
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Okazuje si�, �e trzeba trzy liczby. Mo�na to łatwo uzasadni�. O� z-ów zwi�zana z brył� 

mo�e przyj�� dowolny kierunek. Ten okre�la si� tak, jak w geografii lub astronomii: dwa k�ty 

długo�� i szeroko�� geograficzna, albo azymut i wysoko��. Gdy o� z-ów jest opisana, brył� 

mo�na jeszcze obraca� wokół tej osi o dowolny k�t. Mo�na go okre�li� jako k�t mi�dzy osi� y 

a kraw�dzi� przeci�cia płaszczyzny x,y bryły a płaszczyzn� xy ustalonego układu inercjalne-

go. Kraw�d� ta, w ró�nych kontekstach nazywa si� lini� w�złów. Np. płaszczyzna Równika 

przecina płaszczyzn� Ekliptyki od punktu równonocy wiosennej do jesiennej. 

Wektorowe prawo zmian momentu p�du jest akurat wystarczaj�ce, by pełni� rol� trzech 

równa� drugiego rz�du dla wyznaczenia (po podaniu warunków pocz�tkowych) kompletnego 

opisu orientacji bryły w dowolnej chwili pó�niejszej. Prawo zmian p�du nie jest potrzebne do 

wyznaczenia ruchu. Gdy punkt zamocowania nie pokrywa si� ze �rodkiem masy, ten w czasie 

obrotu wiruje tak, jak równania dla obrotów mu to wyznaczyły. Prawo zmian p�du, pozwala 

w tym wypadku wyznaczy� (przez odj�cie sił przyło�onych od iloczynu masy i przyspiesze-

nia) sił� reakcji tej mechanicznej konstrukcji unieruchamiaj�cej wybrany punkt. 

W przypadku bryły swobodnej, osi układu zwi�zanego z brył� lokujemy zawsze w �rodku 

masy. Znaj�c sum� sił zewn�trznych (o ile one wyst�puj�) wyznaczamy ruch �rodka masy, a 

nast�pnie wprowadzamy układ (nieinercjalny) zwi�zany ze �rodkiem masy. 

W układzie tym pojawi� si� wprawdzie siły bezwładno�ci, ale moment sił bezwładno�ci 

wzgl�dem �rodka masy jest równy zero! ( 0  
�������

×=×=×−= �� aMrmaamrN
i

ii
i

ii , gdy� 

wektor �rodka masy w układzie �rodka masy jest 0. Jest to przecie� wektor wodz�cy pocz�tku 

układu!). Dlatego problem sprowadza si� do poprzedniego, jakby z unieruchomionym �rod-

kiem masy. 

Du�o prostszy od ruchu jest problem wyznaczenia równowagi bryły. Sprawa jest oczywi-

sta. W równowadze moment p�du jest zero. W równowadze p�d jest zero. 

Warunkiem równowagi bryły sztywnej jest znikanie sumy sił przyło�onych i sumy 

momentów sił przyło�onych. 

Tu si� wyja�nia, dlaczego w szeregu podr�czników wprowadza si� jakie� reguły przesu-

wania punktów zaczepienia, etc. Chodzi o zast�powanie sił przyło�onych do pewnych punk-

tów, siłami przyło�onymi do innych punktów tej samej bryły sztywnej tak, by ta nowa siła 

dawała ten sam wkład do całkowitej siły i do całkowitego momentu. Wtedy z punktu wi-

dzenia zapewnienia równowagi takie zast�pstwo jest dopuszczalne. Gdy bryła nie jest sztyw-

na, takie „zast�pstwo” mo�e by� nonsensem. Aby zachowa� równowag�, siadamy na krze�le. 

Działaj� na nas ze strony krzesła siły rozło�one na sporej powierzchni, b�d�ce w równowadze 
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z siłami ci��ko�ci. Matematycznie mo�na policzy� gdzie przyło�y� i jaka siła jest niby po-

trzebna, dla zast�pienia stołka stercz�c� szpil� na której powinni�my usi���. Zgodzimy si�? 

 

Na razie w prawie zmian momentu p�du wyst�puje mnóstwo poło�e� wszystkich punk-

tów. Je�li to bryła jednego mola materii, to atomów jest prawie bilion bilionów! 

Droga do trzech niezb�dnych wielko�ci jest dosy� długa. B�dziecie mieli czas j� pozna� 

na mechanice teoretycznej. Tutaj pokrótce omówimy niesko�czenie prostszy przypadek ob-

rotów wokół jednej ustalonej osi. 

Orientacj� bryły okre�la w tym wypadku jeden k�t. Łatwo jest uzyska� zwi�zek szybko�ci 

zmian tego k�ta z jedn� składow� momentu p�du, a to ju� wystarczy do wyznaczenia ruchu 

obrotowego.Wszystkie punkty bryły obracaj� si� w płaszczyznach prostopadłych do osi obro-

tu, któr� uto�samiamy z osi� z. Sytuacje t� ju� rozpatrywali�my przy okazji siły Coriolisa. 

Opisuje j� wektor pr�dko�ci k�towej skierowany wzdłu� osi obrotu. Pr�dko�� ka�dego punktu 

bryły o wektorze wodz�cym ir
�

dana jest iloczynem wektorowym: 

ii rr
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Moment p�du, z definicji: 
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ma, jak widzimy, w ogólno�ci, trzy składowe. Moment p�du nie jest, na ogół równole-

gły do pr�dko�ci k�towej. To jeden z powodów komplikacji sytuacji ogólnej. 

Zauwa�my, �e obracaj�c brył� zmieniamy moment p�du, nawet, gdy obrót jest jednostaj-

ny! Jest to spowodowane tym, �e sumy: �� iiiiii yzmxzm oraz , o ile nie s� stale równe zero, 

zmieniaj� si� na ogół wraz z obrotem, bo zmieniaj� si� w przestrzeni współrz�dne punktów 

bryły xi i yi. Zmiany składowych x-owych i y-kowych momentu p�du wymagaj� momentu 

siły. W razie potrzeby dostarczy ich sztywno�� zamocowania wymuszaj�ca, zgodnie z zało-

�eniem, ruch tylko wokół zadanej osi. Ło�yska ci��ko pracuj�. Dlatego, gdy obracaj�ca si� 

cz��� maszyny jest �le wywa�ona, mog� powsta� du�e siły niszcz�ce. Oczywi�cie owo dobre 

wywa�enie polega na zadbaniu, by sumy �� iiiiii yzmxzm oraz były równe zeru. Tak zaw-
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sze b�dzie, gdy o� z pokrywa� si� b�dzie z osi� symetrii bryły, cho� nie jest to warunek ko-

nieczny1. 

 Jedynie )( 22
iii yxm +� jest inwariantem obrotu wokół osi z. Wielko�� t� nazywa si� 

momentem bezwładno�ci (w płaszczy�nie x,y, czyli wokół osi z).  

)( 22
iii yxmB +=� . 

Mamy ostatecznie: 

ω= BJ z  

Je�li okre�limy k�t obrotu, mierzony od wybranego poło�enia, to: 

ϕ= �BJ z  

Je�li znamy zale�no�� momentu siły od k�ta, mamy równanie ruchu: 

)(ϕ=ϕ= zz NBJ ���  

Wiruj�ca bryła ma energi� kinetyczn� zale�n� od pr�dko�ci k�towej. Dla rozpatrywanego 

przypadku ruchu wokół ustalonej osi, energie t� łatwo wyrazi� przez ten sam moment bez-

władno�ci, przez który przed chwil� wyrazili�my moment p�du: 

222222
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Przej�cie od kwadratu iloczynu wektorowego: 2)( ir
�� ×ω do )( 222

ii yx +ω  mo�na uzasad-

ni� na ró�ne oczywiste sposoby. Np.:  
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Cz�sto mówi si� o analogii prawa ruchu post�powego i obrotowego wymieniaj�c: 

Odpowiednikiem poło�enia jest k�t. Pr�dko�ci, pr�dko�� k�towa. Masy, moment bez-

władno�ci. Przyspieszenia, przyspieszenie k�towe. Siły, moment siły. Odpowiednikiem prawa 

zachowania p�du, prawo zachowania momentu p�du. Odpowiednikiem wzoru mv2/2 

wzór 2/2ωB . Du�o jest w tym prawdy! 

Ale jest jedna subtelna ró�nica!! 

W ruchu post�powym jest jeszcze prawo zachowania poło�enia pocz�tkowego �rodka 

masy. Niektórzy myl� to z prawem zachowania p�du. My�l�, �e to jest tego konsekwencja. 

Je�eli b�d� chodził wzdłu� łódki, do przodu i do tyłu. Tak�e po łuku od rufy do dzioba, 

�rodek łódki b�dzie si� przemieszczał, a (abstrakcyjny �rodek masy b�dzie stał). Je�li jednak 

po serii przemieszcze� wróc� na stare miejsce na łódce, �rodek łódki te� wróci na swoje 

                                                 
1 W warsztacie samochodowym nie próbuje si� idealnie „doklepa�” felg, czy podci�� gum� opon, by nada� im 
kształt idealnie kolisty, a raczej odpowiednio dobra� małe, ołowiane ci��arki przymocowywane do koła. 
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miejsce. Przecie�, gdyby si� przemie�cił, to i ja razem z nim i �rodek ci��ko�ci te�. A to nie-

mo�liwe. 

A teraz sta�my na mog�cej obraca� si� płycie. Idziemy troch� po obwodzie w prawo, pły-

ta pod nogami w lewo. My do tyłu, płyta do przodu. Wrócimy na swoje miejsce na płycie, 

płyta wróci na swoje miejsce. Wynika to rzeczywi�cie z prawa zachowania momentu p�du. 

Argument jest prosty. Gdy nadali�my sobie pr�dko�� po obwodzie równ� v wzgl�dem Ziemi, 

to płyta zyskała pr�dko�� przeciwn� tak�, by nasze momenty p�du si� zniosły: 

nasza
tarcz mRv
R

v
B y −= . Jakkolwiek zmienia si� pr�dko�� w czasie, k�ty przebyte przeze 

mnie i przez płyt�, przy takim chodzeniu, s� w stałej proporcji. Gdy wróc�, wróci i płyta do 

swojego poło�enia. Podobny argument stosowałby si� i do łódki, tyle, �e tam proporcja pr�d-

ko�ci okre�lona by była przez masy: łódki i moj�. 

 Ale zróbmy płycie psikusa. Idziemy i nie wracamy, a zataczamy całe koło wzgl�dem 

płyty, (ale niepełne wzgl�dem Ziemi, bo płyta od drugiej strony wyszła nam na spotkanie), 

wracaj�c do pierwotnego punktu płyty i si� zatrzymujemy. Płyta tez si� zatrzymuje. Prawo 

zachowania momentu p�du działa. Ale płyta (i my z ni�) jeste�my obróceni w przestrzeni. 

Troch� jak ten Münchausen. 

Mo�emy te� pój�� kawałek po łuku do przodu. Płyta do tyłu. My po promieniu do �rodka 

płyty, a płyta stoi. Potem znów po promieniu do starego miejsca. A płyta stoi. I razem z płyt� 

jeste�my obróceni do tyłu! 

Prawo zachowania poło�enia �rodka masy, cho� spokrewnione z prawem zachowania p�-

du, jest od niego odr�bne. Prawo zachowania momentu p�du nie ma takiego „spokrewnione-

go” ze sob� dalszego prawa. Gdyby miało, to razem z prawami zachowania energii i p�du 

mieliby�my takich uniwersalnych praw zachowania dla układu odosobnionego 13. Brzydka 

liczba! Gdyby prawa zachowania �rodka masy nie było, mieliby�my takich praw 7. Te� liczba 

podejrzana! W rzeczywisto�ci jest ich 10. 

Mówi�c bardziej serio, liczba 10 to liczba niezale�nych parametrów okre�laj�cych wybór 

inercjalnego układu odniesienia (4 współrz�dne zdarzenia gdzie lokujemy pocz�tek, 3 para-

metry orientacji osi i 3 składowe wektora pr�dko�ci). Zmiana układu (dozwolona przecie�, 

bez �adnych konsekwencji) to jest symetria. A z ka�da symetri� wi��e si� prawo zachowania, 

(co w skromnym zakresie zaobserwowali�my).  

A wi�c prawo zachowania poło�enia �rodka masy musi istnie� dodatkowo oprócz ener-

gii, p�du i momentu p�du. I nie mo�e ju� by� innego o tym charakterze. (Mog� by�, i s�, inne 

prawa zachowania, niezwi�zane ju� jednak z symetri� czterowymiarowej czasoprzestrzeni). 
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Kot mo�e obróci� si� w cało�ci, by spa�� na cztery łapy działaj�c tylko siłami we-

wn�trznymi. 

To, �e „po drodze” musi si� wygina�, to inna sprawa. Baron Münchausen te� mógłby 

próbowa� si� wygina�, a nic mu nie pomo�e. By analogia była pełniejsza, powinni�my raczej 

poło�y� barona, czy postawi�, na idealnym lodzie i kaza� mu si� przesun�� o par� metrów. 

Nie da rady! Oczywi�cie obróci� si� mo�e! Wystarczy, �e zacznie kr�ci� r�k� „młynka” po-

nad głow�. Całe ciało tez zacznie si� obraca�, cho� powoli. Przerwie, gdy uzyska orientacj�, 

jak� sobie zaplanował. 


