Wyktad 20

Zagadnienie wielu ciat.

Specyficzne wiasnosci Srodka masy 1 sit wzajemnych centralnych, pozwalaja na
udowodnienie dwdch uzytecznych twierdzen dla uktadu punktéw materialnych pod-
danych dziataniu sit zewnetrznych i wewnetrznych. W problemie tzw. dwoch cial,
rozpatrzonym na poprzednim wyktadzie, jedynymi sitami byty sity wewnetrzne.

Jesli punktow jest wiele, N, a ponadto dzialtaja sity zewngtrzne, rOwnania Newtona

zapiszemy tak:

m;. =F,+ > F, dlai=123...N.
J

Sita F, to sita zewngtrzna dziatajaca na ciato o numerze i, a sita F;, to sita wewnetrz-

na, dziatajaca na ciato o numerze i ze strony ciala o numerze nalezacego do rozpatry-
wanego uktadu. O sitach zewngtrznych nie zaktadamy nic szczegdlnego, silty we-

wnetrzne spelniaja, z zalozenia, ,,prawo akcji i reakcji”:

Fy ==F.
Zaktadamy ponadto centralnos¢ sit wewnetrznych:
Fij I (Z - 7})
Przy tych zatozeniach sumujemy wszystkie r6wnania Newtona:
Z mr; :Z F + Z F;
1 1 Jol
Z definicji srodka masy:
Zmlfi = éZm, = MR
gdzie oznaczyliSmy przez M masg catkowita uktadu, wynika, ze

Zmlﬁ =M§

W podwdjnej sumie, oprocz sktadnika, np. ﬁlz, ktoéry pojawit si¢, w rOwnaniu ciata
pierwszego (obok N — 2 pozostatych sit) wystapi tez, z koniecznosci, sktadnik 1321 po-

jawiajacy si¢ w rOwnaniu ciata 2 (tez obok N — 2 innych sktadnikéw). W sumie pra-
wych stron wszystkich réwnan, takie pary unicestwiaja si¢ wzajemnie.

Ostatecznie



MR=YF,

Srodek masy ciala porusza sie tak, jak punkt materialny o masie M, pod dzia-

laniem sily, bedacej suma wszystkich sil dzialajacych na to cialo.

Powyzsze twierdzenie wyjasnia, dlaczego ruchy odpowiednio matych ciat (albo ru-
chy postgpowe cial dowolnych rozmiaréw) traktujemy w mechanice identycznie jak
ruchy punktéw materialnych. Przeciez nawet ,,mate” ciata — rozmaite klocki, czy kulki
sktadaja si¢ z bilionéw biliondw atomdéw, a przyktadane sily, a to dzialaja na wszyst-
kie sktadniki (grawitacja), a to na maty wybrany obszar powierzchni, gdzie przyspa-
wany jest haczyk, a to na cala powierzchni¢ (jak sily elektryczne na natadowany
przewodnik).

Dla ruchu $rodka kuleczki liczy si¢ tylko suma sit.

Zadne punkty przylozenia sig¢ tu nie licza!!!

Tzw. ,,punkt przylozenia”, jaki§ wymysl niedowarzonych dydaktykéw nie jest isto-
ta wektora. Tak jak nie jest istota pieniadza, kto go dostat! (Cho¢ i to jest wazna in-
formacja!).

W przypadku niewystgpowania sil zewnetrznych, powyzsze twierdzenie redukuje
sig¢ do stwierdzenia, iz Srodek masy porusza si¢ ruchem jednostajnym prostoliniowym.

Oznacza to istnienie dwoch wektorowych praw zachowania! Prawa te to:

Zmlf = P = constans

l

1 - 1 L =
— Y m.r—t— Y m.r. = R, = constans
M lz i M Z it 0

W szczegoblnosci, jesli uktad ma ped zero, to potozenia jego Srodka masy jest state, i
nie mozna bo zmieni¢ zadnymi dziataniami wewngtrznymi. (Baron Miinchausen mogt
wyciagnac si¢ z bagna za wlasne wlosy, jedynie w literaturze).

Drugie wazne i1 ogdlne twierdzenie wynikajace z zalozonych wilasnosci sit we-
wngetrznych, to prawo zmian catkowitego momentu pedu.

Tym razem, przed wysumowaniem, mnozymy stronami réwnania Newtona wekto-

rowo przez wektory wodzace:
Fxmt, =T, X F, + ) 1, xF,
j
Lewa stron¢ mozna zastapic przez

a Xm;r; ,




—7. Xm, '; = 'l. Xmr + 7. X ml.? (wektory rownolegte daja iloczyn wektorowy zero).

Otrzymujemy:

d - S I I

PONELUEDNASIRDNASS
i i ij

W podwdinej sumie, obok kazdego cztonu o ustalonych wartosciach i i j, np. 112

wystapi doktadnie jeden raz czton z indeksami zamienionymi 2 i 1. Ich suma:
FXF,+7,XF, =i XF,—F,xF,=(F -F)XF,=F,xF, =0
wynosi zero, bo sita 1312 jest rownolegla do wektora 7,,. W ten sposéb, parami,
wktady od sit wewnetrznych do zmian momentu pedu catkowitego si¢ znosza. Zostaje
tylko wktad sit zewngtrznych.

Oznaczajac catkowity moment pgdu uktadu litera J, a calkowity moment sit ze-

wnetrznych literg N:
F=Yixmi  N=YixF

dostajemy pigkne, wazne i uzyteczne prawo:
SI-N.

Prawo powyzsze jest szczeg6lnie cenne w przypadku uktadu punktéw materialnych,
ktérych potencjaty sit wewngtrznych maja gigbokie minima wyznaczajace, praktycz-
nie niezmienne odleglosci miedzy wszystkimi sktadnikami.

O uktadzie takim méwimy jako o bryle sztywnej. Zeby méwié jak bryta sie poru-
sza, trzeba najpierw zrozumie¢, jakie wielkosci opisuja kompletnie potozenie takiej
bryty.

Warto wyr6zni¢ dwa przypadki:

® brylg swobodna
® bryl¢ z unieruchomionym jednym punktem.
W tym drugim przypadku ,,potozenie” bryly, czy moze lepiej powiedziec¢, jej konfigura-
cje, mozna opisywacé wybierajac najpierw w bryle trzy prostopadle osi (wychodzace z punktu
zamocowania), a potem zastanawiajac si¢ ile i jakich liczb trzeba podaé, by potozenie tych osi

w przestrzeni opisac.



Okazuje sig, ze trzeba trzy liczby. Mozna to tatwo uzasadni¢. O$§ z-6w zwiazana z bryla
moze przyja¢ dowolny kierunek. Ten okresla si¢ tak, jak w geografii lub astronomii: dwa katy
dtugos¢ i szerokos$¢ geograficzna, albo azymut i wysokos¢. Gdy o$ z-6w jest opisana, bryte
mozna jeszcze obraca¢ wokot tej osi o dowolny kat. Mozna go okresli¢ jako kat migdzy osia y
a krawedzia przecigcia ptaszczyzny x,y bryly a ptaszczyzna xy ustalonego uktadu inercjalne-
go. Krawedz ta, w ré6znych kontekstach nazywa si¢ linia wgztow. Np. ptaszczyzna Roéwnika
przecina ptaszczyzne Ekliptyki od punktu réwnonocy wiosennej do jesienne;j.

Wektorowe prawo zmian momentu pedu jest akurat wystarczajace, by pehic¢ role trzech
rownan drugiego rz¢du dla wyznaczenia (po podaniu warunkéw poczatkowych) kompletnego
opisu orientacji bryly w dowolnej chwili p6zniejszej. Prawo zmian pgdu nie jest potrzebne do
wyznaczenia ruchu. Gdy punkt zamocowania nie pokrywa si¢ ze srodkiem masy, ten w czasie
obrotu wiruje tak, jak réwnania dla obrotéw mu to wyznaczyty. Prawo zmian p¢du, pozwala
w tym wypadku wyznaczy¢ (przez odjgcie sit przylozonych od iloczynu masy i przyspiesze-
nia) sile reakcji tej mechanicznej konstrukcji unieruchamiajacej wybrany punkt.

W przypadku bryly swobodnej, osi uktadu zwiazanego z bryta lokujemy zawsze w §rodku
masy. Znajac sumg sil zewnetrznych (o ile one wystepuja) wyznaczamy ruch srodka masy, a
nastgpnie wprowadzamy uklad (nieinercjalny) zwiazany ze srodkiem masy.

W uktadzie tym pojawia si¢ wprawdzie sity bezwladnosci, ale moment sit bezwtadnosci

wzglgdem Srodka masy jest réwny zero! ( Nz—ZFimezémeiFi =Max0, gdyz

wektor srodka masy w uktadzie srodka masy jest 0. Jest to przeciez wektor wodzacy poczatku
uktadu!). Dlatego problem sprowadza si¢ do poprzedniego, jakby z unieruchomionym S$rod-
kiem masy.

Duzo prostszy od ruchu jest problem wyznaczenia rownowagi bryty. Sprawa jest oczywi-

sta. W réwnowadze moment pedu jest zero. W rownowadze ped jest zero.

Warunkiem réwnowagi bryly sztywnej jest znikanie sumy sit przylozonych i sumy

momentow sit przylozonych.

Tu si¢ wyjasnia, dlaczego w szeregu podrecznikéw wprowadza si¢ jakie$ reguly przesu-
wania punktow zaczepienia, etc. Chodzi o zastgpowanie sit przylozonych do pewnych punk-
téw, sitami przytozonymi do innych punktéw tej samej bryty sztywnej tak, by ta nowa sita
dawata ten sam wklad do catkowitej sily i do calkowitego momentu. Wtedy z punktu wi-
dzenia zapewnienia rownowagi takie zastgpstwo jest dopuszczalne. Gdy bryla nie jest sztyw-
na, takie ,,zastgpstwo” moze by¢ nonsensem. Aby zachowaé¢ réwnowagg, siadamy na krzesle.

Dzialaja na nas ze strony krzesta sity roztozone na sporej powierzchni, bedace w réwnowadze




z sitami cig¢zkosci. Matematycznie mozna policzy¢ gdzie przylozy¢ i jaka sila jest niby po-

trzebna, dla zastapienia stotka sterczaca szpila na ktérej powinnismy usias¢. Zgodzimy sig?

Na razie w prawie zmian momentu pgdu wystepuje mnéstwo potozen wszystkich punk-
téw. Jesli to bryla jednego mola materii, to atoméw jest prawie bilion bilionéw!

Droga do trzech niezbgdnych wielkosci jest dosy¢ dtuga. Bedziecie mieli czas ja poznac
na mechanice teoretycznej. Tutaj pokrétce oméwimy nieskonczenie prostszy przypadek ob-
rotéw wokot jednej ustalonej osi.

Orientacjg bryty okresla w tym wypadku jeden kat. Latwo jest uzyskac zwiazek szybkosci
zmian tego kata z jedna skladowa momentu pedu, a to juz wystarczy do wyznaczenia ruchu
obrotowego.Wszystkie punkty bryly obracaja si¢ w ptaszczyznach prostopadtych do osi obro-
tu, ktéra utozsamiamy z osia z. Sytuacje t¢ juz rozpatrywaliSmy przy okazji sity Coriolisa.
Opisuje ja wektor predkosci katowej skierowany wzdtuz osi obrotu. Pregdkos$¢ kazdego punktu

bryty o wektorze wodzacym 7, dana jest iloczynem wektorowym:

!

=N

. =X

i

Moment pedu, z definicji:

J= ZZ Xmi’éi ZZmi} X(OXT;) = G)Zmz’jz T —zm,ﬁ@ﬁ) =
= G)th’jz T '_wzmizi?i = (_(Dzmizi'xi’_mzmiziyi’wzm[(xiz + y;z))

ma, jak widzimy, w 0g6lnosci, trzy sktadowe. Moment pedu nie jest, na ogét rownole-
gly do predkosci katowej. To jeden z powodéw komplikacji sytuacji ogélne;.
Zauwazmy, ze obracajac bryl¢ zmieniamy moment pgdu, nawet, gdy obroét jest jednostaj-

ny! Jest to spowodowane tym, ze sumy: Zmizixi orazz m.z,;y, , o ile nie s stale rOwne zero,

zmieniaja si¢ na ogoél wraz z obrotem, bo zmieniaja si¢ w przestrzeni wspéirzedne punktow
bryty x; i y;. Zmiany sktadowych x-owych i y-kowych momentu pgdu wymagaja momentu
sity. W razie potrzeby dostarczy ich sztywno$¢ zamocowania wymuszajaca, zgodnie z zato-
zeniem, ruch tylko wokoét zadanej osi. Lozyska cigzko pracuja. Dlatego, gdy obracajaca sig

czgS¢ maszyny jest zle wywazona, moga powsta¢ duze sity niszczace. Oczywiscie owo dobre

wywazenie polega na zadbaniu, by sumy Zmizixi orazz m,z,;y,; byly rowne zeru. Tak zaw-



sze bedzie, gdy o$ z pokrywac si¢ bgdzie z osig symetrii bryty, cho¢ nie jest to warunek ko-
niecznyl.

Jedynie Zm[ (xi2 + yl.z) jest inwariantem obrotu wokoét osi z. Wielko$¢ t¢ nazywa si¢
momentem bezwtadnosci (w ptaszczyznie x,y, czyli wokoét osi z).

B= Z:mi()ci2 + yiz).

Mamy ostatecznie:

J.=B®

Jesli okreslimy kat obrotu, mierzony od wybranego potozenia, to:

J,=B¢

Jesli znamy zalezno$¢ momentu sity od kata, mamy réwnanie ruchu:

J.=B§=N_(¢)

Wirujaca bryta ma energi¢ kinetyczna zalezng od predkosci katowej. Dla rozpatrywanego
przypadku ruchu wokét ustalonej osi, energie t¢ tatwo wyrazi¢ przez ten sam moment bez-

wtadnosci, przez ktéry przed chwila wyraziliSmy moment pedu:

T =2 mi’ =%Zm,~<6oxf,~>2 =l mt vy = Bo?

1
2 2 2

Przejscie od kwadratu iloczynu wektorowego: (®x7)*do @’ (xl.2 + yiz) mozna uzasad-
ni¢ na rézne oczywiste sposoby. Np.:

(OXF)? = (0k X(zk +xi + ) = 0> (xk Xi + ykx [)> = 0> (] — yi)? = 0’ (x> + y?)

Czgsto mowi si¢ o analogii prawa ruchu postgpowego i obrotowego wymieniajac:

Odpowiednikiem potozenia jest kat. Prgdkosci, predkos¢ katowa. Masy, moment bez-
wtadnosci. Przyspieszenia, przyspieszenie katowe. Sity, moment sity. Odpowiednikiem prawa
zachowania pedu, prawo zachowania momentu pedu. Odpowiednikiem wzoru mv*/2
wz6r Bo® /2. Duzo jest w tym prawdy!

Ale jest jedna subtelna réznica!!

W ruchu postgpowym jest jeszcze prawo zachowania potozenia poczatkowego srodka
masy. Niektérzy myla to z prawem zachowania pedu. Mysla, ze to jest tego konsekwencja.

Jezeli bede chodzit wzdtuz t6dki, do przodu i do tytu. Takze po tuku od rufy do dzioba,
srodek 16dki bedzie si¢ przemieszczal, a (abstrakcyjny srodek masy bedzie stal). Jesli jednak

po serii przemieszczen wrdéce na stare miejsce na tédce, srodek todki tez wréci na swoje

' W warsztacie samochodowym nie prébuije si¢ idealnie ,,doklepa¢” felg, czy podcia¢ gume opon, by nada¢ im
ksztalt idealnie kolisty, a raczej odpowiednio dobra¢ mate, olowiane cig¢zarki przymocowywane do kota.



miejsce. Przeciez, gdyby si¢ przemiescil, to 1 ja razem z nim i Srodek cigzkosci tez. A to nie-
mozliwe.

A teraz stanmy na mogacej obracac si¢ ptycie. Idziemy troch¢ po obwodzie w prawo, pty-
ta pod nogami w lewo. My do tylu, ptyta do przodu. Wrécimy na swoje miejsce na ptycie,
plyta wréci na swoje miejsce. Wynika to rzeczywiscie z prawa zachowania momentu pedu.
Argument jest prosty. Gdy nadaliSmy sobie predkos¢ po obwodzie réwna v wzgledem Ziemi,

to ptyta zyskata predkos$¢ przeciwna taka, by nasze momenty pedu si¢ zniosty:

nasza

B [HII;Z‘V =-mRyv__ . Jakkolwiek zmienia si¢ predko$¢ w czasie, katy przebyte przeze

mnie i przez ptytg, przy takim chodzeniu, sa w statej proporcji. Gdy wrécg, wrdci i ptyta do
swojego potozenia. Podobny argument stosowatby si¢ i do 16dki, tyle, ze tam proporcja pred-
kosci okreslona by byta przez masy: 16dki i moja.

Ale zrébmy ptycie psikusa. Idziemy i nie wracamy, a zataczamy cale kolo wzgledem
plyty, (ale niepetne wzgledem Ziemi, bo ptyta od drugiej strony wyszia nam na spotkanie),
wracajac do pierwotnego punktu ptyty i si¢ zatrzymujemy. Plyta tez si¢ zatrzymuje. Prawo
zachowania momentu pedu dziata. Ale ptyta (i my z nia) jesteSmy obréceni w przestrzeni.
Trochg jak ten Miinchausen.

Mozemy tez pdj$¢ kawatek po tuku do przodu. Ptyta do tytu. My po promieniu do srodka
plyty, a plyta stoi. Potem znéw po promieniu do starego miejsca. A plyta stoi. [ razem z plyta
jestesmy obréceni do tytu!

Prawo zachowania potozenia srodka masy, cho¢ spokrewnione z prawem zachowania pg-
du, jest od niego odrgbne. Prawo zachowania momentu pedu nie ma takiego ,,spokrewnione-
g0” ze soba dalszego prawa. Gdyby mialo, to razem z prawami zachowania energii i pgdu
mieliby$my takich uniwersalnych praw zachowania dla uktadu odosobnionego 13. Brzydka
liczba! Gdyby prawa zachowania $§rodka masy nie byto, mieliby$my takich praw 7. Tez liczba
podejrzana! W rzeczywistosci jest ich 10.

Mowiac bardziej serio, liczba 10 to liczba niezaleznych parametréw okreslajacych wybor
inercjalnego ukladu odniesienia (4 wspoétrzedne zdarzenia gdzie lokujemy poczatek, 3 para-
metry orientacji osi i 3 sktadowe wektora predkosci). Zmiana uktadu (dozwolona przeciez,
bez zadnych konsekwencji) to jest symetria. A z kazda symetria wiaze si¢ prawo zachowania,
(co w skromnym zakresie zaobserwowaliSmy).

A wigc prawo zachowania polozenia $rodka masy musi istnie¢ dodatkowo oprécz ener-
gii, pgdu i momentu pedu. I nie moze juz by¢ innego o tym charakterze. (Moga by¢, i sa, inne

prawa zachowania, niezwiazane juz jednak z symetria czterowymiarowej czasoprzestrzeni).



Kot moze obroci¢ si¢ w calo$ci, by spas¢ na cztery lapy dzialajac tylko sitami we-
wnetrznymi.

To, ze ,,po drodze” musi si¢ wygina¢, to inna sprawa. Baron Miinchausen tez mdgiby
prébowac si¢ wyginaé, a nic mu nie pomoze. By analogia byta pelniejsza, powinniSmy racze;j
polozy¢ barona, czy postawi¢, na idealnym lodzie 1 kaza¢ mu si¢ przesuna¢ o par¢ metrow.
Nie da rady! Oczywiscie obréci¢ si¢ moze! Wystarczy, ze zacznie kreci¢ reka ,,mtynka” po-
nad glowa. Cale cialo tez zacznie si¢ obraca¢, cho¢ powoli. Przerwie, gdy uzyska orientacjg,

jaka sobie zaplanowat.



