Precesja kota rowerowego
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Twierdzenie Steinera

1. - moment bezwfadnos$ci wzgledem
osi rownolegtej do osi z przechodzgcef
przez srodek ciezkosci S
I - moment bezwtadnosci wzgledem
osi rownolegtej do osi przechodzgcej
przez srodek masy i odlegtej od niej o d.

X', X

Dobieramy osie uktadow wsp. tak aby:
X, =x,+d
Vi = Vig» 2 = 2

<
[ - Zmi[(xis + d)2 +yzi] = Z:’/ni[xi2 + 2xisd + d2]2 +yzi) —
=N m (2 +y2)+2dY mx +d>Ym

Z definicji uktadu $rodka masy: > mx, =0
2
Stad: =1 . + WId




Obliczanie momentow bezwtadnosci prostych bryt

 korzystanie z symetrii
» catkowanie
» skalowanie i tw. Steinera

Obrecz o promieniu R i masie m

Moment bezwtadnosci wzgledem osi przechodzacej
przez srodek ciezkosci, prostopadtej do ptaszczyzny
obreczy.

Dzielimy obrecz na kawateczki o masie m;,

1= m(x}+y)=) mR =mR’



Ptaski krazek

Dzielimy krgzek na cienkie obrecze
é O promieniu r i szerokosci ar.

Moment bezwtadnosci takiego pierscienia:

R
dr
ﬂ@ dl =dmr® =2nr mzdrr —2l?rdr
TR R

Sumujgc przyczynki od obreczy dla wszystkich r 0 do R
dostajemy:

1_2”2”’ 3a’r—2n;1(R4 0') = | mR?
R R 2



Moment bezwtadnosci kuli

Dzielimy kule o masie m na cienkie krgzki
O promieniu r i wysokosci dz kazdy.
dm

Masa takiego krgzka

Moment bezwtadnosci krgzka:

ar=L3m iy, 3m
2 4R S8R

Sumujac przyczynki od krgzkéw dla réznych z dostajemy :

(R* —z°)°dz

— 2R’z +z%)dz

3m
R —z")dz=2 —z")'dz =
j( z°)’dz z°)dz 1R
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Moment bezwtadnosci sfery
I :Z:ml.ri2 = Z:ml.(xl.2 +y’) = Zmixf + Z:ml.yl,2

m,  Zsymetrii:

2 2 2
domxi =) myl =) mz

Zatem:
]:Z:ml.xl.2 +Z:ml.yl.2 = izmi(x,-z +¥; +z)

2, 2 2 2
Poniewaz: X; +¥; +z; =R

2 2
I="R*> m = "mR’
3 Z 3

Ten sposob mozna stosowac do obliczania momentow bezwtadnosci innych
bryt, np.. do obliczenia momentu bezwtadnosci krgzka wzgledem osi pokrywajace;j
sie z jego Srednicg, wykorzystujgc fakt, ze znamy moment bezwtadnosci wzgledem

osi prostopadtej do jego powierzchni...



Symetria | skalowanie

Moment bezwtadnosci mozna
§: czesto wyznaczycC postugujac sie
L argumentami skalowania i tw. Steinera

| Obliczmy moment bezwtadnosci
< | > preta o masie m i dtugosci L,
wzgledem osi prostopadtej
przechodzacej przez jego srodek
ciezkosci

Korzystajac z analizy wymiarowej dochodzimy
do wniosku, ze moment ten powinien mie¢ postac:
[ =oml’ a - pewien wspolczynnik bezwymiarowy

Podzielmy w mysli pret na dwie réwne czesci i obliczmy (korzystajac z tw. Steinera)
ich sumaryczny moment bezwtadnosci wzgledem srodka preta:

m( L ? m( L ? mL®> mL’
L =2lo | | + | = +
2\ 2 2\ 4 4 16

b mL2 mLz . 1 . 1 2
Ale I=l;, — oml =a— + => o=__ = [=—"—mL
4 16 12 12



foczenie bez ...Jako obroét wzgledem chwilowej osi

poslizgu... brotu
Idm -M o _ da
dt dt
a’
YoM k=M
dt

M =R F = RF, =mgRsin(a)
!

. mgR sin(a)
toczenie bez poslizgu to B I
a mR’
e=— c—=> a=-——gsm(a)
R 1
I — moment bezwfadnosci wzgledem chwilowej osi obrotu
Ztw. Steinera | =] +mR? J = 3mR2 dlawalca  Obrecz toczy
— 2 sie wolniej!
I, — moment bezwifadnosci dla obreczy

2
Wzgledem $rodka masy I =2mR



Toczenie jako ztozenie ruchu obrotowego i postepowego...

{ma =mgsin(a) — T « ruch postgpowy

le =TR <= ruch obrotowy wzgledem srodka masy
a
toczenie bez poslizgu € = —
g . ( Wle .
ma =mgsin(ot) — 1T’ a= > gsm(a)
% 7 ) I R
I'=—""a — I
\ R T = RS2 a
Walec Obrecz Zeby toczenie odbywato
. ) ) sie bez poslizgu, sita tarcia musi
a=_gsin(a) q—= 1 gsin(a) mie_é odpgwiedniq wartosc!
< 3 < 2 Zwiekszajac kat a przy danym
1 , 1 . wspolczynnika tarcia f mozna
I'= 3 & sin(a) I'= , "8 sin(o) doprowadzic do poslizgu...
) : Wtedy sita tarcia przyjmuje
maks. wartos¢ T, . =fmg cos(a)




Wahadto fizyczne

O — punkt zawieszenia wahadta

d - odlegtos¢ od punktu zawieszenia do
srodka masy

I — moment bezwtadnosci wzgledem O

2
I Cfﬁ? -M M=-Fd
d’o mgd .
= — S1In(o
dt’ I (@)

Dla matych katow a:

d’o.  mgd
o+ o
M a1
Rownanie oscylatora harmonicznego

Czestos¢ drgan ® = mgd Okres draarn 1 = I L
Q 9 IR ) 2 | mgd

0




Dtugosc¢ zredukowana dla preta zawieszonego
na jednym z koncow

ull L
0 r=t Lot a2t
" 2n |\ mgd 3 2
7o 1 2L
[ P13 g okres wahan preta
L 11
7= |° okres wahadtla
2n | g matematycznego
&
2
v I = 3L

Zawieszajac obok siebie pret 1 kulke na nitce o dtugosc: 2/3 L
mozna si¢ przekonac, ze okresy ich drgan sa rowne...



Wahadto rewersyjne

Jaka dtugos¢ [ musi mie¢ wahadlo matematyczne, aby
miato okres identyczny z wahadlem fizycznym?

! 1 — I l —> [:I dtugosc¢ zredukowana
2n \mgd 2w | g md wahadta fizycznego

Jaki okres bedzie mialo wahadto fizyczne jesh
zawiesimy je w punkcie O’ odlegtym o / od punktu O?

: I’ — moment bezwtadnosci wzgledem O’
T'= 1 \/ 1 z twierdzenia Steinera:
2n |\ mg(l—d) I'=I +m(l—d)’ I=1 +md’

Czyli: I =1-md’ =Imd—-md’=md(l-d)
I'=md(I-d)+m(l-d)> =m(l -d)]

Zatem: T'= I m(l—d)l — ! ! =T
2n \mg(l—-d) 2m '\ g




Wahadto rewersyjne

Wahadto sktada sie z preta zaopatrzonego w dwie

state osie pryzmatyczne Oi O’

(osie pryzmatow zwrdcone do srodka)

Przesuwajgc masy m, oraz m, mozna zmienic potozenie
srodka ciezkosci wahadta. Masy przesuwamy dopoty, dopoki
okresy wahan wokot osi O i O’ nie zrownajg sie, wtedy
Odlegtos¢ OO’ bedzie odpowiadata dlugosci wahadta
fizycznego [. Znajgc odlegtos¢ OO’= [ oraz okres drgan T
mozna wyznaczycC przyspieszenie ziemskie, tak

jak zrobit to H. Kater w 1818 r...

|
47 *T?
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Zatem:

Uderzenie bryty

W jakiej odlegtosci od punktu O nalezy uderzyc¢ bryte,
aby bryta podczas uderzenia dokonata obrotu wokot
punktu O?

Ruch postepowy srodka masy:
Av Av
F=m— = Fl=m]
At At

Aby ruch srodka masy mozna byto opisac jako obrot
wokot punktu O to powinien by¢ spetniony zwigzek:

AL = dA® d — odlegtos¢ srodka masy od punktu O

ﬂ Aw - przyrost predkosci obrotowej bryly
A®  FI— moment sity F Ao
Fl=mld A¢ Wzgledem punkiu O, —  Fl=1 At

wigc powinno byc¢ spetnione
dla ruchu obrotowego bryty...

] — 1 Czyli bryte nalezy uderzy¢ doktadnie w
— odlegtosci rownej dlugosci zredukowanej
wahadta fizycznego...



Uderzenie preta
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obrot wokot konca ruch postepowy koniec preta si¢ cofa. ..

O’ — Srodek uderzenia preta (trzymanego na koncu)



Trzeba uwazac gdzie sie trzyma
mtotek...

B 0

1

F¢ Tu nalezy trzymac, zeby nie bolato!
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