Oscylator harmoniczny ttumiony — drgania

wymuszone
Oscylator swobodny  d°x - dx T
' m ml —+mw,x =
ttumiony e ” 0
x(t) — e—l/zr’ COS((Dlt +(p) (012 _ (Dg _ lrz
Slabe _1/21: Praktycznie state dla

jednego okresu,
energia ukfadu
praktycznie stata...
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Jesli [ <<, =—> o
2 ttumienie:

Po wielu okresach, zanik wyktadniczy

Czas zaniku |
—I't —t/ -
E(t) — Eoe — E()e ' (czas zycia oscylatora) |* = r

Czy badajgc drgania wymuszone oscylatora mozna uzyskac informacje
0 czasie zycia oscylatora? Tak! Zbadajmy drgania stacjonarne pod
wptywem harmonicznej sity wymuszajacej...



Drgania stacjonarne oscylatora ttumionego — harmoniczna

sita wymuszajgca

Szerokg klase funkcji F(t)

m

d’x d.

dt’ dt

mozemy przedstawic jako:

TP gt mo.x = F,cos(wt)| F(1)=) F(o)cos(or+e(®))

a potem skorzystac

Drgania stacjonarne:

- drgania niestacjonarne wyttumione po czasie kilku T

- amplituda oscylacji proporcjonalna do amplitudy sity wymuszajacej F,

- przesuniecie fazowe wyznaczone przez przesuniecie fazowe sity

wymuszajgcej
x, (1) = Ccos(wt + @) = Csin(g)sin(wt) + Ccos(e ) cos(w?)

z zasady superpozycji...

x, (1) = Asin(wt) + B cos(mwt)

Bezposrednie podstawienie do réwnania * daje warunkina 4 1 B:
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m (o, —0°) +To0’
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m (o, —0°) +Io’
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A, — amplituda absorpcyjna,

A, — amplituda elastyczna:



Jak absorbowana jest energia?

Rozwazmy usredniong w czasie (jednego okresu) moc pobierang
przez oscylator: ty+T tg+T

j P(t)dt =

F(t) = F,cos(mt) . (f)
x,(t) = A, sin(wt) + A, cos(mt) dt

ty+T

<P — j F, cos(wt)[®wA,, cos(wt) —wA , sin(wt)]dt

= A4, cos(m?) —mA,, sin(w?)

<P> F, Q)A <cos((ot)> F (erl<cos((ot)s1n((ot)>]

ty+T ty+T
1 1
t — ot)dt = — + —cos(2mw¢?) |dt = —
<cos (® ) jcos (wt) I { , ( )} ,
ty+T

Gdyz jcos(2wt)dt =0 Podobnie: <Cos((ot) sin((Dt)> = ;<sin(20)t)> =

L



Jak absorbowana jest energia?

1 Za absorpcje energii odpowiedzialna jest czesé
— przesunieta w fazie o 90° ( lub 172)!
<I)S > O(DAab ' ' : '

2

1.0

2.2
P:E) 2 FZQ; 2.2
(0, -0 ) +I"®

P(0)/P(w)

Szukamy w dla ktérych:

0.5
1
P(w) = 2P0
0.0 ' T ‘ n = T - 0.0
o’ =n; *Tw o-1/2T o +1/2T ®

l ®,
_J 1 = (80), =T lub(Av),T =1
1,2 — 4 £

2 Szerokos¢ krzywej ma zwigzek ze srednim czasem
zycia ttumionych drgan swobodnych! Wazne dla
spektroskopii (rozkiad Lorentzowski...)




Amplituda | przesuniecie fazowe
F, o F 0, — O

- g4 =10
m (o, —0°) +IMNe’

Daleko od rezonansu...

x,(t) = A, cos(wt)
F,, cos(m?)
m(w; —®”)

O << O, o zgodnie z F(t) _ i\ _
(6=0) 0.5 . 1-0.5
B=0 5 ¢=mn2 o172
® >>®, S dF)’rzeciwnie niz F(t) W,
=T

Amplituda

x,(2) =

Sprawdzmy to w doswiadczeniu...



Drgania swobodne uktadu o dwoch
stopniach swobody
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Wahadto podwojne

taskie)
(P Magnesy Wahadta sprzezone

(odpychajace sie)
na pretach



LinlowoscC | zasada superpozycii

dy (1) =—cy +ay’ + By’ +...

dt’ _
Liniowe, tylko wtedy gdy o =0, =0,...i7d.
Czyli réwnanie dy (1) — ¢ lub réwnanie  d " () — —cy +F (1)
(jednorodne) dt? v niejednorodne dr?

Przypomnienie:

« suma dwu dowolnych rozwigzan réwnania liniowego i jednorodnego
jest rowniez rozwigzaniem tego réwnania.

» dla sumy rozwigzan rownania linowego, warunki poczatkowe sg suma
warunkow poczatkowych

* suma sit wymuszajacych dla dwéch rozwigzan, jest sila wymuszajacq
dla rozwigzania bedacego suma rozwigzan...

Najbardziej ogélny ruch uktadu o dwu stopniach swobody,
opisanego rownaniami liniowymi stanowi superpozycje
dwu niezaleznych, jednoczesnych ruchéw harmonicznych —
drgan wiasnych lub inaczej drgan normalnych ukfadu.

Jak je znalez¢?
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'wuwymiarowy oscylator harmoniczny
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2
d ic = 2K,x x(t) = Acos(w,t+0,)
dz y(t) = B cos(w,t +¢,)
d Y — 2K y Drgania normaine!
dt’ . Niezalezne ruchy w dwéch kierunkach,

charakterystyczne czestosci...




Rownania ruchu

K K
(OO T n m (I
K i K
—> >
V. .
( dz\ll a \V ’ dZ\IJ a — 2]<\|] + E
<ma]t2__K\|]a+K(\|]b _\Va) dtz m a m\Vb
dZ\V b dz\l] b — 4 E 2£
\mdt2:_K\|]b+K(\|ja_\|jb) Wia mwb W
dy 2K
V., =ACOS((Dl‘-I—(p) dr? __(Dzwa d 7 d, =
Oznaczmy:
Vv, = Bcos(of+¢) d K
Z\Vb :_0)2\|/b Ay == dp =

dt’




{_O)Z\Va:_anwa_au“fb YV, _d; -0

— a
_mzllja__a2l“|]a_a22\|jb : <\|ja 12

(all _(Dz)\va +ay\y, =0 o (azzajlmz)
d,\Y, +(a22 _wz)\Vb =0

lub inaczej
{(an _mz)’ b }P’a} _ {O} — (a“ —c02Xa22 —0)2)— a,a, =0
Ay (azz _(’32) WV, 0
(all _@2)’ P 0 pamietamy, ze Y, = Acos(wr +¢)
- = Bcos(mf +
ay (azz o’ V., ( P)
, v, = A4 cos(of+¢,)+ A, cos(w,t+¢,)
[\Vb _ B, _ W, —4a,
\V ; Al a12
Stqd . a / postacél Bl B
=L A4 cos(wf+@,)+ 2 A4 cos(w,t+@,)=
(\vb B, _ol-a, v, 4 (@, +¢,) 4 h (@, +¢,)
Va ) postaca 2 dyy v, = B cos(w,f+,)+ B, cos(w,f +¢,)

A moze

A, A, ¢,, §, —z warunkow poczatkowych 2gadnac?



Czestosci wiasne

2 2
(@, —0*Jay, -

)' a,d, = 0

Pamietamy, ze:

2K K
ﬁ ay, = » Ay =7
m m
: K 2K
o) _(Dz(an +a22)+a11a22 - a0y, =0 =7 " ln
4K 3K* @
o'——0'+— =0
m m
K 3K Vo _B_oiman
0‘)12 - 6022 — |:> Va postacl 1 4
m m ,
v, — Bz _ W, =4, _
\Va postacé?2 2 a12
Postac1 — vy, =v,
Posta¢2 = vy, =-y, Popatrzmy jeszcze raz na rownania...




Dodajmy je i odejmijmy stronami...

d'y :
m “=—Ky_ +K(y, - 2
dt2 \lja (\Vb \lja) md (\Vaj_wb) :_K(\Va +\|]b)
|:> dt
AT =—Ky,+KWy,-v,) | A’y —vy,)
dr’ e m e V) - 3Ky, )
dt
vV, TV, E“Vl(t) =4 COS((D1t+(P1)
vV, ~V, E\Vz(t) =4, COS((th‘HPl)
Stad: Czyli znowu widzimy, ze

1
V,= 2(A1 COS((D1t + (Pl) + Az COS((Dzl‘ + (Pl))

1
v, = 2(A1 cos(w,f +@,) — 4, cos(w,t +¢,))

To mozna zgadnac!

dla drgan normainych z
czestoscia w,

\|"b :\lja

dla drgan normalnych z
czestoscia w,

\ljb :_\Va



Drgania wtasne
K K K
N o _
K K
,,,,,,,,,,,, 7 m m
\Ila \ljb :\Va Sita F;:_K\l]a
Postac 1: Sprezynka srodkowa nie napieta zwrotna
(ruch sro:dka masy) : , K
I ! (Dl —_
K m
m m
—>» < sita 1. =Ky, —2Ky,
"V, YV, =Y, zwrotna
’ , 3K
Posta¢ 1: Sprezynka srodkowa scisnieta podwdjnie 0, =
(ruch wewnetrzny uktadu) m



Dudnienia

 dwa kamertony o bliskiej czestosci,
* brzeszczoty w imadie,

» struny gitary (np.. gdy ja stroimy),
Ruch bltony bebenkowej jest superpozycja dwu drgan harmonicznych....
Przyjmijmy, ze A,=A,=A, ¢,=0,=0
v, () = 4 cos(o?), v,(¢) = Acos(m,?)
lch suma: \V (t) :\Va(t) +\|jb(t) - A(COS(O)It) + COS((D2t))

Korzystajac z tego, ze cos(a + ) = 2COS(0L +P )cos(a ; p )
dostajemy: |y (7) =2Acos(w,_ ,t)cos(m,?)
gdzie: o = 0, — 0, _ 0, 10,
mod 2

O <<O, = Y1) zAcos(wmodm
amplituda wolno CZQSC

zmienna szybkozmlenna




Dudnienia tatwo zasymulowac...
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Wahadta stabo sprzezone

MODY WLASNE

= -

Sprezynka luzna Sprezynka napieta ,,podwdjnie”
(012 — g o) g 2K
[ ®, ="+

/ m



Rozwigzanie ogolne
Y, = A4 cos(of+¢,)+ A, cos(w,f+¢,)
v, = A cos(wf +¢,)— A4, cos(m,f+¢,)
Przyjmijmy, ze A,=A,=A, ¢,=¢,=0, wtedy wychylenia ciezarkow:
Vv _(t) = A4 cos(o,t) + Acos(m,?)
y, (1) = Acos(m,t) — Acos(m,t)

Jak takie drgania wzbudzi¢?

Trzeba odpowiednio dobra¢ warunki poczatkowe — dobieramy
wychylenia i predkosci dla =0

Predkosci ciezarkéw v, (0)=24
v, =0
W) -y sinof) - o, dsin(o,1) d
dt "o (0)=0
v, () ‘ I .
22 = —m, Asin(m,?) + ®,Asin(wm,?) d
dt Y (0)=0
dt



Vv (¢) = 4 cos(wt) + Acos(w,t) =2Acos(®,_ t)Acos(ow, 1)
Y, (1) = A4,,4(t)cos(o,?)
Vv, (¢) = Acos(w,t) — Acos(mw,t) = 2Asin(w,__f)Asin(o, t)

Y, (1) = B, (1) sin(o,, 1)

Wociagu jednego szybkiego cyklu ,,szybkich drgan” traktujemy wahadet jak
oscylatory harmoniczne o statej amplitudzie (A, ,oraz B, ,) i czestosci w,,

1 2 42 2 .2 2
E = mo,A ,=2mA ®, cos (o, 1)
1 2 p2 2 2 = 2
E, = 2ma) B =2mA 0, s (o, 1)

Ea o Eb = E(COSZ ((Omodt) o Sin2 ((Omodt)) —
= Ecos(2m,_ ) = E cos[(®w, —®,)!]

E +E =2mA’0, =E

: 1
Epergla przeplywa_ E, = E[l1+cos((®, —®,)?)]
z jednego do drugiego 2
wahadta z czestoscia 1
dudnien E, = 2E[1 — cos((@, —,)1)]




Zagadnienie energii w ukladzie drgan sprzezonych
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Przeplyw energii pomiedzy wahadfami

W mechanice kwantowej energia jest E = 1E [1+ cos((®, —m,)t)]
,SKwantowana” - pomiedzy réznymi
stopniami swobody przeptywa B
prawdopodobienstwo posiadania energii b, = 2E[1 — cos((@; —®,)7)]
wzbudzenia...(F.C. Crawford)
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