Drgania uktadow o wielu
stopniach swobody



Cechy uktadu o N stopniach swobody

* istnieje doktadnie N postaci drgan wtasnych
» kazda z postaci drgan normalnych ma witasng
czestosC i ,ksztalt” (okreslony przez stosunki amplitud)

Gdy uktad wykonuje drganie normalne
Yi(t) = Aicos(wttp)
» wszystkie elementy majg te sama czestosc,
« wszystkie elementy majg to samo przesuniecie fazowe
(mijajg punkt rownowagi w tym samym momencie!)
» kazdy element masy doznaje takiej samej sity kierujgcej na
jednostke masy . k
Y = —m\lf

Jesli wiec uktad ma trzy stopnie swobody i dla danego modu drgan

wiasnych stosunki amplitud wynoszg (1):(-1):(3), to jesli
W](t):AICOS(O‘)lt_i_(Pl) —> \|!2(I)=—\|!1(l) \V3(t):3\|’1(t)
Czasami uzywa sie zapisu 1
wektorowego opisujgcego dany mod drgan. (1) = Acos(w,t +¢,)| —1

Rozwigzanie ogolne jest suma takich wektorow
wtasnych... 3




Jak zmieniajg sie postacie drgan...
1 2 3 N

- - - Im wiekszy kat nachylenia
_ D RN pomiedzy sgsiednimi
N=2 ) /\/ ,sprezynkami” tym

T 1 o] T] i M wieksza sita kierujgca,
N=3 |—~—>— /\\/ tym wieksza czesto$¢ drgan...

* Liczba konfiguracji = N
 Pierwsza postac: brak weztow (oprécz zamocowania)
 Ostatnia postac (o najwyzszej czestosci) N-1 weztdow (oprécz zamocowania)



Granica ciggtosci ukfadu...

Jesli liczba elementéw uktadu N jest bardzo duza (np. 10°) to
odlegtosci pomiedzy elementami sg mate, to uktad staje sie ,ciagty.

Dla pierwszych kilku tysiecy modow drgan o najnizszych
czestosciach blisko siebie lezace elementy poruszajg sie praktycznie
tak samo... _ _

Pojawiajg sie fale!

Zamiast uzywac potozen kazdego elementu Az

YL (), W (8), Wis(0).y ()
Uzywac funkciji ciggtej potozenia A
\|T(Xa Y, Z, t) X (X, Y, Z)
gdzie, X, y, z — potozenia rozwazanego elementu ukfadu
(bliskiego otoczenia tego punktu)

V(X,5,2,t) =y (X,5,Z e, +y (X,Y,Z, )€, +V _(X,Y,7 t)E,




Drgania (fale) podtuzne i poprzeczne

Rozwazmy strune rozciggnietg wzdtuz osi z,
dla potozenia rownowagi dla wszystkich punktow x=0, y=0

V(X,¥,2t) =y (2, ), +y (z,)E, +y (2, )T,

Drgania podtuzne: ~ _
V(zt)=y.(z ),

\VL( Z’ t) :\ljz(zﬂ t)_éz
Drgania poprzeczne:
chwilowe

\|7p( z,t) =y . (z,t)E, +y y( z, t)éy wychylenia z potazenia
rownowagi wzdtuz z

Polaryzacja
V(20 =y.(2,1) chwilowe
L O R A CL I ittt
O >




Rownanie falowe dla struny

Drgania poprzeczne
spolaryzowane

T, T,
= Az z, z
Rozwazmy ruch niewielkiego elementu dtugosci Az, _
Roéwnanie Newtona Am = p,Az o
P, -gestosc liniowa
oy (zt : :
an VD g 2 F.(z,) =T, 5in(®,) — T, sin®,)




Dwa rézne podejscia:
- przyblizenie matej dlugosci swobodnej pozioma sita napinajgca strune

T=(1/cos8)T,, czyli Tcosb=T,)
- przyblizenie matych drgan: cos6=1, pozioma sila napinajaca T cos6=T,

F(z,t) =T,sm(@®,) - 7;sm(0,) =T, cos(®,)rg(0,) — 7, cos(0,)1g (©,)

0 0
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R¢ ' hu: Az =AzT
ownanie ruchu pO 8;2 0 622
Klasyczne rownanie
falowe: az\v — 1 az\v v, = ly - predkosé fali

ot’ Py oz Po




Fale stojgce w strunie

Drgania normalne: kazdy element struny wykonuje drgania postaci:

v (z,t)= A(z) cos((o\t + (pl '

N

to samo przesuniecie fazowe ¢

niezalezna od czasu amplituda A(z) ,
ta sama czestosc w

Rézniczkujemy * 93y (z,¢)

T ~m’A(z)cos(ot +@)
Oy (z,1) d’ A(z)
N cosﬁot +@Q)———

Rownanie oscylatora d*A (2)

) p
harmoniczneqo! ——®> "% A(z

A(z) = Asin(2n Z) + Bcos(2m Z) :> d*A(z) _ _(271)214(2)
A A dz* A

2
(27[} :(02p(>:(2nv)2po |:> AV = TO:UO:const




Warunki brzegowe

v (z,t) = cos(wt + (p){A sin(2m i) + Bcos(2n i)}

Struna zamocowana w z=0 oraz z=L, stad

v (0,))=0 => B=0 VY (z,t) = Acos(wf +@)sin(2mw i)

v(Lt)=0 = sin(2mw 7LL) =0

L
2T —=m,2n,3m,....nT
A =2L, kzszlkl, K3=2L:1K1, :2L—1k1,
3 3 n
vlzuo, V2=200 =2v, v, =3, =nv,
1 }\‘1

Czestosci harmoniczne!




Postacie drgan struny (zamocowanej z dwoch koncow)

Po> 1

Czestosci strun zamocowanych np. z jednego konca, lub z
dwoma koncami swobodnymi sg inne. Warto sprawdzic...



Zwigzek dyspersyjny

7\'\):\/70 |:{>2TCV:2TC\/p70
P, v T

27 T,
Wprowadzamy liczba falowg Kk = => o=k
A Po
_ Wartosc¢ k zalezny od
0(k)=vk
(%) r warunkéw brzegowych-
dla A,:

Fale stojace nie biegna, ale
mozna je ztozenie 21 TU
fal biegngcych w przeciwne kl

strony ....

predkosc¢ fazowa | L



Analiza Fouriera

Najogolniejsze réwnanie ruchu struny ciggtej, otrzymujemy przez superpozycje
Wszystkich drgan normalnych

V (z,t) = A cos(w,t +,)sin(k,z) + A, cos(w,t +¢)sin(k,z) +....

Czestosc i liczba falowa sg ze sobg zwigzane (Dn (k) — Uokn
Rozwazmy warunek poczatkowy:

v (2,0) = f(2)
5\|! Predkos¢ poczatkowa struny rowna zeru
(z,0) =0, dla ¢t = ( Predkosc pocza uny

ot
Dopuszczajgc przesuniecia fazowe ¢=0, ¢=11 (warunek znikania predkosci)
Takie zalozenie dopuszcza zmiane znaku poszczegdinych amplitud, A, A, ... )

V (z,t) = A sin(k,z)cos(w,t) + A, sin(k,z)cos(m,t) +....
f(2) =y (z,0) = 4 sin(k,z) + A, si(k,z) +....

Rozwiniecie Fouriera (szereg Fouriera) funkcji f(z)!




Rozwiniecie funkcji okresowej z
Przypadek szczegolny dla struny zamocowanej w z=0 oraz z=L.:

f(z) =y (z2,0) = 4 sin(k,z)cos(m,t) + A, sin(k,z)cos(w,t) +....

f(z) — okresowa z okresem k., k,, K ...

Uogodlnienie — konstruujemy funkcje...

Fz)

F(z) — okresowa z okresem k., K., kl3

F(z)= i[An sin(nk,z) + B, cos(nk,z)]




Rozwiniecie w szereg Fouriera (,,rozsadnej”) funkcji F(z)

F(z)=B,+ Y A,sin(nk;z)+ ) B, cos(nkz)
n=l n=l1

B = [Py

= Z )z

0 7\41 z,

A =f " F(2)sin(mk 2)dz
o
2 zZ,+\

B = 3 F(z)cos(mk,z)dz
oo
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Wyznaczenie wspotczynnikow

F(z)=B,+ ) A,sin(nkz)+ ) B, cos(nkz) **
n=l n=l

Wspotczynnik B,
Catkujemy obustronnie ** od z, do z,=z,+A, (czyli po okresie A,=2L)

zZ+\ Z+N\ zZ+N

j F(z)dz=\B, + Z j A sin(nk z)dz + Z j B cos(nk z)

zl+7»1

Z B,dz = B A,
z+ Stad rzeczywiscie:
jAn sin(nk,z)dz =0 bo catkujemy

funkcje okresowe

—y po wielokrotnosci B 1 pztn
_ okresu (A, — najdluzszy Bo — A F(Z)dZ
B, cos(nkiz)dz=0 _ ) z




Wyznaczenie wspotczynnikow

F(z)=B,+ ) A,sin(nk;z)+ ) B, cos(nkz) **
p o =1 n=l1
Wspotczynniki A,

Mnozymy obustronnie przez sin(mk,z) obustronnie ** i catkujemy
od z, do z,=z,+A, (czyli po okresie A=2L).
1) calka z B, znika, bo calkujemy funkcje okresowa po okresie...
zZ, 4\
1 1 1

2)Dlan=m [ 4,sin’ (mk,z)dz = S A

Z
zZ+\

j A sin(mk, z)sin(nk z)dz = 0

Gdyz zachodzi tozsamosc¢

sin(mk,z)sin(nk, z) = ;cos((n —m)k,z) — ;cos((m +n)k,z)

3) Dla n£m

Kazdy z dwoch wyrazow po prawej stronie jest

1 Z 4+ .
rownie czesto dodatni jak i ujemny, wiec catka Am7‘“1 — j F(z) sm(mklz)dz
po okresie A, znika! 2 z




Wyznaczenie wspotczynnikow

Wspotczynniki B

Mnozymy obustronnie przez cos(mk,z) obustronnie ** i catkujemy
od z, do z,=z,+A, (czyli po okresie A,=2L) i dalej podobnie jak z A,

Korzystamy z tego, ze

cos(mk,z)sin(nk,z) = ;sin((m +n)kz) + ;sin((m —n)k,z)

Procz catki dla m=n odpowiednie catki znikajg i dostajemy:

;Bmxl — j ™ F(2)cos(mk,z)dz




Analiza Fourierowska funkcji
zaleznej od czasu

Wystarczy zastgpi¢ kIZ = (le

AT)




Rozpatrzmy rozktad funkcji prostokatnej

Fz)

0 dlam parzystych
A =15 4 .

" |—— dlamnieparzystych
. TTm

.mz 1 . 3z 1 . Smz 1 “in (2n+1Dnz
n 3 L 5 L 2n+l L

F(z)= 4[smL+sm + —sin



Prostokat...

1

Analiza przebiegow
periodycznych w przestrzeni

----------------------------------- A,=2L

Analiza przebiegéw
periodycznych w czasie

1

4/n(sin(k z)+1/3sin(3k z)+1/5sin(5k z)) l
R e o

1 < >

M/ﬂ(sin(k 1z)+1/ 3sin(3k 1z)+1/ 5sin(5k 1z)+1/ 7 sin(7k1 Z))\l T1 =2T
0 :

L 2L




y(t)

Przebieg trojkatny

. T 1 . 3w 1
F(t)=A(sin(—¢t)— —sin(—t) +
() = A( (T) i (T) 55

. 5
sin )—....
(T )




Ewolucja czasowa struny

Znajac wspotczynniki w szeregu Fouriera dla ksztattu struny w chwili t=0,

£(z) =y (z,0) = 4, sin(k,z) + 4, sin(k,z) + ...

Mozemy okresli¢ ewolucje czasowg drgan struny.
Wystarczy dotozy¢ odpowiednie czynniki czasowe!

WV (z,t) = A sin(k,z)cos(w,t) + A, sin(k,z) cos(m,?) +....

Dla struny, ktorej wychylenie w chwili poczatkowej miato ksztatt trojkata
bedziemy miec:

4| . 1z 1 . 3z 1 . S5nz
,t)=—|smn—cos(m,?)+ —sin——cos(3m,7) + —sin——cos(5w,?) +....
W(Z)n{ 7 (1)3 ’ (1)5 / (Sm,¢) }

Najlepiej zasymulowac to samodzielnie na komputerze...



Uktady dyskretne raz jeszcze...



Drgania podtuzne uktadu mas | sprezynek
Rozpatrzmy N ciezarkow potgczonych N+1 sprezynek

Stan rownowagi =1 n=2 N-1 N
m m m
@ D111 i o JU-CO- MMM
Ko K |
2a '
- ﬂﬂl'u'u'u'Mfl"l"'ﬂl]f'm
Ogélna o, iwz?

konfiguracja
Rownanie ruchu dla n-tego ciezarka

LAy,

d K(\ljnﬂ \lj ) K(\V \‘|"n+1)



Postacie drgan normalnych

Obliczmy:

dy,
dt’

Po podstawieniu do réwnania:

dz\v

Y, = A4 cos(wf +¢)

v, = 4, cos(wt +¢) =-0y, =-0’4 cos(wt+@)

VWV, = An—l cos(wz +@)

\ljn :An COS((Dt+(P) K(\ljnJrl \V ) K(\V \|]n+1)
W = Ay COS(O+0) o pozbyciu sie czynnika cos(wt), dostajemy
_m(DzAn = K(AnH o 2An + An—l)

Stad réwnanie wyznaczajace konfiguracje drgan wlasnych o czestosci w
(4, +4,)=4,02- ")

n+l

Przez analogie do struny e
poszukajmy rozwigzan postaci: |4, = Asin(x na) = Asin(kna)

A -dtugos¢fali k- liczba falowa



A = Asimn(k(n +1)a) = Asin(kna + ka) = A[sin(kna)cos(ka) + cos(kna)sin(ka)]

A = Asin(kna)

A _ = Asin(k(n —1)a) = Asin(kna — ka) = A[sin(kna) cos(ka) — cos(kna)sin(ka)]
po dodaniu stronami:

A+ A _ =2Asin(kna)cos(ka) =2A, cos(ka)

n+l

Stad
4 2Ancos(ka):An(2—[n;a)2) —> 2cos(ka):2—[n;0)2

0 =K (1-cos(ka)) = B (1-(cos’ (ka) —sin’ (ka))) = 4KSin2(ka)
m m 2 2 m 2

Warto przecwiczy¢ uzycie
liczb zespolonych, badajac
, 4K ., ka rozwigzania postaci

2
W =—S1n (— * .
( 9 ) 1n C tkna

Czyli ostatecznie:

m

Zaleznosc¢ pomiedzy czestoscig w a liczba falowa k (czy tez dlugoscia fali A)
wyraza zwiazek dyspersyjny dla ukladu mas polaczonych sprezynkami.



Rozwigzanie ogolne

A = Asin(kna
n ( ) Warunek znikania dla z=0 spetniony

Vv (1) = Asin(kna)cos[o(k)t + ] (zerowy ciezarek unieruchomiony)

Warunek znikania wychylenia
dla z=L=(N+1)a,
A, =Asm(k(N +1)a) = Asin(kL) =0  (unieruchomienie N+1 ciezarka...)

il

Istnieje N rozwigzan tego rownania:

kL=mn, k,L=2n, ...k L=mn, ... k,L=Nn

Istnieje N 2 2m 2L
S A M == L="""=2a
Ograniczenie! | k. 7 T ™ k_ Nm N

Mpin = 20 To cecha ukladéw dyskretnych!




Dyspersja dla fononow w ztocie

Model krysztatu — atomy (masy) potagczone sprezynkami
Drgania sieci — fonony (drgania wtasne, czy tez fale propagujace sie w krysztatach)
LATTICE DYNAMICS OF GOLD
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REQUCED WAVE VECTOR Czer\None krzywa.

J. W. Lynn, H. G. Smith, and R. M. Nicklow

., ka
Phys. Rev. B 8, 3493 (1973) Prosty model :

. . ®=0,sn"(_)
niezle pracuje... 9)
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