Uktady dyskretne raz jeszcze...



Drgania podtuzne uktadu mas | sprezynek
Rozpatrzmy N ciezarkow potgczonych N+1 sprezynek
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Rownanie ruchu dla n-tego ciezarka
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Postacie drgan normalnych

Obliczmy:

W, = A cos(awt + @) Ty

v, = A, cos(wt + @) =-w'y, =—w’A cos(wt + @)

dt’
Po podstawieniu do rownania:
Wn—l — An—l COS(a)t + (0) d2
v, =A cos(wt+ @) md;/;" =KW,,.—v,)-Ky,-v,.)

l//n+1 — An+1 COS(G)ZL + (0)

...1 pozbyciu sie czynnika cos(wt), dostajemy

—-mw’A, =K(A4

n+l

—2A4 +A4 )
Stad réwnanie wyznaczajace konfiguracje drgan wlasnych o czestosci w

m
(A +4,)= 4,2 o)

n+l

Przez analogie do struny 2
poszukajmy rozwigzan postaci: |4, = Asin(/1 na) = Asin(kna)

A -dtugoscfali k- liczba falowa



A . = Asin(k(n +1)a) = Asin(kna + ka) = A[sin(kna)cos(ka) + cos(kna)sin(ka)]

A = Asin(kna)

A _ = Asin(k(n —1)a) = Asin(kna — ka) = A[sin(kna) cos(ka) — cos(kna)sin(ka)]
po dodaniu stronami:

A+ A _ =2Asm(kna)cos(ka) =2A, cos(ka)

n+l

Stad
4 24 cos(ka)= A4 (2~ [’”’;af) —>  2cos(ka)=2— I”;af

o =K (1-cos(ka)) = 2k (1-(cos’ (ka) —sin’ (ka))) = 4KSiﬂz(ka)
m m 2 2 m 2

Warto przecwiczy¢ uzycie
liczb zespolonych, badajac
, 4K ., ka rozwigzania postaci

2
O =—S1Nn (— % .
( 9 ) 1n C tkna

Czyli ostatecznie:

m

Zaleznosc¢ pomiedzy czestoscig w a liczba falowa k (czy tez dlugoscia fali A)
wyraza zwiazek dyspersyjny dla ukladu mas polaczonych sprezynkami.



Rozwigzanie ogolne

A = Asin(kna
n ( ) Warunek znikania dla z=0 spetniony

v (t) = Asin(kna)cos[w(k)t + @] (zerowy ciezarek unieruchomiony)

Warunek znikania wychylenia
dla z=L=(N+1)a,
A, =Asm(k(N +1)a) = Asin(kL) =0  (unieruchomienie N+1 ciezarka...)

@

Istnieje N rozwigzan tego rownania:

kL=r, k,L=2n, ...k L=mm, .... ky,L=Nrx

Istnieje N 2r 27 2L
) . — i . f— j— L = = 2a
ograniczenie! kmax I T min kmax N7 N

Apin = 20 To cecha ukladéw dyskretnych!




Dyspersja dla fonondw w ztocie

Model krysztatu — atomy (masy) potagczone sprezynkami
Drgania sieci — fonony (drgania wtasne, czy tez fale propagujace sie w krysztatach)
LATTICE DYNAMICS OF GOLD
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REQUCED WAVE VECTOR Czer\None krzywa.

J. W. Lynn, H. G. Smith, and R. M. Nicklow

Phys. Rev. B 8, 3493 (1973) Prosty model W= Sinz(ka)
niezle pracuje... 0




D)rgania peréW (kamerton) Rozwazalismy

zginanie belek...
E - modut Younga

Ay J - geometryczny moment s _ _E§0
bezwtadnosci Ax
_______ - wvh
s B S .\L > Wz6r z krzywizng. ..
>y L X M=-E—J
< > R

Mozemy to zapisac
uzywajac drugiej
ﬁ M+dM pochodnej...

F @2
F+dF M(x)=-E°”
dx
Moment skrecajacy zalezy od potozenia x,
w przekroju x dziata moment U
w przekroju x+dx dziata moment M+dM
Naddatek momentu, jest 6M(x)

réwnowazony przez sity styczne dM = F(x)dx —=> F(x,t)= 5

do przekroju... X



oM (x) _ .. 0y

F(x,t)= =—FEJ
ox ox’
Naddatek sity dziatajacej na element dx
4 sita zwrotna
dF = — OF (x) di = —FEJ o'y dx dziatajgca wzdtuz y
Ox ox* na element preta o
masie Am
Pod wptywem sity dF 0? y
element Am uzyskuje przyspieszenie PYE
Stad réwnanie ruchu: Am=pSdx
2 4 p - gestosc preta
@ =—F] 0 4 dx S — powierzchnia
t? ox* przekroju preta
2 4 2 4
Oy _ g0 10V, 20 o sagie a2 =
2 4 2 4 g S
ot ox ot ox P

Roéwnanie drgan poprzecznych preta...



Rownanie drgan poprzecznych preta (kamertonu)

az 64 *hk
2} +a’ 34/ =0
ot ox
Warunki brzegowe:
 dla zamocowanego konca, czyli dla x=0,
0
#(0,0)=0 =0
ox _,
* na koncu preta (x=L) powinien znikaC moment zginajacy i sita styczna
0’y 0’y
2 =0 P =0
ox™| X",

Warunki poczatkowe, wychylenie i predkosc¢

(x0) = £(x) gf

=0

=0

Postulujemy rozwigzanie:
(metoda separacji zmiennych) y(x,t) =Y (x)T(t)
| podstawiamy do réwnania ***




@ d’T(1) _ 1 dY(x) _

= -1
T dt Y(x) dx’

Skoro funkcje dwdch niezaleznych zmiennych sg sobie réwne,
to muszg byc¢ state: A - stala.

Dla funkcji Y(x) dostajemy wiec rownanie:

d*Y(x)

4

+AY(x)=0

dx

Rozwigzanie ogdlne ma postac:

Y(x) = Acosh(*/ Ax) + Bsinh(*/ 1x) + Ccos(*/ Ax) + Dsin(*/ A x)

Z warunkoéw brzegowych: Y(0) =0, cjlY =0 = (C=-4, D=-B
X x=0
2 3
LT 1Y
dx”| dx” | _, iyl

A(cosh(*/ A1) + cos(*/ A1) + B(sinh(*/ A1) + sin(*/ A1 x)) = 0
A(sinh(*/ A1) —sinh(*/ A1)) + B(cosh(*/ A1) + cos(*/ 1x)) = 0



Uktad réwnan ma nietrywialnie rozwigzania A i B, gdy wyznacznik
uktadu jest rowny zeru...

sinh?(4/ A1) —sin?(4/AL) = cosh®(4/ AL) + 2cosh(*/ AL) cos(*/ AL) + cos’(*/ AL) = 0

Poniewaz cosh®(*/AL)—sinh>(*/AL) =1
sin?(4/AL) +cos>(*/AL) =1

To otrzymujemy rownanie przestepne:

cosh(u)cos(u) = —1 gdzie ;=L

Jego rozwigzania mozna znalez¢ numerycznie:
W,=1.875, n,=4.494, n,=7.854... p =1m2(2n-1) dla n>3

Znajgc wartosci 1 mozemy znalezc amplitudy A i B oraz

4
2, ="t
L

Pozostaje nam rozwigzac teraz rownanie na funkcje T(f), ale to jest
znacznie prostsze...



d*T (1 Rownanie oscylatora
2( ) +a’AT =0|  harmonicznego!

dt

a
I (t)=a cos(wt)+b sm(wt)

2
Czestosc a)n:a@: ES{@:/Z’; Eg
p P

o, ,u,f EJ
Czestotliwosé " ol ,OS

Stosunki czestosci dla drgan poprzecznych preta (kamertonu)
sq inne niz dla struny! Kolejne czestotliwosci nie sg wielokrotnosciami czestosci
podstawowej!

Vi Lt _ 667 Vo Hh _17 543

2

2
Vi H Vi K

Rownania wyprowadzone dla preta stosujg sie tez do drgan ptyt!
Bedziecie mogli to sprawdzi¢ wykonujac ¢wiczenia na | Pracowni!




Drgania membrany

Powierzchniowe zrodta dzwieku — ptyty, membrany...

Skorzystajmy z analogii do struny: . _
T,- sila naciagu

1, 1, o Py - gestosc liniowa
o= = < = p- gestosc objetosciowa
Po Po P O - naprezenie

W przypadku fal stojgcych na membranie powinny powstac linie weztowe.

Rownanie falowe drgajgcej membrany jest bardzo podobne

do drgan struny: Ay
g y 82,)” . a2w B 1 aZW * ]
2 2 2 2
ox~ oy v, Ot
Zatdézmy, ze mamy do czynienia z membrang rozciggnietg
na kwadracie o boku L. Na brzegach kwadratu wychylenie

membrany znika, przez analogie ze strung szukamy 0
rozwigzan w postaci:

v (x,y,t) = Asin(k x)sin(k y)sin(wr)

Po podstawieniu do rownania * i zré6zniczkowaniu dostajemy:



N
Warunek na sktadowe wektora falowego: & =[k .k, ]

2
W

2 2
k. +ky =
UO

przyjmujac k. = kcos(a), k, =ksin(a)

dostajemy =", = w=ky, < zwigzek dyspersyjny
v; identyczny jak dla struny

o=k +k v,

Rozwazmy warunki brzegowe:

sin(k L)=0 — kL=mr E> L m, n — catkowite

SlIl(kyL)ZO kyL:n;z' ' :ﬂ
Yoo L
P J mz n n2 c Czestotllwc?sc drgan wtasnych
@, = membrany:
9 L p

:> - sz + n2 O
a)m,n — 27Z-Vm,n mn 2L 10




mi ni Jm%—n2 o Jm2+n2
k — k - an = = UO
L7 L ’ 2L P, 2L

Drgania wtasne membrany zamocowanej na kwadracie majg
wiec postac:

w(x, v.t) = Asin(mL” x)sin(" x)sin(2zv, 1)

TTapt e Tt T g BT gy B
1,1 120 2,2 1 2,2 I L
- /" —-I_—- """ - ;

Vii  V,=Vv,=158v,, v,, =224y, v,,=292v,

Rozwigzanie ogélne'

w(x,y,t)= ZZsm( X) s1n(— x)[A sin(2zv,, t)+ B, , cos(2rv, t)]

m=1 n=I



Membrana kotowa

OISISPIC)
SCISPISD

2.65 3.16 3.50

Stosunki czestosci podstawowych dla kolejnych drgan wtasnych
membrany kotowej, zamocowanej na brzegu



Fale biegnace

Uktady zamkniete — energia zamknieta w pewnym okreslonych granicach
drgania uktadu (swobodne i stacjonarne) mozna przedstawi¢ w superpozyciji fal
stojgcych (drgan normalnych).

Uktady otwarte - fale biegngce, czyli fale wedrujgce od zrodta, ktére je wytworzyto
dziatajgc na osrodek otwarty sitg wymuszajaca.
Towarzyszy temu transport energii i pedu.

Zatozmy, ze w punkcie z=0, struna wykonuje drgania D(t)=Acos(wt)

ol N
N2 YA

Szukamy  W(z,t)
Dla z=0 w(0,t) = D(t) = Acos(wt)

Jesli zaburzenie rozchodzi sie ze statg predkoscig, to ruch elementu w punkcie
w chwili t, jest taki sam jak ruch elementu w punkcie z=0, ale w czasie t’
wczesniejszym o odstep czasowy jaki fala zuzywa, aby dobiec do punktu z...




Poniewaz: t'= ¢ -
U

®
w(z,t) =y(0,t') = Acos(wt') = Acos a)(t — Z] = Acos[a)t — a)ZJ

Uq) U(D

Dla ustalonego z, funkcja (z,f) przedstawia oscylacje harmoniczne w czasie...
W ustalonej chwili t, funkcja ¥ (Z,¢) przedstawia oscylacje harmoniczne przestrzenne..

o = k% —> w(z,t) = Acos(wt — kz)

Warto zapamietac:

w 2rv A
ok 2x/a T
Funkcja fazowa (faza)  @(z,t) = ot — kz
dp=0
Sledzenie statej fazy: ¢(z,t) = const wodi — kdz =0
Predkos¢ fazowa: dz @
L =
. o ar k
Wrocmy do fal na strunie.... [dp=0]



Fale biegnace

Klasyczne réwnanie falowe:
Oy _ 1 Oy 1,
or’° v 0z’ Lo

- predkosc¢ fazowa fali

Ogodlne rozwigzanie daje sie zapisa¢ w postaci sumy fal biegngcych
w lewo i w prawo.

w(z,t)=y (z+0t)+y,(z—Ur)

Wprowadzmy zmienne: & =z4+Ut N =zZ—Ut

ow _ov os oy on U(@w awj Py _, 0w _ov zuz(azhaz‘ﬂ_z@z‘”j

o0 oo ona og on) o alog on o8’ on* T odon
Oy _dy o& oy on _oy oy 82!/2/ _ofoy oy _0dy dy 0y
ot Of P on 6z & 577 o' az\ o6& on) oF 677 =ely

Podstawiamy do rownania falowego
oO'w 1 Oy O’y

— =4 " = ::> azw —
o> v’ oz Blaly, o0&on




Czyli rownanie falowe przyjmuje postac:
v
0gon

Catkujemy niezaleznie po kazdej ze zmiennych i otrzymujemy
rownanie w postaci sumy rozwigzan zaleznych jedynie od pojedyncze;

zmiennej € lub n:
0 (0 0 "
( Wj:o 5 Y

o0&\ on on
1t
y (1,€) = [ £ (dn +, (&)
1yt
v(1,6) =y, (S) +v, (1)
1t

y(z,t) =y, (z+0t)+y,(z-Ut)

lub w(z,t) =y (kz+ ot)+ v, (kz — ot)

w lewo W prawo



Rozwigzanie ogolne rownania falowego

Jesli w chwili w(2,0)= f(z2) f(z), g(z) — funkcje (rozsadne)
poczatkowej t=0 J 8(// odpowiednio dwukrotnie i
3 = g(2) jednokrotnie rézniczkowalne
Lo

Rozwigzanie klasycznego rownania falowego wyraza sie
za pomocg wzoru d’Alemberta :

zZ+Ut

w(z,1) = [ f(z+v0)+ f(z - Ut)]+ — j g(s)ds

z—Ut

Dowaod
Zapiszmy warunki poczatkowe:

(W(Z 0)=w,(2)+w,(2) = f(2)

a‘”(z 0)= Y10+ 2 ()= g(2)
0z on

N

Stad oy, oy, |1

1074 - Oz =Ug(z)




. SONG 0 1
Catkujemy obustronnie: Vi _ 9V, _ —g(2)
0z 0z U

Il

1 Z
vi(2)=vy(2) = [g(s)ds+C
Z pierwszego warunku

poczatkowego mamy  ¥,(2) +w,(2) = f(2)

Dodajac i odejmujac 1
stronami dostajemy:

= f@+ ECCE -

| C
Te rownosci sg spetnione ¥ (2) = 5 S S(2)- J.g(s)ds )
przy dowolnej wartosci

argumentu

@ zZ+Ut
. (z+0t) = ; f+on+ jg(s)ds L&

(- vt)—;f(z ut)—zng<s>ds—c

Zsumujmy obustronnie te wyrazenia..



w(z.0) = f(Z+Ut)42rf(Z—ut) N 21(){ ;[g(s)ds— ;[g(s)dsJ
Ty
(z.t) = f(z+ut);f(z—ut) N 2IUZ£;g(S)dS

Czego mielismy dowiesc!

Wygodnie jest czasem uzywac postaci

vzt GTOOTIE=00 L =Gz —on)
2 20

1 X
Gdzie funkcja G(x)= j o(s)ds
20 "



Interpretacja fizyczna

Rozwazmy sytuacije (W( z,0) = f(2)
<0
W 0 Predkos$¢ poczatkowa
L ot | _, 0 struny réwna zeru
f(z+vot)+ f(z—0r)
w(z,t)=
2
t=0 / \ z
> Brak zmiany ksztattu
wynika z barku dyspersji
I O Sans z tzn. w(k)=uk
inaczej impuls bedzie sie
t, — — ~ rozplywal...
>
—U v
t. <— = V4
3 T N N >
<—>




Odbicie fali — metoda przedtuzen

|. Jesli warunki poczatkowe dla nieskonczonej struny sg funkcjami nieparzystymi
wzgledem pewnego punktu z,, to rozwigzanie (z,,t) réwnania falowego

W punkcie z, jest zawsze rowne zeru.
ll. Jesli warunki poczatkowe dla nieskonczonej struny sg funkcjami parzystymi

wzgledem pewnego punktu z, to 5 jest zawsze réwne zeru.

y4

z=z,

Ad. I.Niechzy=0 ) f(z)=—f(-z), g(z)=-g(-2)

Q ut

1 1
p(O.0=_[f@)+fEonl+ - [gs)ds =0
v -Vt
Ad. Il. Dowdd analogiczny jak dla |. Korzystamy z tego, ze
df(z) _ df(-2)
dz dz

Teraz mozemy konstruowac odbicie fali od zamocowanego i swobodnego konca
struny...




Zmiana fazy przy odbiciu od sztywnego konca...

t=0 <:/\
— >
\\\ /// v
\’ >
<=
t, /\
< < >
‘\\\ //// Z
=
<=
1:3
Z >
I:\$\\/,// Z
<=
AN
= — >
Z
—




Brak zmiany fazy przy odbiciu od konca swobodnego...

t=0 //\I:> i <:I/\
2 N \i{ >
z
I
t /’, \\\ i
2 p . i/\
2 v\? )
|:/>\ :: <
ts /7\
s (Jf N )

t, N/ \
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