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Streszczenie

W pracy przedstawilem ograniczenie na najlepsza precyzje pomiaru réznicy przesunied
fazowych w interferometrze Macha-Zehndera ze stratami przy uzyciu stanéw scisnietego
i koherentnego. Rozwazylem zaréwno sytuacje, w ktoérej pomiar dokonywany jest dzieki
zliczaniu fotonéw na wyjéciu uktadu, jak i w ogélnym przypadku, bez ograniczania sie
do konkretnego pomiaru. Otrzymatem skalowanie Heisenberga w przypadku gdy straty
sa nieobecne oraz skalowanie na poziomie szumu $rutowego w przeciwnym przypadku.
Okazalo sie, ze nalezy uwzgledni¢ fakt iz opdznienie fazowe okreslone jest wzgledem
pewnego odniesienia, co wobec mozliwosci istnienia przesunie¢ fazowych w obu ramionach
uktadu skutkuje koniecznoscia traktowania problemu jako estymacji dwuparametrowej i
uwzglednienia dodatkowej wiazki odniesienia.
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Rozdziat 1

Wstep

Pomiar op6znienia fazowego jest jedna z najwazniejszych metod wykorzystywanych
w badaniach réznych zjawisk fizycznych. Nie dziwi wiec fakt dtugotrwaltych poszukiwari
procedur majacych na celu uzyskanie jak najlepszej precyzji takich pomiaréw. Mimo to,
przez dtugi czas najlepsza mozliwa do uzyskania precyzja osiggata tzw. Standard Quan-
tum Limit (SQL) czyli granice zwyklego szumu $rutowego, mozliwa, do uzyskania nawet
przy uzyciu zasobéw wytacznie klasycznych i przewidywana réwniez przez teorie potkla-
syczna. Przelom nastapit w latach 80. wraz z praca Cavesa [1], w ktorej wykorzystat
on $wiatto Scisniete do detekcji matych przesunieé¢ jednego z ramion w interferometrze
Michelsona, co miato ulepszy¢ precyzje pomiaru fal grawitacyjnych. Dzieki temu po raz
pierwszy pojawit sie rezultat teoretyczny przekraczajacy SQL. W kolejnych latach poja-
wialy sie kolejne rezultaty dajace precyzje przewyzszajaca granice szumu srutowego, uzy-
skano takze nows, nieprzekraczalng granice, wynikajaca z mechaniki kwantowej. Granica
ta, zwana granica Heisenberga (Heisenberg Limit), daje najlepsze mozliwe do uzyskania
skalowanie precyzji fazy wraz ze wzrostem $redniej liczby fotonéw uzytych do pomiaru.

Sposrod wielu uktadéw wykorzystywanych do mierzenia fazy, na szczegdlnag uwage
zastuguje interferometr Macha-Zehndera. Jest to jeden z podstawowych uktadow, znaj-
dujacy zastosowanie w wielu dziedzinach, poczawszy od badan fizycznych, a skoriczywszy
na renowacji dziet sztuki. Pojawilo sie zatem pytanie o najlepsza mozliwa precyzje po-
miaru, ktérag mozna w takim uktadzie uzyskaé. Kolejnym problemem, ktéry nalezalo
rozwigzaé, aby uzyskaé¢ bardziej realistyczne wyniki, byto uwzglednienie strat, ktore sa
nieuniknione w eksperymentach. Szczegdlnie obiecujace wydaje sie uzycie wiatta w sta-
nie koherentnym (klasycznego) oraz niewielkiej domieszki §wiatla w stanie Sci$nietym,
gdyz jest to obecnie najltatwiejszy do generacji stan nieklasyczny.

Kolejnym pytaniem, na ktére nalezy odpowiedzie¢, jest uwzglednienie dodatkowych
modéw odniesienia, na ktére przesuniecie fazy nie wplywa, ale z ktérych mozemy korzy-
sta¢ w procedurze pomiarowej. Obecnos¢ takiego dodatkowego modu odniesienia moze
zasadniczo zmieni¢ mozliwa do uzyskania precyzje, o czym nalezy pamietaé, rozwazajac
konkretne uktady. Szczegdlnie wazne sa tu dwa przypadki. Pierwszy: gdy nie mamy do-
datkowej wiazki odniesienia, uzywamy woéwczas tylko wiazek sygnatowych do pomiaru.
Drugim zas§ waznym przypadkiem jest sytuacja w ktérej mamy do dyspozycji klasyczny



mod odniesienia, czyli wiazke o nieskoriczonej liczbie czastek.

W mojej pracy postaralem sie odpowiedzie¢ na powyzsze pytania. W rozdziale dru-
gim podatem wprowadzenie do teorii estymacji oraz krotki wstep historyczny dotyczacy
pomiardéw z uzyciem §wiatta. Szczegolng uwage zwrdcitem na problem estymacji wielopa-
rametrowej, ktéry nalezy uwzgledni¢ przy rozwazaniu najogélniejszych pomiaréw kwan-
towych w ukladach takich jak interferometr Macha-Zehndera, a ktéry bywa pomijany
w literaturze na ten temat. W rozdziale trzecim podalem rezultaty obliczent dotyczace
optymalnej precyzji pomiaru opdznienia fazowego w interferometrze Macha-Zehndera w
obecnodci start za pomocy zliczania liczby fotonéw i przy wykorzystaniu swiatta w sta-
nie koherentnym z niewielky domieszka swiatta w stanie §cisnietym. Rozdzial czwarty
poswiecitem na oméwienie najlepszej mozliwej precyzji przy uzyciu wyzej wymienionych
stanéw i w tym samym ukltadzie, jednak bez wiezu ograniczajacego mozliwe pomiary
do zliczania fotondéw. Szczegdlng uwage poswiecitem wykazaniu roznic, jakie pojawiajg
sie w obliczeniach teoretycznych, jesli nie uwzgledni sie we wtasciwy sposoéb wielopara-
metrowosci tego problemu. W rozdziale piagtym przeprowadzitem rozwazania dotyczace
optymalnej precyzji pomiaru w obecnoéci dodatkowego modu odniesienia w stanie ko-
herentnym, podatem tez graniczne przypadki w sytuacji, gdy taki mod jest nieobecny,
badz tez gdy przechodzi do granicy klasycznej (nieskoriczona liczba fotonéw). W ostatnim
rozdziale umiedcitem zakonczenie i podsumowanie calej pracy.



Rozdziat 2

Teoria estymacji i kwantowa natura Swiatfa

Informacje o jakichkolwiek wielkogciach fizycznych jestesmy w stanie otrzymaé tylko
poprzez pomiar. Czasem, aby zmierzy¢ jakas skomplikowang wielko$¢, konieczne jest uzy-
cie zaawansowanej aparatury eksperymentalnej, a czasami wystarczy tylko spojrzeé, np.
gdy chcemy poznaé kolor krzesta. Wszystkie te operacje sa jednak pomiarami, w ktérych
oddziatujemy w jaki$ sposéb z badanym uktadem. Nawet gdy po prostu patrzymy na
cialo, to rejestrujemy swiatlo, ktére zostalo przez nie odbite lub wyemitowane. Wiele
wielkodci podlega bezposrednim pomiarom, np. dtugoéé stolu mozemy zmierzyé przy
uzyciu miarki, niektére jednak, bardziej skomplikowane, trzeba mierzy¢ w sposoéb po-
$redni. Dokonujemy woéwczas pomiaru jakiej$ innej wielkosci zaleznej od badanej i na
jej podstawie wnioskujemy o jej wartosci. Taka procedure nazywamy wtasnie estymacja
parametru, gdzie jako parametr traktujemy szukang przez nas wielkos¢. Oczywidcie, jak
w kazdej procedurze eksperymentalnej, takze i tutaj otrzymany przez nas wynik bedzie
obarczony pewng niepewnoéciag. W tym jednak przypadku zalezy ona nie tylko od uzytej
aparatury, ale réwniez od sposobu, w jaki wnioskujemy o wartosci szukanej wielkosci na,
podstawie wynikéw pomiaréw.

Podstawowym celem estymacji jest znalezienie jak najlepszego oszacowania na war-
tos¢ poszukiwanego parametru. Oznacza to, ze chcemy poznaé¢, w jaki sposob z wynikdéw
pomiaréw skonstruowaé¢ wielkosé najlepiej przyblizajaca parametr. Taki sposéb nazy-
wamy estymatorem i jest on pewna funkcja wynikéow pomiardéw. Oczywiscie, im lepszy
estymator, tym bardziej zblizona warto$¢ do wartosci prawdziwej parametru powinien da-
wac. Oznacza to takze, ze niepewnosé¢ znajomosci parametru, powodowana przez uzycie
tego estymatora, powinna by¢ jak najmniejsza.

Ponizej przedstawie krotkie wprowadzenie do klasycznej teorii estymacji, najpierw na
przyktadzie estymacji jednego parametru, a nastepnie oméwie ogélny przypadek estyma-
cji wieloparametrowej. Na koricu tego rozdziatu opisze tez pokrotce historie pomiaréw z
uzyciem $wiatta oraz opisze uogdlnienie estymacji klasycznej na problemy kwantowe.



2.1. Ogélne definicje

Teoria estymacji zajmuje sie problemem znalezienia jak najlepszego oszacowania (es-
tymatora) na poszukiwana wielkos¢. Zatozmy, ze mierzymy n wielkosci z;, 1 = 1,2,...,n,
ktore zwigzane sg z pewnymi parametrami 6; j = 1,2,...,m w ten sposéb, ze sta-
nowia zmienne losowe 7 rozktadu p(z1,z2,...,2,|01,602,...,0m) = p(x|0), gdzie x =
(x1,22,...,2pn), @ = (01,02,...,0,,). Naszym celem jest poznanie wartosci nieznanych
parametréw 60; z wynikéw pomiaréw wielkosci z;. W tym celu tworzymy funkcje éj (x)
zwane estymatorami, ktore dajg nam oszacowanie wartosci ;. Estymatory, jako dowolne
funkcje zmiennych x;, dzielg sie na rézne klasy w zaleznosci od swoich wtagciwosci. Nie-
ktore z tych klas sa bardziej uzyteczne niz inne, dlatego tez warto wiedzie¢ jakie sa ich
cechy.

Jednym z podstawowych wymagan stawianych wobec estymatoréw jest, aby oszaco-
wanie parametru 6; nie réznito si¢ za bardzo od jego prawdziwej wartoéci. Oznacza to,
ze chcemy by estymator srednio dawal w wyniku wartosé rowna prawdziwej. Wymaganie
to mozna zapisa¢ w nastepujacy sposéb

E[b;] = 6;, (2.1)

gdzie 0; oznacza prawdziwg wartos¢ estymowanego parametru. Estymatory spelniajace
warunek (2.1) nazywamy nieobciazonymi i dalej bedziemy zajmowac sie tylko i wytacznie
nimi.

Natozenie warunku nieobcigzenia na estymatory nadal daje catkiem duza doze swo-
body w ich wyborze. Chcielibysmy jednak, aby nasz estymator byt jak najlepszy, co
oznacza w tym wypadku, ze jego wariancja powinna by¢ jak najmniejsza, gdyz wtedy
bedziemy znali prawdziwa warto$¢ parametru z najmniejsza niepewnoscia.

2.2. Estymacja jednoparametrowa

W celu utatwienia wprowadzenia, a takze dlatego, ze jest to jeden z najczesciej roz-
wazanych przypadkéw, zajmijmy sie najpierw estymacja jednego parametru. Oznacza to,
ze mierzymy n wielkosci x;, ¢ = 1,2,...,n zwiazanych z parametrem 0, ktérego wartosé
pozostaje nieznana. Chcielibyémy teraz wybraé¢ estymator é(ar:), ktory da nam najlepsze
oszacowanie na 6. Naszym celem jest wiec znalezienie takiego estymatora, by Af byto
jak najmniejsze. Jesli posiadamy jakis estymator bedacy funkcja mierzonych wielkogci, to
w celu wyznaczenia wariancji oszacowania szukanego parametru wystarczy postuzy¢ sie
liniowa propagacja btedu. W przypadku, gdy mierzymy tylko jedna wielkoé¢ wariancja
estymatora jest dana wzorem: " ,

A\2
(AG)? = (%Ax)

Jesli mierzymy wiecej niz jedna wielkosé i na ich podstawie dokonujemy estymacji

parametru 6 to wowczas musimy zastosowaé uogdlnienie powyzszego wzoru:

(Ad)? = Z 00 () 06 ()

ig—=1 69:Z 8£Cj

(2.2)

cov[z;, ;]

(2.3)



gdzie cov(z;, x;] = (x;x;) — (x;)(x;) oznacza kowariancje zmiennych z; i x;.

Powyzsze réwnania pozwalaja na wyznaczenie doktadnosci estymacji przy zadanym
estymatorze, nie moéwia jednak nic o optymalnym przypadku. Chcieliby$my wiec zop-
tymalizowa¢ (zminimalizowaé¢) A€ po roznych estymatorach, aby znalezé¢ najlepszy es-
tymator. W ogoélnosci jest to trudne zadanie, mozna jednak zadowoli¢ sie czyms nieco
tatwiejszym. Mozemy sie¢ bowiem zastanowi¢, jaka jest najmniejsza mozliwa do uzyskania
wariancja estymatora bez wzgledu na estymator. Prosciej méwiac, chcielibydmy uzyskaé
ograniczenie dolne na Af obowiazujace dla wszystkich estymatoréw nieobciazonych. Za-
danie to nie wyglada na tatwe, mimo to jest wykonalne. Wprowadzmy nastepujaca wiel-
kos¢, zwana klasyczna informacja Fischera (zakladamy przy tym, ze p(x|0) sa wszedzie

rozniczkowalne):
1 /sdp(x]0)\2
F(6) :%:p(w!@( de ) . (2.4)

Informacja Fischera jest w ogdlnodci wielkoscia zalezng od 6 1 daje pewna miare zmien-
nosci rozkladu p(x|f). Dla estymatoréw nieobciazonych zachodzi nier6wnosé¢ Cramera-
Rao:

Af > \/IF (2.5)

Dla dowodu tej nieréwno$ci wystarczy rozwazy¢ wielkosci Ay = 6(x) — 0 i
B, = P(;\G) %p(ww) i skorzystac¢ z nieréwnosci Schwarza:

(3 42(al0)) (X Banal0) > (3 pl(al)A.B.) (26)

Poniewaz nasz estymator jest nieobcigzony, zachodzi 3, A2p(x]0) = (Af(z))?
S B2p(x|0) = F(0), zatem dostajemy, ze

(A0(2))2F(9) > > (0(z)- )389 (x]0) = (Ze p(z|0) ) Zp (z]0) = 79 =1.
x
(2.7)
7 racji, ze informacja Fischera daje najmniejsza mozliwa wariancje ze wszystkich esty-
matorow, dalej bedziemy uzywaé oznaczenia Af i nazywaé te wielkosé precyzja pomiaru
parametru 6.

Kwestia warta uwagi jest problem osiagniecia granicy danej przez informacje Fischera,
tzn. znalezienia estymatora dla ktdrego jest ona osiggana. Okazuje sie, ze jesli bedziemy
powtarzac¢ eksperyment k razy (tzn. robimy k razy ten sam zestaw pomiaréw), to w
granicy k — oo mozemy podaé estymator tzw. maximum likelihood, ktéry daje precyzje
pomiaru parametru rowna Af = \/% Oznacza to, ze doktadnos¢ estymacji dana poprzez
informacje Fischera, jest osiggana asymptotycznie, dla bardzo duzej liczby powtoérzeri
eksperymentu.

Jak juz byto napisane wczesniej, informacja Fischera jest zalezna od prawdziwej war-
todci estymowanego parametru. Oznacza to, ze jest ona wielkoscig lokalng, tzn. daje w
efekcie precyzje pomiaru parametru, jesli jesteSmy juz dostatecznie blisko jego prawdziwej



wartosci. Oszacowanie na precyzje, dane roéwnaniem (2.5), bedzie mozliwe do osiagnie-
cia tylko wtedy, gdy poczatkows czeé¢ pomiaréw przeznaczymy na zblizenie sie wartosci
estymowanego paranietru do wartosci prawdziwej, a nastepnie, posiadajac juz te infor-
macje, uzyjemy na pozostatej reszcie wynikéw optymalnego estymatora do precyzyjnego
wyznaczenia wartosci estymowanego parametru [15].

2.3. Estymacja wieloparametrowa

W ogélnym przypadku mozemy dokonywaé estymacji wielu nieznanych parametréow
0;, 7 = 1,2,...,m na podstawie pomiaréw innych wielkosci z;, ¢« = 1,2,...,n. Mamy
wowcezas do czynienia z réznymi estymatorami, na ktére chcielibyémy nalozyé podobne
warunki co poprzednio. W szczegélnoéci chceieliby$my, by wariancja kazdego z estymato-
réow byta jak najmniejsza. Tak samo jak w poprzedniej sekcji, znalezienie zespotu opty-
malnych estymatoréw jest zadaniem trudnym, da sie jednak uzyskaé odpowiednik nie-
rownosci Cramea-Rao, czyli uzyskaé ograniczenie dolne na wariancje obowiazujace dla
wszystkich estymatoréw nieobciazonych.

Definiujemy macierz informacji Fischera w nastepujacy sposéb:

Fi1 Fia Fip,
Fyy Foo ... Fop

F = ] ] ) ] , (2.8)
Foi1 Foo ... Fom

gdzie Fj; =Y, p(il9) 6”5;_'0) 8”5;!6) = Fj;. Korzystajac z macierzy (2.8), mozemy zapisaé

uogdlnienie nieréwnodci Cramera-Rao na przypadek estymacji wieloparametrowej:

A >\ (F V)i (2.9)

Dowod powyzszego wzoru mozna znalezé w [16]. Z postaci nierownosci (2.9) wynika, ze
w ogo6lnodci musimy uwzglednié cata macierz Fischera, bo jest to konieczne, by znalezé
macierz odwrotng wystepujacg w nieréwnosci Cramera-Rao.

Podobnie jak w przypadku estymacji jednego parametru, takze tutaj precyzja, dana
rownaniem (2.9) jest osiggana w granicy bardzo duzej liczby powtorzen eksperymentu.
W sytuacji tej mozemy bowiem skonstruowaé¢ estymator maximum likelihood. Kolejng
rzecza warta uwagi jest fakt, ze I}; sa w ogdlnosci funkcjami prawdziwych wartosci
parametréow 6. Oznacza to, ze rowniez w tym przypadku precyzja kazdego z parametrow
jest dana tylko lokalnie, czyli musimy w jaki$ sposéb wiedzieé wezesniej w poblizu jakiej
wartosci przeprowadzamy estymacje (na przyktad dokonujac kilku pierwszych pomiaréw
po to, by zblizy¢ si¢ do wartosci prawdziwej).

Szczegbdlnym przypadkiem estymacji wieloparametrowej jest estymacja dwoch para-
metréow, ktora bedziemy rozwazaé¢ w dalszej czedci pracy. Dla tej sytuacji macierz infor-
macji Fischera ma nastepujaca postac:

i1 Fig
F = . 2.10
< Fi9 Iy ) ( )



Stad mozemy znalezé optymalng precyzje pomiaru parametréw 6 i 02, otrzymujac zgod-
nie z wzorem (2.9)

Fyo
FyoFyy — F2)'

F1q
FooFyy — F2'

Ay = (2.11)

Ay = (2.12)

Wiecej informacji na temat estymacji parametrow mozna, znalez¢ w wielu ksigzkach, np

w [16] lub [17].

2.4. Pomiary z uzyciem $wiatta

Historia pomiaréw z uzyciem éwiatta siega najdawniejszych czaséw. Mozna wrecz
powiedzieé, ze wickszosé eksperymentéw z wezesnego okresu fizyki wykorzystywata swia-
tto, gdyz polegaly one na wzrokowej obserwacji pewnych zjawisk. Pomijajac jednak ten
aspekt, badania i rozwazania dotyczace samego swiatta prowadzono juz od starozytno-
sci. W epoce renesansu pojawity sie dwie konkurencyjne idee dotyczace natury $wiatta,
mianowicie idea korpuskularna zaktadajaca, ze §wiatto ztozone jest z czastek, oraz teo-
ria gloszaca, ze Swiatto jest fala. Rozstrzygniecie, ktora z tych teorii jest prawdziwa,
nastapito znacznie pdzniej, bo dopiero na poczatku XIX wieku, a dokonal go Thomas
Young, rozwazajac interferencje dwoch wiazek $wiatta. Otrzymanego wzoru interferen-
cyjnego nie dalo sie tatwo wyjasni¢ za pomoca teorii korpuskularnej, natomiast teoria
falowa ttumaczyta to zjawisko w sposéb naturalny.

W XIX wieku nastapit dalszy rozwéj wiedzy o swietle; odkryto, ze jest ono tak na-
prawde promieniowaniem elektromagnetycznym, dzieki czemu udato sie je potaczyé z
pozostala czedcia fizyki klasycznej. Pomimo tych niewatpliwych sukceséw, na poczatku
XX wieku okazalto sie, ze obowigzujace teorie trzeba zmienié. Za sprawa zmian w teorii,
ktore byty konieczne, aby dobrze opisa¢ zjawiska takie jak promieniowanie ciata dosko-
nale czarnego lub efekt fotoelektryczny, pojawito sie w fizyce pojecie fotonu, czyli swoistej
sczastki $wiatta”. Szybki rozwdj mechaniki kwantowej sprawit, ze w krétkim czasie udato
sie teoretycznie opisaé¢ sposéb oddziatywania §wiatta z materia, a w efekcie odkryé¢ wiele
nowych zjawisk. Dzieki pracom Glaubera, w latach 60. pojawita sie kwantowa teoria spoj-
nodci §wiatta, przewidujaca nowe zjawiska, takie jak antygrupowanie fotonéw. W ciaggu
nastepnych lat przewidziano i potwierdzono do$wiadczalnie wiele efektéw bedagcych od-
zwierciedleniem kwantowej natury $wiatta. Udalo sie takze wykorzystaé te zjawiska do
badan innych przewidywan mechaniki kwantowej w réznych dziedzinach fizyki, jak row-
niez poza nia.

Oczywidcie, wraz z rozwojem wiedzy o naturze §wiatta i zwigzanych z tym efektéw,
rozwijaly sie rozmaite metody eksperymentalne wykorzystujace swiatto do badania in-
nych zjawisk. Nalezy tu wymieni¢ przede wszystkim powstala na poczatku XIX wieku
spektroskopie. Dzieki niej udato sie zbadaé¢ sktad atmosfery Stonca (co przez wieki byto
przytaczane jako przyktad wiedzy dla czlowieka nieosiagalnej) i odkry¢ nowy pierwiastek
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- hel. Gléwnym jednak osiggnieciem bylo wykazanie, ze kazdemu pierwiastkowi odpo-
wiada pewne charakterystyczne widmo, ujawniajace sie pod postacia linii spektralnych.
Dzieki temu odkryciu stato sie mozliwe badanie - przy wykorzystaniu §wiatta - sktadu
rozmaitych zwigzkéw chemicznych.

Dzigki znajomosci i podstawom teoretycznym zjawiska interferencji rozwineta sie
takze interferometria. Pozwalata ona poczatkowo na doktadne pomiary dlugosci i pre-
cyzyjna metrologie. Chyba najstynniejszym doswiadczeniem wykorzystujacym interfero-
metr byt eksperyment Michelsona-Morleya z 1887 roku. Doswiadczenie to wykazato, iz
Ziemia nie porusza sie wzgledem eteru, bedacego hipotetycznym osrodkiem, w ktérym
rozchodzg sie fale elektromagnetyczne. Stalo sie to podstawg do stworzenia teorii wzgled-
nosci. Wraz z rozwojem fizyki badano przy uzyciu interferometrii coraz to nowe zjawiska
dajace w efekcie roznice faz wigzek w interferometrze. Tworzono takze nowe interferome-
try takie jak - obecnie jeden z najczesciej stosowanych - interferometr Macha-Zehndera,
czy interferometr Sagnaca.

Wynalezienie lasera w 1960 roku oznaczato prawdziwy przetom nie tylko w optyce, ale
tez w wielu innych dziedzinach fizyki. Wynalazek ten umozliwit bowiem dostep do tanich
i tatwych w konstrukcji zZzrédet monochromatycznego swiatta o bardzo duzej spéjnodci.
Dzieki temu mozliwe byto zwiekszenie doktadnosci pomiaréw oraz obserwacja wielu no-
wych zjawisk takich jak np. parametryczny podzial czestosci, czy tez rozne efekty optyki
nieliniowej. Lasery staly sie w krotki czasie bardzo popularnymi urzadzeniami, wyko-
rzystywanymi obecnie niemal wszedzie, od skomplikowanych proceséw przemystowych,
poprzez komputery, konserwacje dziet sztuki, medycyne, az po wskazniki do tablicy.

Od lat 60. datuje sie gwaltowny rozwo6j optyki kwantowej, zajmujacej sie badaniem
kwantowej natury $wiatla. Zastosowanie coraz doskonalszych laseré6w i innych nowocze-
snych technologii, pozwolito na generacje zupetnie nowych stanéw §wiatta o niespotyka-
nych wczesniej wtadciwosciach, takich jak np. stany $cisniete lub stany splatane. Pozwolito
to na badanie czysto kwantowych wtasnosci $wiatta (i nie tylko $wiatta), jak splatanie czy
interferencja jednofotonowa. Réwniez przy uzyciu §wiatta dokonuje sie doswiadczalnych
realizacji takich proceséw, jak teleportacja kwantowa, czy tez schematéw przewidzianych
przez informatyke kwantowa

W tym czasie rozwijata sie rowniez interferometria. Dokladno$¢ pomiaréw interfe-
rometrycznych, nawet przy wykorzystaniu laseréw, byla ograniczona przez tzw. szum
srutowy, co powodowato to trudnosci w detekcji zjawisk, ktorych efektem byty bardzo
male przesuniecia fazowe miedzy wiazkami interferometrow. Jednym z najwazniejszych,
do tej pory niepotwierdzonych, zjawisk z tej klasy sa przewidywane przez ogélng teorie
wzglednosci (ktora, swoja droga, rozwineta sie m.in. dzigki wspomnianemu wezesniej eks-
perymentowi Michelsona-Morleya) fale grawitacyjne. W celu ich wykrycia prowadzi sie
skomplikowane eksperymenty, ktorych podstawa jest wlasnie interferometria. Poniewaz
ewentualne efekty powodowane przez te fale sa bardzo mate, wazna jest jak najwiecksza
doktadnosé tych pomiaréw. Byt to bodziec, ktory zapoczatkowal metrologie kwantowa
(quantum enhanced metrology). W latach 80. Caves [1] zaproponowal uzycie stanow $ci-
snietych do zwiekszenia precyzji pomiaréw, co pozwolito na pokonanie bariery szumu
srutowego. W kolejnych latach pojawity sie nastepne rezultaty teoretyczne, przewidujace
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zwiekszong dokladnos$é¢ pomiaréw w réznych uktadach i przy uzyciu $wiatta w réznych
stanach kwantowych ([2-6]). W latach 90. Brauenstein i Caves [7]| wyznaczyli nowe ogra-
niczenie na precyzje, zwane granica Heisenberga. W kolejuych latach pojawity sie rézne
propozycje kwantowych stanow §wiatta osiggajacych te granice, m.in. stany NOON. Wraz
z rozwojem optyki dogwiadczalnej mozliwa stata sie realizacja tych przewidywan dzieki
uzyskiwaniu coraz to lepszego $wiatta $cisnietego oraz coraz lepszych stanéw splatanych.
Ostatnie wyniki eksperymentalne [14] sugeruja, ze mozliwa jest produkcja kwantowych
stanow maksymalnie splatanych (stanow NOON) o dowolnie wysokiej liczbie fotonow,
co pozwolitoby na znaczne zwiekszenie doktadnosci pomiaréw interferometrycznych, jak
i znalazto szereg innych zastosowan. Produkcja tych stan6w odbywa sie jednak przy
wykorzystaniu modelu rozwazanego juz przez Cavesa, mianowicie mieszania stanu kohe-
rentnego i $cidnietego.

2.5. Stany koherentne i Scisniete - wprowadzenie

W pracy bede bardzo czesto rozwazaé pewne szczegélne stany §wiatta, mianowicie
stany 4cisniete 1 koherentne. Sa one jednymi z najczesciej rozpatrywanych i stosowanych
stanéw swiatta. Ponizej podam ich podstawowe wlasnosci
Najpierw rozwazmy jednomodowe stany Focka. Sa to stany wlasne hamiltonianu swo-
bodnego pola elektromagnetycznego H= fw(ata + %) Podstawowa ich wtasnoscia jest
dobrze ustalona liczba czastek. Dzieje sie tak, gdyz sa one réwniez stanami wlasnymi
operatora liczby czastek 7 = afa. Dla stanow Focka zachodzi dodatkowo nastepujaca
rOWNos¢:

(ah)"
Vn!

gdzie |vac) oznacza stan prozni, czyli stan podstawowy hamiltonianu swobodnego pola
elektromagnetycznego (stan o najnizszej energii).
Stany Focka tworza baze ortonormalng ((n|m) = 0y m, 2., [n)(n] = 1).

Kolejna wtasciwoscia stanéw Focka jest fakt, ze nie niosg one zadnej informacji o
fazie. Gdy stan Focka przechodzi przez przesuniecie fazowe &, to jest on poddawany
przeksztalceniu |n) — e™|n), co - z racji, iz mechanika kwantowa jest niezmiennicza
wzgledem mnozenia stanéw przez globalng faze - sprawi, ze stan nie ulegnie zmianie.
Oczywiscie, jesli mieliby$my do dyspozycji superpozycje stanéw Focka, sytuacja mogtaby
wyglada¢ inaczej.

Wytwarzanie stan6w Focka napotyka duze trudnosci eksperymentalne. Przeprowa-
dzono juz doswiadczenia, w ktorych produkowane byly stany |n) o niewielkiej liczbie
fotonéw, niestety nie udato sie do tej pory utworzyé stanéw z duzg liczbg czastek.

Jegli chodzi o stany koherentne, zwane tez stanami spojnymi, to definiujemy je jako
stany wlasne operatora anihilacji.

lvac). (2.13)

n) =

ala)y = ala) (2.14)

gdzie a jest dowolng liczbg zespolong. Stany koherentne mozna zapisaé jako superpozycje
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stanéw Focka z odpowiednimi wagami:

a2 i a”
o) =e" 27 Y —=|n). (2.15)
—ovn!
7 powyzszego réwnania wida¢, ze stany koherentne posiadaja poissonowska statystyke
czastek, tzn. wyniki pomiaru liczby czastek w takim stanie maja rozkltad Poissona. Ozna-
cza to jednak, iz nie maja one dobrze ustalonej liczby czastek. Mozna jednak przyja¢, w
analogii do stanéw Focka, ze posiadaja pewna srednig liczbe czastek:

(aa’alo) = |af?. (2.16)

W przeciwienistwie do stanéw Focka, stany koherentne moga nie$¢ pewng informacje
o fazie. Po przejéciu przez przesuniecie fazowe ¢, stan koherentny przeksztatca sie w
nastepujacy sposoéb:

_M o0 a™ _M o0 eimpan i
la) =e” 2 ZWW—W 2 ZWW:W a). (2.17)
n=0 : n=0 :

Warto zwrdcié uwage, ze ta operacja nie jest po prostu mnozeniem calego stanu przez
wspélng faze. Kazdy czynnik o ustalonej liczbie fotonéw jest tu mnozony przez inng faze,
zatem w efekcie dostajemy istotnie inny stan wyjéciowy.

Zauwazmy, ze aby w pelni scharakteryzowaé stan koherentny |a) konieczna jest zna-
jomos¢ a = |ale®, bedacej w ogodlnosci liczba zespolona. Oznacza to ze musimy znaé
dwie wielkodci: |al, co nie jest trudne, wystarczy bowiem w tym celu zna¢ srednia ilogé
fotonéw w wiazce $wiatta, oraz faze &, ktéra mozemy zdefiniowaé tylko wzgledem jakiejs
innej wiazki odniesienia. Jesli byliby$my pozbawieni wiazki odniesienia, to nie bylibysmy
w stanie poznaé¢ fazy stanu koherentnego i w efekcie, rozwazany przez nas stan musieli-
byémy po fazie usrednié¢, otrzymujac stan mieszany dany nastepujaca macierza gestosci:

A — %‘ i€ i€ _ N a2l 218
p= [ Grlac)aet| = 3= e n) . (2.18)
n=0
To réwniez jest stan o poissonowskiej statystyce czastek, jednak - w przeciwienistwie do
stanu koherentnego - jako zwykta mieszanina statystyczna stanéw Focka, nie niesie zadnej
informacji o ewentualnej fazie. Oznacza to ze obecnos$¢ dodatkowej wiazki odniesienia
moze wplywaé na estymacje fazy przy uzyciu $wiatta, co omowie w dalszej czedci pracy.
Obszerniejsza dyskusje powyzszego problemu mozna znalezé w pracach [19-22].
Stany $cisniete definiujemy przy uzyciu operatora sciskania

S(re?) = exp [%(re_wdz - rew&Tz)}. (2.19)

Dzialajac operatorem danym réwnaniem (2.19) na stan prozni, dostajemy stan $cisniete;
prozni, ktoéry dalej bedziemy nazywaé tez po prostu stanem §Scisnietym.

S(re?)|vac) = |re®). (2.20)
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Stan Scisnietej prézni, podobnie jak stan koherentny, mozna zapisaé¢ w postaci superpo-
zycji stanow Focka:

m Z (tghr)n/2H\/%) i"9/2|n> (2.21)

re'?) =

. n/2
gdzie H,(0) = % dla n parzystych i 0 dla n nieparzystych, oznaczaja wartosci
2
n-tych wielomianéw Hermitte’a w 0. Z rownania (2.21) widaé¢ wiec, ze stan Scisniety
zawiera tylko czynniki o parzystej liczbie czastek. Stany te nie maja dobrze ustalonej

liczby czastek, mozemy jednak wyznaczy¢ ich érednig liczbe
(re®|ata|re) = sinh?r. (2.22)

Jak wida¢, wbrew nazwie, stan écisnietej prézni zawiera niezerowa liczbe czastek.

Podobnie jak w przypadku stan6w koherentnych, tak samo stany cidniete moga niesé
informacje o fazie. Po przejéciu przez przesuniecie fazowe €, stan |re?) ulegnie przeksztal-
ceniu

> o Z (tghr>n/2H\/T(7(!))€m9/2‘n> R
tghr\n/2 H,(0
\/Coshrz( : ) \/%)

|re

ein9/2+in¢‘n> ’7“6 t9+250)> (2.23)

Swiatlo w stanach $ciénietych wytwarza sie dzieki réznym procesom nieliniowym.
Najczesciej stosowana technika jest wykorzystanie zjawiska zwanego parametrycznym
podziatem czestosci. Konieczne jest w tych sposobach uzycie krysztaléw z nieliniowa
podatnoscia, ktore oswietla sie zwyklym swiattem laserowym.

Aby pokazaé¢ inna wazng ceche stanow $cisnietych i koherentnych, definiujemy ope-
ratory kwadratur:

= (a+a) (2.24)
(2.25)

<
>
e
|
S
N—

Komutator tych operatoréw jest rowny [z, y] = 2i, stad dostajemy zasade nieoznaczono-
sci:
AzAy > 1. (2.26)
Okazuje sie, ze dla stan6w $cignietych i koherentnych powyzsza nier6wnosé jest wysy-
cana, tzn. AxAy = 1. Jest to powdd, dla ktérego mowi sie, ze stany te tworza klase sta-
néw o najmniejszej nieoznaczonosci. Dla stanow koherentnych obowigzuje Az = Ay = 1.
7 kolei stany $ci$niete wykazuja w ogodlnodci wlasciwos¢é Ax # Ay, zatem z racji obo-
wigzywania nieréwnosci (2.26) okazuje si¢, ze zwickszajac wariancje jednej kwadratury,
obnizamy wariancje drugiej, a co za tym idzie, mozemy mierzy¢ jedna z kwadratur ze
zwiekszong precyzja niz w przypadku uzycia stanu koherentnego. Jest to jedna z przyczyn
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dla ktorych rozwaza sie zastosowanie stanéw $cidnietych w pomiarach interferometrycz-
nych wymagajacych duzej doktadnosci. Przesuniecie fazowe wpltywa bowiem na to ktéra
kwadrature mozemy mierzy¢ z jaka dokladnoscig. Aby lepiej to zobaczy¢ przedstawmy
stany przy pomocy rysunku w przestrzeni fazowej. Jesli zrobimy wykres na ktorego jednej
osi bedziemy odktada¢ wartosci kwadratury & a na drugiej wartosci § na danym stanie,
to, poniewaz kazda z kwadratur jest dana z pewng niepewnoscig Az, jako reprezentacje
stanu przyjmiemy obszar o charakterystycznych wielkosciach danych przez Az i Ay i
znajdujacy sie w punkcie o wspotrzednych (), (7).

Dla stanu koherentnego |a) = ||a|e’®) niepewnogci obu kwadratur sa sobie réwne,
wiec reprezentujemy go przez koto o promieniu 1 i §rodku w punkcie 2Re(a) = 2|a cos &,
2Im(a) = 2|a|siné. Jesli stan taki przejdzie przez przesuniecie fazowe ¢, dozna trans-
formacii ||ale®) — ||ale€T¥)), czyli srodek kota bedzie teraz w punkcie (2|a|cos(€ +
©),2|alsin(€ 4+ ¢)). Nie wplywa to jednak na wartosci Az i Ay, wiec w tym przypadku
dostaniemy taka sama niepewno$¢ pomiaru mierzac dowolng z kwadratur. Schematyczny
rysunek jest dla stanu koherentnego znajduje sie na rys. (2.1)

Y

Rysunek 2.1: Rysunek ilustrujacy zachowanie sie stanu koherentnego pod wpltywem prze-
suniecia fazowego . Szare koto reprezentuje poczatkowy stan koherentny, zas przerywany
okrag stan po przejsciu przez przesuniecie fazowe.

Stan &cisnietej prozni zachowuje sie jednak inaczej. W tym przypadku mamy wa-
riancje jednej z kwadratur mniejsza od drugiej, co ilustrujemy uzywajac, zamiast kota
7 poprzedniego przykladu, elipsy o pétosiach réwnych odpowiednio Az i Ay. Jesli stan
Scisniety przejdzie przez przesuniecie fazowe ¢, to elipsa obroéci sie o odpowiedni kat.
Jak wida¢ z rys. (2.2), na ktérym proces ten zostal przedstawiony graficznie, dla stanu
po przesunieciu fazowym wariancje kwadratur nie sa juz réwne poétosiom elipsy. Jedna z
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niepewnoéci wzrosta, podczas gdy inna zmalata.

Y

Rysunek 2.2: Rysunek ilustrujacy zachowanie sie stanu scisnietej pr6zni pod wpltywem
przesuniecia fazowego . Szara elipsa reprezentuje stan przed przesunieciem, zag przery-
wana stan z przesunieta faza.

Wygodny sposéb na opis stanéw scisnietych i koherentnych stanowia funkcje quasi-
prawdopodobienstwa, w szczegolnosci funkcja Wignera. Jedli rozwazymy jaki§ n modowy
stan o macierzy gestosci p, to mozemy dla kazdego modu zdefiniowaé¢ odpowiednie ope-
ratory kwadratur:

K+ ak) (2.27)
gr = i(af, — ax). (2.28)

Dostajemy w ten sposob wektor X = (Z1, 01, T2, G2, -+ -y Tny Un) = (Xl, Xo, ... ,Xgn).
Korzystajac z tej definicji, definiujemy funkcje Wignera dla stanu p w nastepujacy sposob:

1 . .
Wie) == / Te(peX "N N Qe g2n (2.29)

gdzie a i X stanowia wektory w przestrzeni R?", za$ Q jest macierza zdefiniowana w
nastepujacy sposob:
~N( 0 1
= 2.
= @( 50 -
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Dowolny stan p jest catkowicie opisany przez swoja funkcje Wignera. Funkcja Wignera
jest nazywana quasi-prawdopodobienistwem, gdyz moze przyjmowaé wartosci ujemne, np.
dla stanu Focka (w przeciwienstwie do zwyklego prawdopodobienistwa, ktore zawsze musi
by¢ nieujemne).

Dodatkowym pojeciem, ktére jest bardzo pomocne do opisu rozwazanych przez nas
stanéw jest macierz kowariancji. Element ¢, 7 macierzy kowariancji ¢ dla stanu p jest
dany nastepujacym wzorem:

1 . . L .
5 (X%, + X0 — (KX (2.31)

Okazuje sie, ze stany $cisniete i koherentne stanowia szczegdlne przypadki pewnej
szerszej klasy stanéw, zwanych stanami gaussowskimi. Stany takie charakteryzuja sie
tym, ze ich funkcja Wignera ma postaé gaussowsks. Aby kompletnie opisa¢ dany stan
gaussowski wystarczy podac jego funkcje Wignera, krora dla dowolnego stanu z tej klasy

przyjmuje prosta postac:

O3 =

W(a) = m/;eﬁ exp(—%(a — X)To  a— X)) (2.32)
gdzie X = (X).

Poniewaz W () catkowicie charakteryzuje dany stan, wiec aby w zupelosci opisaé
dany stan gaussowski wystarczy znajomosé jego macierzy kowariancji oraz X. Wykorzy-
stanie standéw gaussowskich jest bardzo powszechnie rozwazane w literaturze z racji ich
prostej formy oraz wzglednej prostoty ich wytworzenia. Z tego powodu ich wtasciwosci
sa rowniez obszernie opisane w wielu pozycjach np. w [23].

2.6. Estymacja kwantowa

Informacja Fischera dana réwnaniem (2.4), pozwala na uzyskanie ograniczenia dol-
nego na precyzje obowiazujacego dla wszystkich estymatoréw nieobciazonych. Poniewaz
prawdopodobieristwo wystepujace w definicji (2.4) bezposrednio zalezy od rodzaju po-
miaru jakiego dokonujemy na uktadzie, nier6wnosé Cramera-Rao daje najlepsza mozliwa
do uzyskania doktadnoé¢ estymacji w przypadku pomiaru konkretnej wielkosci. Oczy-
widcie mierzac rézne wielkosci, moglibysmy uzyskaé rézne informacje Fischera dla es-
tymacji tego samego parametru. Chcieliby$émy si¢ zatem pozbyé ograniczenia tylko do
konkretnego rodzaju eksperymentu i przeprowadzi¢ optymalizacje informacji Fischera po
wszystkich mozliwych pomiarach. Dzieki temu dostaliby$my najlepsza mozliwa precyzje,
bez wzgledu na uzyty estymator i pomiar.

Zatézmy, ze do naszego ukltadu wpuszczamy stan o macierzy gestosci p. Dziatanie
uktadu na stan wejsciowy niech bedzie opisane operacja unitarng Up = exp(—zGG) gdzie
0 jest parametrem, ktéry chcemy poznaé, za$ G - generatorem przesuniecia w tym pa-
rametrze. Schemat rozwazanego przez nas uktadu znajduje sie na rys. (2.3) W pracy [7]
wykazano, ze najlepsza mozliwa do uzyskania, bez wzgledu na pomiar, warto$é¢ informacji
Fischera jest rowna

Fo = Tr(pA?). (2.33)
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p— Uy I

Rysunek 2.3: Schemat uktadu do pomiaru parametru 6. p jest macierza gestosci stanu
wejsciowego, Uy operacja unitarng opisujaca dziatanie uktadu na stan wejsciowy, zag 11
oznacza pomiar dokonywany na koricu eksperymentu.

gdzie A to operator nazywany symetryczng pochodna logarytmiczna (SLD) i jest on
zdefiniowany w sposéb uwiktany réwnaniem:

A~

Lo ay dp A
§(Ap+pA)—d9— i(Gp — pQ). (2.34)

Dow6d powyzszego twierdzenia, podobnie jak dla przypadku klasycznej informacji
Fischera bazuje na zastosowaniu nier6wnosci Schwarza i podaje go ponize]j.

Dla pomiaru opisanego operatorem fI(a:) prawdopodobienistwo uzyskania konkretnego
wyniku @ jest rowne p(x|0) = Tr(II(x)p), wiec zapisujac informacje Fischera (réwnanie
(2.4)) otrzymujemy:

| [T (i1()05/06)?
1O = 2 i) (2:3)

Poniewaz SLD jest hermitowskie, wiec wstawiajac 9p/96 do rownania (2.35) dostajemy:

N N 2
(Re[Tx(pTi(z)A)]) ITx (i) A) P G CONPYp
F(0 ~ < Lt it e Ankat’al B Tr(E—22 {[(x RINY AL
0= i@y <% weie) o noney

(2.36)
)Tr(BTB) do (2.36),

D>>
IJ>>

Zastosujmy teraz nier6wnos¢ Schwarza |Tr(ATB)]? < Tr(At

biorac A = Mig)l)/z i B =T(x)/2Ap'/? dostajemy:
pll(x

er

A1/2H( ) 1/2

——TI(z)'/*A)p"** < ZTI" 2)ApA) = Tr(pA%) (2.37)
Tr(pll(x))

co nalezato udowodnié.

Fp nazywamy kwantowa informacjg Fischera i daje ona ograniczenie na najlepszg
mozliwg do uzyskania precyzje pomiaru parametru 6 przy uzyciu danego stanu wejscio-
wego p w ukladzie opisanym generatorem G.

Alternatywnie kwantows informacje Fischera mozna tez wyznaczy¢ korzystajac z na-
stepujacego réwnania

—DPE\2, A 9 DDk~ A
Fo=4%pn(B2=LE)(G2),0 = 4(G2) GorGin 9.38
e % <pn +pk> ( ) ok Pn + ( )
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gdzie p,, oznaczaja wartosci wlasne macierzy gestosci stanu wejéciowego, sumowanie prze-
biega po wszystkich stanach wtasnych p, zas Gk sg elementami macierzowymi operatora
G w bazie stanow wlasnych p. W przypadku, gdy na wejsciu uktadu mamy stan czysty
|¥), rownanie (2.38) redukuje sie do nastepujacego

Fo = 4((0]0V) — [(09|¥)[?) (2.39)

gdzie [00) = LT,|0).

Dla przyktadu rozwazmy problem pomiaru fazy w symetrycznym interferometrze
Macha-Zehndera przy uzyciu stanu koherentnego |a) i stanu NOON, schemat takiego
uktadu znajduje si¢ na rys. (2.4).

(@

Rysunek 2.4: Interferometr Macha-Zehndera

Jedli efekt wzglednego op6Znienia fazowego ¢ pomiedzy ramionami zapiszemy przy
uzyciu operatora ewolucji U = exp(id(afa — I;Tl;)/2), to w pierwszym przypadku dosta-
jemy, ze stan po przejéciu przez pierwsza plytke §wiattodzielaca i opdZznienie fazowe jest
rowny
et®/2  qe—it/2

« , 2.40
@) = = 5= 5-) (2.40)
Wstawiajac to do rownania (2.39) otrzymujemy

Fg = |af? (2.41)

Poniewaz |a|? jest réwne éredniej liczbie fotonéw N, to dostajemy precyzje réwna
A¢ = 1/v/N. Jest to tak zwana granica szumu $rutowego (standard quantum limit,
SQL), mozliwa do osiagniecia przy uzyciu zwyktego $wiatta klasycznego.

Jesli uzyjemy teraz stanu |[NOON) = %(UVO} + |ON)) (przyjmujemy, ze jest to stan
juz za pierwsza plytka swiattodzielaca), to po przej$ciu przez opo6znienie fazowe stan ten
przeksztalci sie do nastepujacego:

1 . .
INOON) — ﬁ(e’Nd’/Q\N(D + e NO/2|0NY) (2.42)
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Wstawiajac ten rezultat do rownania (2.39) dostajemy
Fo = N? (2.43)

Stad precyzja pomiaru fazy w tym przypadku wynosi A¢ = 1/N, czyli jest istotnie
mniejsza (doktadniejsza) niz przy uzyciu stanéw koherentnych. Skalowanie dane réwna-
niem (2.43) nosi nazwe granicy Heisenberga i jest najlepszym mozliwym skalowaniem
dopuszczalnym przez mechanike kwantowa. Poniewaz jednak produkcja stanéw NOON
nie jest latwa, wiec z tego powodu poszukuje sie obecnie innych stanéw wejéciowych
dajacych takie skalowanie.

Rozumowanie przeprowadzone dla estymacji jednego parametru mozna rozszerzy¢ na
przypadek wieloparametrowy. W takiej sytuacji transformacja stanu zadana jest przez
operator ewolucji Up = e_wTG, gdzie @ = (01,04,...,0,) 1 G= (Gl, Go,. .. ,@n) Wow-
czas elementy macierzy Fischera dane sg réwnaniem

1 IR PO
FY = 5 Tr(pAiA; + pA;jAy). (2.44)

gdzie A; ozmacza SLD dla i-tego parametru i jest zdefiniowane rownaniem (2.34) z gene-
ratorem G;. Wykorzystujac wartosci i stany wlasne macierzy gestosci stanu wejsciowego,
mozemy dosta¢ uogblnienie rownania (2.38) na przypadek wieloparametrowy

F2 =2(GiGj+ GG — 8% P GG (2.45)
nym Pn + Dm

Analogicznie mozna uzyska¢ wzoér na element macierzy Fischera dla czystych standw
wejsciowych:
FZ = ARe((0;7(0;0) — (0,0|0)(V[0; 7)) (2.46)

Aby obliczy¢ precyzje pomiaru odpowiedniego parametru, wystarczy teraz skorzystaé z
réwnania (2.9).

Rownania (2.45) daja w wyniku elementy macierzy Fischera zoptymalizowane po
wszystkich mozliwych pomiarach i estymatorach. Jedynym parametrem, od ktérego w
dalszym ciggu zalezy precyzja, pozostaje wiec macierz gestosci stanu wejéciowego. W
ogolnodci, znalezienie stanu jakiego powinno sie uzy¢, by otrzymac najlepsza precyzje jest
trudnym zadaniem, zazwyczaj trzeba sie w tym celu postuzy¢ metodami numerycznymi.
Nawet gdy takie zadanie uda sie wykonaé, pozostaje jeszcze problem aplikacyjny, czyli
tatwosé wytworzenia takiego stanu przy uzyciu obecnych technologii. Optymalizacji po
stanach wejéciowych z pewnej szczegélnej klasy bedzie poswiecona dalsza czeéé pracy.

Warto zwréci¢ uwage na fakt, ze w ogélnosci mozna wysyci¢ kwantowa nier6wnosé
Cramera-Rao. Konieczne w tym celu jest zastosowanie takiego pomiaru, dla ktorego kla-
syczna informacja Fischera byltaby réwna kwantowej informacji Fischera. Przykladem
takiego pomiaru moze by¢ np. pomiar w bazie wektoréw wtasnych symetrycznej pochod-
nej logarytmicznej. Wéwczas operatorem pomiaru jest po prostu SLD.
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Rozdziat 3

Optymalna precyzja przy uzyciu zliczania
fotonow

Jednym z najczesdciej wykorzystywanych uktadéw stuzacych do pomiaru fazy jest in-
terferometr Macha-Zehndera. W uktadzie takim nieuniknione sg straty §wiatta wynikte z
réznych czynnikéw, takich jak rozpraszanie, straty na odbiciach czy wydajnosci detekto-
row. Konieczne zatem jest uwzglednienie tych strat w opisie realistycznego eksperymentu.
W ponizszym rozdziale przedstawitem obliczenia dotyczace optymalnej mozliwej do uzy-
skania precyzji przy uzyciu zliczania fotonéw, czyli obecnie jednej z gtéwnych technik eks-
perymentalnych. Rozwazanym przeze mnie uktadem byt interferometr Macha-Zehndera
z jednakowymi stratami w obu ramionach. Nastepnie poréwnatem ze soba otrzymane
przeze mnie wyniki pod katem najlepszej uzyskiwanej precyzji oraz optymalnego stanu
wejsciowego ukladu w kazdym podejsciu. Poniewaz znalezienie ogélnego stanu, ktéry
dawalby najlepsza mozliwa do osiagniecia precyzje, nie jest zadaniem tatwym, ograni-
czytem sie w swoich obliczeniach do sytuacji gdy na wejscie interferometru wpuszczamy
w jednym ramieniu stan koherentny, a w drugim stan §cisniety. Wybor ten podyktowany
jest gtoéwnie faktem, ze sa to stany wytwarzane obecnie w prosty sposob w wielu ekspery-
mentach a ich zastosowanie w metrologii kwantowej byto opisywane juz w poczatkach tej
dziedziny [2-6] jak i w ostatnim czasie [10-12]. Mozna znalezé tez ogolne stany optymalne
o ustalonej liczbie fotonow dla tego problemu [8, 9], jednak ich wytwarzanie nie jest tatwe,
a co za tym idzie, ciezko osiagnaé¢ przy ich uzyciu wysokie precyzje w doswiadczeniu.

3.1. Rezultaty obliczen

Decydujac sie na zliczanie liczby fotonéw na wyjsciu kazdego z ramion interferome-
tru, wybieramy pewien konkretny pomiar. Mozliwa optymalizacja ogranicza sie zatem
do wyboru najlepszego estymatora i stanu $wiatta wejsciowego, w naszym przypadku
ograniczonego do stanu z klasy stanéw |a) ® |r). W takim przypadku najlepsza moz-
liwa precyzje pomiaru fazy da nam klasyczna informacja Fischera Fi;, dana réwnaniem
(2.4). Aby okresli¢ Fy;, konieczne sa prawdopodobieristwa zmierzenia liczby fotonow nq
w pierwszym ramieniu i no drugim, w zaleznosci od fazy ¢.
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Straty swiatta, powstate w trakcie jego przechodzenia przez uktad, mozna uwzgledni¢
poprzez dodanie w kazdym z ramion ptytki §wiattodzielacej o wspétczynniku transmisji 7.
Do pustego portu takiej ptytki wchodzi stan prézni, natomiast na wyjsciu otrzymujemy
dwa mody, z ktérych jeden jest modem sygnatowym, zas drugi odpowiada za $wiatto
rozproszone. Wowczas /1 — 7 jest wspolezynnikiem strat w jednym z ramion.

W szczegélnym przypadku, gdy straty w obu ramionach interferometru sa sobie
rowne, tzn. plytki §wiatlodzielace maja taka sama transmisje, mozliwe jest przesuniecie
strat z wnetrza interferometru do etapu przygotowania stanu, czyli jeszcze przed pierwsza
plytke swiattodzielaca. To samo tyczy sie tez gléwnego zZrédla strat w eksperymentach
optycznych, czyli wydajnosci detektoréw. Schemat opisanego powyzej uktadu znajduje
sie na ponizszym rysunku (rys. (3.1)). Zaktadajac, ze dokonaliémy pomiaru liczby foto-
now i uzyskalismy ni,ne odpowiednio w gérnym i w dolnym ramieniu interferometru,
mozemy przedstawic stan $wiatta na wyjsciu uktadu jako |ni)s @ |ng),.

a2y ¢ o f
o n
022 ¢ In)
n o, Vva
| T
A 0 ’| A/ A A
|I'> b b/./b d 9 |n2>
7

Rysunek 3.1: Interferometr Macha-Zehndera ze stratami w rozwazanej konfiguracji

Gdzie a,a’,b,¥,¢,¢,d, f, § oznaczaja operatory anihilacji odpowiednich modéw w odpo-
wiednich etapach ewolucji, za$ T to wspotczynnik transmisji pierwszej ptytki §wiattodzie-
lacej uktadu. Dla ostatniej ptytki §wiattodzielacej przyjmujemy wspétczynnik transmisji
rowny 0,5.

W celu dowodu stwierdzenia iz mozemy przeniesé straty przed pierwsza plytke $wia-
ttodzielaca, rozpatrzmy dwie sytuacje. W pierwszej, tak jak na rys.(3.1), straty znajduja
sie przed pierwsza ptytka swiattodzielaca interferometru. Wyrazajac operatory anihilacji
eid przez operatory wejsciowe a, bi operatory odpowiadajace za mody prézni 0, i Oy
otrzymujemy

&= VT + /01— 7)b+ /(1 —n)7oa + /(1 —0)(1 = ) (3.1)
&= /irh — \/n(1 = )a+ /(1 =)oy — /(1 —n)(1 - 7)g (3.2)

Rozwazmy teraz druga sytuacje, a mianowicie, gdy ptytki §wiattodzielace odpowiada-
jace za straty znajduja sie za pierwsza plytka swiatlodzielaca interferometru. Wowczas za
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straty odpowiadaja operatory anihilacji 0. i 04, znajdujace sie w odpowiednich ramionach
uktadu. Uwzgledniajac to, otrzymujemy ze

&= i+ \/n(t — )b+ /(1 - )i (3.3)

d=/nmb — \/n(1 = 7)a + /(1 — n)dg (3.4)

Przyrownujac wyniki dane rownaniami (3.1) i (3.2) do prawych stron réwnan (3.3) i
(3.4) dostajemy

be = /T4 + V1 — Ty (3.5)
g = \/T0p — V1 — T4 (3.6)

Wynik ten mozna zinterpretowaé jako umieszczenie na drodze modéw prozni dodat-
kowych dwoéch ptytek éwiattodzielacych o wspétczynniku transmisji 7 przed ptytkami
modelujacymi straty. Poniewaz jednak wszystkie rozwazane mody sa w stanie prézni
wynik jest ten sam, co nalezalo udowodnié.

Aby okregli¢ doktadny stan wyjsciowy interferometru, konieczne jest uwzglednienie
modéw powodujacych straty. Niech mod o7, bedzie w stanie |u),r, zas mod ) w stanie
[v)y;- Wowezas stan wyjsciowy mozna zapisac jako |n1) s ® [n2)g @ |p)e, ® |v)y . Ewolu-
ujac ten stan wstecz przez interferometr, dostaniemy macierz gestosci stanu wejéciowego.
Mamy nastepujace zwiazki:

fy 1 11 e 0 VT oI -T1 a\

g) va\-11 0 1)\ -vVi—7 7 Vo)
_ L VetV Ity () o
“va\ i) yrovi=ree [\ ) B0

Stad:
f =T, 7 —Ta(o,7)d! (3.8)
§=—€e[T (¢, 7)a — T3 (¢, 7)) (3.9)

gdzie

Ti(6.7) = S(VF+eVT=D), Do) =

Zatem, skoro @' = \/na + /T —ni, oraz Vo= \/ﬁl; + /1 — 1y, to mozna otrzymac,
ze stan wejsciowy ma nastepujaca postac:

(VI =1 —€r) (3.10)

1+n2  m1 m2 Na2 Nip p

[)y = |n1,no, fy V)out = \/W ZZZZZZ n2+k+lefin2¢'

k=0 [=0 p=0 q=0 s=0t=0
'Fl*(nlakfﬂ'a¢)F1(n27l77'7¢))F2(N27P777)F2(N17q777)‘
F3(M7N27p7San)F3(V7N17Q7t7T7)’N2_p+saN1 _Q+t7:u’+p_87l/+q_t>in7 (311)
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gdzie:

Fi(n,m,T,¢) = (Z) T1 (¢, 7)™ ™ Ty (e, 7)™ (3.12)

Fy(n,m,n) = (:;) Vi1 =n (3.13)

Fy(n,m,i,5,m) = (—=1) (?) \/ﬁ"_j\/l - nj\/(m —i+ ) (n+i—j)! (3.14)
Ni=n1+1—-k, No=no+k—1 (3.15)

za$ |)out 1 |)in 0znaczaja odpowiednio stany w modach na wyjsciu i wejsciu uktadu.

Warto zauwazy¢, ze w powyzszym wyprowadzeniu, pomimo tego, ze dziatania zapi-
sywalismy na na operatorach, ewoluowali$my stan koncowy w obrazie Schrédingera a nie
operatory anihilacji w obrazie Heisenberga.

Aby policzy¢ prawdopodobienstwo uzyskania na wyjsciu interferometru stanu |ng) f ®
In2)g @ |)vy, @ [V)yy, nalezy obliczy¢ iloczyn skalarny tego stanu ze stanem wejsciowym
[T) = |a), ‘® 7)p @ |0)y, ® |0)y,. Tak otrzymang wielkos¢ trzeba nastepnie podniesé
do kwadratu i uzyskamy wowczas szukane prawdopodobieristwo. Zapisujac |¥) w bazie
Focka dostajemy:

Z G 1 9)\n,m,0,0)m (3.16)

Im
n,m=0 nm

gdzie
1 tghr

vcoshr 2

Obliczajac iloczyn skalarny (i|¥), dostajemy pod suma iloczyn czterech delt Kronec-
kera, d N, —pts,nON; —g+t,mOutp—s,000+q—t,0- Wykonujac sumowania zauwazmy, ze t jest co
najwyzej rowne v, wiec ostania delta Kroneckera narzuca warunki ¢ = v, ¢ = 0. Podobnie
mozna otrzymacé, ze s = u, p = 0. Zatem dostajemy

Grm(a,7,0) = el /2qn )™/2 H,, (0)e?0m/2 (3.17)

\/ﬁnl+n2 /H—V niy n2 ol ]
(Y|W) = W, /1 Z Z n2+ + +“+V€m2¢GN2+u,N1+y(04a r,6)-
ning: iy k=0 1=0

'Ff(n17k77—7¢)FI(n27l77—,¢) (318)

Biorac kwadrat modutu powyzszej wielkosci, otrzymujemy szukane prawdopodobieristwo
uzyskania stanu wyjsciowego |n1) ® |n2) ® |pu) ® |v) w zaleznosci od a,r, ¢ i 7.

777L1+n2 n ny n2 kbl
P(n1,n2,/~L7V|¢) = m 77)“ y|]§§(_1) GN2+u,N1+u(Oé77’, ‘9)'

Fi(ny, k,7,¢)Fi(ng, 1, 7,0)* (3.19)

W eksperymencie nie mamy jednak dostepu do modow v, 9, powodujacych straty
(nie mozemy podejrze¢ swiatla, ktore zostato stracone). Oznacza to, ze nie wiemy, ile fo-
tonéw jest w tych modach, musimy wiec uwzglednic¢ fakt, ze w rzeczywistosci mamy mniej
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informacji. Robimy to przez obliczenie rozkladu granicznego p(ni,na|¢), czyli wysumo-
wanie rozkladu (3.19) po u, v. Dostajemy w ten sposob szukane prawdopodobieristwo
uzyskania konkretnej liczby fotondéw na wyjsciu interferometru w zaleznosci od fazy ¢.

_ v M i) = (L=1)Y
P(nl,nzféb) = H;()p(nthaMaVW) = m‘f K VZ:%T.
niy no
’ ‘ Z Z(_l)k+lGN27N1+V(aa L) G)Fl*(nla k, T, ¢)F1(n27 l,, (b)‘Q (320)
k=01=0

Dla dowolnego n sumy w (3.20) sa wykonalne jedynie numerycznie. Informacje Fischera
mozna otrzymad wstawiajac (3.20) do rownania (2.4), dostajemy wowczas:

> 1 dp(ni,n 2
Fa(¢)= Y p(nl,n2!¢)( 2 (11<z>2‘¢)) (3.21)

n1,n2=0
Stad, na mocy wzoru (2.5) mozna dosta¢ dolne ograniczenie na precyzje pomiaru prze-
suniecia fazowego.

3.2. Rezultaty numeryczne

Obliczenie klasycznej informacji Fischera na podstawie prawdopodobienstw (3.20)
wyprowadzonych w poprzedniej czedci rozdziatu jest mozliwe w ogélnosci tylko nume-
rycznie, czego rezultaty przedstawie ponizej. Z racji tego, ze w prawdziwym eksperymen-
cie mamy ograniczone zasoby, we wszystkich rozwazaniach przyjmowatem wigz ustalonej
sredniej liczby fotonéw N = |a|? +sinh? 7. Rys.(3.2) przedstawia wykres F; w zaleznogci
od ¢ i sredniej ilosci fotonéw w stanie koherentnym dla réznych parametrow n okreslaja-
cych straty w uktadzie. Jak wida¢, F(¢) zalezy od mierzonej fazy (informacja Fischera
daje nam podejscie lokalne), zas maksimum osigga dla ¢ = 7. Na rys. (3.3) znajduja
sie wykresy A¢ w zaleznosci od dredniej liczby fotonéw w stanie koherentnym na wej-
$ciu uktadu dla fazy ¢ = 7/2 i réznych wspotczynnikow strat. Z rysunku tego widacé, ze
dla malych strat (n bliskie 1) optymalnie jest dzieli¢ energie wiazki po réwno pomiedzy
stan koherentny a stan $cigniety, natomiast dla wyzszych strat praktycznie wszystkie fo-
tony optaca sie wpuszczaé albo wytacznie w stanie koherentnym albo wytacznie w stanie
Scisnietym.

Najwazniejsza ceche, ktora pozwala oceni¢ skutecznosé danego pomiaru, stanowi ska-
lowanie precyzji wynikajacej z maksymalnej informacji Fischera wraz ze wzrostem sred-
niej liczby fotonéw w uktadzie. Im mniejsze skalowanie, tym lepsza precyzje jestedmy w
stanie osiagnaé przy uzyciu mniejszej liczby fotonow. Na rys. (3.4) znajduje si¢ wykres
ilustrujacy skalowanie precyzji wraz ze $rednig liczba fotonéw w uktadzie dla roéznych
wspoétczynnikéw strat. Wida¢ na nim, ze dla n = 1, czyli przypadku bez strat, skalowanie
jest najlepsze i osigga dla duzych N granice Heisenberga. Dla pozostatych wspoétczynni-
kéw strat Fy; skaluje sie stabiej, osiaggajac granice szumu srutowego.
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Rysunek 3.2: Wykresy informacji Fischera w zaleznosci od fazy ¢ i $redniej liczby fotondw
w stanie koherentnym ||? dla wspotczynnika transmisji pierwszej plytki $wiattodzielacej
T = %, sredniej liczby fotonéow na wejsciu uktadu N = 1 i réznych parametréw start w
uktadzie.

Pozyteczng informacja jest tez wiedza jaka cze$¢ fotondéw musimy umiesci¢ w stanie
koherentnym, a jaka w stanie Scisnietym by uzyskaé najlepsza precyzje. Wiedzac to,
bedziemy znali optymalny stan do estymacji w zaleznosci od strat lub liczby uzytych
fotonow. Na rys. (3.5) znajduje sie wykres sredniej liczby fotonéw w stanie koherentnym,
jaka musimy uzy¢ by dostaé najlepsza precyzje w zaleznogci od éredniej liczby wszystkich
fotonéw w uktadzie. Jak widaé¢, dla bardzo matych strat n = 1 nalezy rozdzieli¢ fotony
mniej wiecej po réwno pomiedzy stan koherentny a $cisniety, podczas gdy dla wiekszosci
strat wystarczy prawie wszystkie fotony umieéci¢ w stanie koherentnym.

W celu doktadniejszej analizy wpltywu strat na optymalny stan wejsciowy wykonatem
rys. (3.6), na ktorym znajduje sie wykres sredniej liczby fotonéw w stanie koherentnym,
ktoérych musimy uzyé by osiagna¢ najlepsza precyzje w zaleznosci od strat. Z rysunku
widaé, ze dla duzych strat prawie wszystkie fotony optaca umieszczaé w stanie kohe-
rentnym, podczas gdy dla malych strat nalezy je podzieli¢ miedzy stanami. Dodatkowo,
to jaka czed¢ fotondéw musimy poswieci¢ na stan koherentny praktycznie nie zalezy od
§redniej ilogci fotondéw w calym ukladzie
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Rysunek 3.3: Wykres precyzji uzyskanej z klasycznej informacji Fischera w zaleznosci od
Sredniej liczby fotonéw w stanie koherentnym dla fazy ¢ = 7, wspotczynnika transmisji
wejsciowej plytki $wiattodzielace] 7 = % i éredniej liczby fotonéw na wejsciu uktadu
N = 1. n = 1 (niebieski, ciggly), n = 0,9 (fioletowy, kreski), n = 0,5 (zielony, kropki i
kreski), n = 0,2 (z6lty, kropki).
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Rysunek 3.4: Wykres najlepszej precyzji w zaleznodci od éredniej liczby fotonéw w ukta-
dzie dla fazy ¢ = § i wspoélczynnika transmisji wejsciowej plytki §wiattodzielacej 7 = %
n = 1 (niebieski, ciagly), n = 0,9 (fioletowy, kreski), n = 0,5 (zielony, kropki i kreski),
n = 0,2 (zohy, kropki).
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Rysunek 3.5: Wykres sredniej liczby fotonéw w stanie koherentnym w stosunku do éred-
niej ilosci fotonéw w calym ukladzie w zaleznosci od sredniej liczby fotonéw w uktadzie
dla réznych wspotczynnikow strat. 7 = 1 (niebieski, ciaglty), n = 0,9 (fioletowy, kreski),
n = 0,5 (zielony, kropki i kreski), n = 0,2 (z6lty, kropki). Rysunek zrobiony dla 7 = 3 i

- 2
6=13.
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Rysunek 3.6: Wykres éredniej liczby fotondéw w stanie koherentnym w zaleznodci od wspot-
czynnika strat dla réznych srednich liczb fotonéow w ukladzie. N =1 (niebieski, ciagta),
N = 2 (fioletowy, kreski), N = 3 (z61ty, kropki). Wykres zrobiony dla 7 = % ip=735
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Podsumowujac, przy wykorzystaniu tylko i wyltacznie detektorow zliczajacych fotony,
okazuje sie ze dla wickszosci wspoétczynnikéw strat w celu osiagniecia najlepszej precyzji
wystarczy przeznacza¢ niemal calosé §wiatta na stan koherentny. Dla matych strat z kolei
nalezy dokonaé podzialu energii wiazek pomiedzy stan koherentny i écidniety i to tym
wiekszego im mniejsze sg straty. W szczegdlnym przypadku interferometru bezstratnego,
fotony nalezy podzieli¢ po réwno miedzy oba stany. Dodatkowo, obliczenia numeryczne
sugeruja, ze dla tego przypadku mozliwe jest osiagniecie precyzji wykazujacej skalowanie
Heisenberga, podczas gdy dla duzych strat osiaga sie jedynie skalowanie granicy szumu
srutowego.

3.3. Procedura dopasowywania faz do czynnikéw o réznej catkowitej licz-
bie fotonéw

W analizie przeprowadzonej powyzej zaktadaliémy, ze mierzymy po prostu liczbe foto-
now w kazdym z ramion na wyjéciu uktadu. W ten sposéb ograniczalismy sie jednak, bo-
wiem dobieraliémy opdznienie fazowe tak, by zmaksymalizowaé calta informacje Fischera,
podczas gdy istnieje mozliwosé¢, ze w zaleznosci od tego ile fotonéw mamy w uktadzie,
zmienia sie optymalne opdznienie fazowe. Teoretycznie wiec, moglibysmy uwzglednic taka
sytuacje w naszym pomiarze poprzez zastosowanie uktadu, takiego jak na rys. (3.7).

)1 | N —)
T N

Rysunek 3.7: Schemat uktadu pozwalajacy na dokladniejsza estymacje fazy.

W uktadzie posiadamy jakis stan wejsciowy |V;,,) (moze to by¢ np. stan uzyskany w
efekcie przejscia stanu $cisnietego |r) 1 koherentnego |«) przeszta przez plytke $wiattodzie-
laca i straty), w ktérym mamy w ogélnogci pewna érednia liczbe fotonéw N. Nastepnie
dokonujemy pomiaru liczby fotonéow (non-demolishion measurment) i, - w zaleznosci od
uzyskanego wyniku, - dodajemy dodatkowe opoéznienie fazowe ¢n. Po przejsciu przez
przesuniecie fazowe dostajemy stan |¥,,;), na ktéorym dokonujemy dalszych pomiarow.
Warto zauwazy¢, ze pomiar liczby fotonéw dokonany przed przesunieciem fazowym zmie-
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nia w istocie stan |¥;,), gdyz pozostawia on w macierzy gestosci jedynie sektory o usta-
lonej liczbie fotonéw. Niestety przy uzyciu obecnych technologii, opisany wyzej uktad nie
jest mozliwy do zrealizowania w praktyce. Dotyczy to przede wszystkim nieniszczacego
pomiaru liczby fotonéw, ktérego sposéb wykonania w obecnej chwili nie jest znany.

W celu doktadniejszej analizy, czy procedura dopasowywania przesunie¢ fazowych
do liczby fotonéw by¢ moze jest w stanie poprawié¢ otrzymywana precyzje, wykonatem
wykresy czgstkowych informacji Fischera Fy o, tzn. informacji Fischera dla ustalonej
catkowitej liczby fotonéw N. Ograniczenie to oznacza po prostu narzucenie wiezu na
mozliwe rezultaty pomiaru, tzn. n; + ng = N. Z tego powodu w informacji Fischera
nalezy uwzglednié¢ prawdopodobieristwa warunkowe p(n,na|¢, N), ktore na mocy wzoru
p(A|B)p(B) = p(A) sa réwne:

_ p(n17n2|¢)
p(”l;nﬂ(?, N) = W;

gdzie p(N) = 3, 1 n,—n P(n1,n2|¢) oznacza prawdopodobienstwo obecnosci doktadnie
N fotonéow w ukladzie. Dostajemy wigc nastepujacy wzor na Fiy -

B 1 dp(ni,na|e, N)\2
Pea@= 3 el de ) (32%)

(3.22)

Roéwniez w tym przypadku dalsze obliczenia mozna przeprowadzi¢ niestety jedynie w
sposob numeryczny. Rys.(3.8) przedstawia zaleznosé¢ Fyy ¢ od ¢ i r dla réznych wartosci
N i parametréow strat 7. Jak wida¢ z rys.(3.8), Fiv posiada maksima dla réznych ¢
w zaleznosci od N i 1. Oznacza to, ze procedura rozwazana przeze mnie w poprzedniej
sekcji nie jest optymalna, gdyz przy liczeniu catkowitej informacji Fischera bierze sie pod
uwage tylko jedna wartosé ¢.

W zaproponowanym uktadzie (rys. (3.7))mozliwy jest pomiar liczby fotonow, a na-
stepnie dokonanie pomiaru ilosci zliczet w obu ramionach, jednak wpuszczajac stan
wejéciowy o nieustalonej liczbie czastek (tzn. znamy tylko jej $redniag wartos¢ N), nie
wiadomo, jaki rezultat wskaze pomiar, od ktorego zalezy faza, dlatego tez, przy liczeniu
catkowitej informacji Fischera z dopasowaniem faz, nalezy uwzgledni¢ mozliwosé otrzy-
mania réznych N. Wobec tego dostajemy, ze:

[e.9]
Fa= ) p(N)FR, (3.24)
N=0
gdzie F'¢) oznacza czastkowy informacje Fischera zmaksymalizowany po ¢. Rys.(3.9)

przedstawia wykres precyzji uzyskanej z informacji Fischera z dopasowaniem faz dla r6z-
nych parametrow strat n w zaleznosci od gredniej liczby fotonéw w stanie koherentnym.
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Rysunek 3.8: Wykresy czastkowych klasycznych informacji Fischera w zaleznosci od para-
metru $ciskania r i fazy ¢ dla wspoétczynnika transmisji pierwszej ptytki §wiattodzielacej

L ¢redniej liczby fotonow w uktadzie N = 1 i réznych parametrow start w ukladzie.

7':5,

3.4. Poréwnanie wynikéw

Majac do dyspozycji dwa dolne ograniczenia na precyzje pomiaru przesuniecia fazo-
wego, mozemy poréwnacé ktére z nich daje lepsze rezultaty i jak duze sa réznice pomie-
dzy nimi. W tym celu wykonatem analize analogiczna do tej, przeprowadzonej w sekcji
poswieconej pomiarowi z uzyciem wytacznie detektoréw zliczajacych fotony na wyjsciu
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Rysunek 3.9: Wykres precyzji pomiaru przesuniecia fazowego otrzymanej przy uzyciu

dopasowania faz w zaleznoéci od $redniej liczby fotonéw w stanie koherentnym dla 7 = %
i $redniej liczby fotonéw w uktadzie N = 1. n = 1 (niebieski, ciagly), n = 0,9 (fioletowy,

kreski), n = 0,5 (zielony, kropki i kreski), n = 0,2 (z6lty, kropki).

uktadu (zwykta informacja Fischera).

Przede wszystkim, poniewaz jedna z najwazniejszych cech jakie charakteryzuja pre-
cyzje jest jej skalowanie wraz z liczba uzytych fotonow, wykonatem wykres (rys. (3.10)),
na ktérym znajduje sie poréwnanie skalowania precyzji obliczonych na podstawie row-
nari (3.24) i (2.4). Jak widaé, przypadek z optymalizowaniem po fazach daje nieco lepsza
precyzje dla niezbyt duzych strat (n ~ 0,9) i malej éredniej liczby fotonéow niz zwykla
klasyczna informacja Fischera. Dla tego przypadku, by tatwiej byto zaobserwowaé roz-
nice zrobitem tez tabelke (tabela (3.1)), w ktorej poréwnane sa precyzje otrzymywane
oboma sposobami oraz ilogci fotonéw w stanach koherentnych ktore trzeba uzy¢ by te
precyzje otrzymaé. Poréwnujac wyniki dla rosnacych N widaé¢, 7e wraz ze wzrostem gred-
niej liczby fotonéw w uktadzie , ograniczenie na precyzje dane przez informacje Fischera
z dopasowaniem faz zbliza sie do tego, danego przez zwykla informacje Fischera. Dla
wiekszych strat, podobnie jak dla wiekszej liczby fotondéw, obie precyzje sa praktycznie
takie same. W przypadku matych strat (n — 1) obie precyzje daja skalowanie %, czyli
osiagaja skalowanie Heisenberga. Niestety, w obecnoéci strat otrzymujemy zachowanie
precyzji na poziomie szumu $rutowego, czyli skalowanie jak ﬁ

Aby zbada¢ jaki wplyw na precyzje otrzymywanag przy uzyciu obu podej$¢ maja
straty, wykonatem rysunek (rys. 3.11), na ktérym znajduje sie por6wnanie wykresow
precyzji wyniktych z informacji Fischera z dopasowaniem faz F,; oraz informacji Fischera
bez dopasowania faz F,; w zaleznoéci od wspétczynnika strat n. Jak wynika z rysunku,
pierwsza z tych wielkoéci daje najlepsza precyzje dla wszystkich wspétczynnikéw strat
oprocz n = 1. W tym szczegolnym przypadku precyzja otrzymywana z Fy; jest taka
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Rysunek 3.10: Wykres precyzji pomiaru przesuniecia fazowego w zaleznosci od sredniej
liczby fotonéw w uktadzie. Precyzja uzyskana dzieki dopasowaniu faz dla n = 0,9 jest
przedstawiona linia ciggla koloru czerwonego, zaé ta uzyskana przy uzyciu klasycznej
informacji Fischera dla 7 = 0,9 oznaczona jest przy uzyciu kresek i koloru fioletowego.
Pozostate linie oznaczaja wykresy precyzji uzyskane zaréwno dzieki dopasowaniu faz
jak 1 zwyklej klasycznej informacji Fischera (wyniki uzyskane dzieki dopasowaniu faz
sa wieksze, lecz w przypadku duzych strat réznica jest bardzo mata) i oznaczone sg w
nastepujacy sposob: n = 1 (niebieski, ciaglty), n = 0,5 (zielony, kropki i kreski), n = 0,2
(z0tty, kropki).

Agp | Adp | |oli | lalE
0,91 | 0,86 | 0,94 | 0,87
0,60 | 0,57 | 1,82 | 1,69
046 | 045 | 2,75 | 2,53
0,39 | 0,38 | 3,68 | 3,52
0,33 | 0,33 | 4,61 | 4,32

CU s W N | 2

Tablica 3.1: Tabela przedstawiajaca minimalna precyzje policzona przy uzyciu informacji
Fischera (A¢r) dla ¢ = m/2 i precyzje policzong dzieki informacji Fischera zmaksymali-
zowanej po fazach (A¢p) w zaleznosci od sredniej liczby fotonéw na wejsciu uktadu. W
prawej czesci znajduja sie odpowiednie wspotczynniki §cidniecia. dla ktorych osiggane jest
maksimum. Obliczenia byty przeprowadzane dla wspotczynnika strat n = 0,9 i transmisji
1

wejsciowe] plytki $wiattodzielacej 7 = 3.

sama, jak ta wynikajaca z informacji Fischera bez dopasowania faz. Dzieje sie tak, gdyz
w sytuacji bez strat wszystkie fazy, dla ktérych czgstkowe informacje Fischera Fy 4
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Rysunek 3.11: Wykres dolnych ograniczeri na precyzje pomiaru przesuniecia fazowego
wynikltych z informacji Fischera z dopasowaniem faz (kolor niebieski, linia ciagta) i in-
formacji Fischera bez dopasowania faz (kolor fioletowy, kreski). Ograniczenia obliczone
dzicki dzieki obu sposobom sa prawie takie same dla wiekszodci wspotczynnikéw strat,
przy czym dzieki dopasowaniu faz otrzymuje sie nieco lepszy wynik, wykresy pokrywaja
sie, gdyz réznica w przypadku duzych strat jest bardzo mata. Na mniejszym rysunku
wewnatrz wida¢ wykresy w powiekszeniu dla malych strat. Wida¢, ze w takim zakresie
parametréw n informacja Fischera z dopasowaniem faz daje lepsza precyzje niz zwykta
klasyczna informacja Fischera. Rysunek wykonany dla $redniej liczby fotonéw w uktadzie
N =1.

osiggaja maksimum, wynosza ¢y = 3, co jest rowne fazie maksymalizujacej Fy, czyli
tak naprawde podziat informacji Fischera na czesci nic nie daje. Dla duzych strat (n
male) obie informacje Fischera daja taki sam rezultat. Jest to spowodowane tym, ze
czynniki pochodzace od duzej liczby fotonéw w tym przypadku sa zaniedbywalne, a to
dla nich fazy sg istotnie rozne od 7/2. W chwili, gdy straty staja sie male, ale jeszcze
nieréwne zero, F,; daje wiekszy wynik niz F;, a jest to spowodowane wlagnie wptywem
czynnikdéw o wysokiej ilosci fotondw, ktore w tej sytuacji sa obecne.

W celu tatwiejszej obserwacji réznic dla standéw optymalnych, warto narysowaé wykres
prawdopodobieristwa uzyskania konkretnych liczb fotonéw n i m w ramionach interfe-
rometru po przejéciu przez straty i pierwsza plytke swiattodzielaca. Uzyskane stany dla
malych strat sa podobne do tych opisanych w pracy [14], co mozna interpretowaé jako
superpozycje stanéw NOON. Pozwala to zrozumie¢ dlaczego w tym przypadku precyzja
osiaga skalowanie Heisenberga. Dla duzych strat stan wejsciowy (juz po stratach) wy-
glada jednak zupelnie inaczej. R6znice pomiedzy optymalnymi stanami dla klasycznej
informacji Fischera i informacji Fischera z dopasowaniem faz sa widoczne tylko dla ma-
tych strat (ale wigkszych od 0) i sa niewielkie (rys. (3.13)).
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Rysunek 3.12: Wykresy przedstawiajace prawdopodobienistwo znalezienia n i m foto-
n6éw w ramionach interferometru za pierwszg plytka swiattodzielaca dla réznych strat i
sredniej liczby fotonow. Dla wspotczynnikow strat n =1 ((3.12(e)) i (3.12(f))) otrzymane
wykresy sa podobne do tych otrzymanych w [14] i wykazuja zachowanie takie jak miesza-
nina stanéw NOON. Wykresy przedstawiaja optymalne stany dla klasycznej informacji
Fischera bez dopasowywania faz F.
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(a) Optymalny stan dla Fy (b) Optymalny stan dla Fy;

Rysunek 3.13: Wykresy przedstawiajace prawdopodobienstwo znalezienia n i m fotonow
w ramionach interferometru za pierwsza ptytka swiattodzielaca dla wspotczynnika strat
n = 0.9 i éredniej liczby fotonéw w uktadzie N = 3. Widoczne sa drobne réznice pomiedzy
optymalnymi stanami dla F; (3.4) i F,; (3.13(b)).

3.5. Poréwnanie ze strategia optymalna

Precyzje otrzymane przy uzyciu obu metod opisanych w tym rozdziale mozna tez
poréwnac z ograniczeniem na precyzje w uktadzie ze stratami, ale przy uzyciu standow
czystych o ustalonej liczbie fotonow, ktore to zostato przedstawione w pracy [9]. Wykresy
tych wszystkich wielkosci w funkcji $redniej liczby fotonéw w ukltadzie znajduja sie na
rys. (3.14), zag w funkcji strat na rys. (3.15). Fakt, ze precyzje uzyskiwane przy uzyciu
stanéw Scisnietych i koherentnych sg lepsze od odpowiadajacych im precyzji wyznaczo-
nych przy uzyciu stanéw o ustalonej liczbie fotonow (mimo, ze te drugie zostalty specjalnie
skonstruowane tak, by zapewni¢ najlepsza precyzje) mozna zrozumieé zwracajac uwage,
ze w pierwszym przypadku mamy do czynienia ze stanami o nieustalonej liczbie czastek,
czyli ze stanami z innej klasy niz te rozwazane w pracy [9].

3.6. Podsumowanie

7 rozwazan przeprowadzonych w powyzszym rozdziale wynika kilka istotnych wnio-
skow. Przede wszystkim, skalowanie precyzji ktére mozna osiagnaé przy uzyciu zliczania
fotonow zalezy od strat w uktadzie. Skalowanie Heisenberga jest osiaggane tylko w przy-
padku bardzo matych strat, podczas gdy w pozostatych przypadkach precyzja skaluje sie
na poziomie szumu S$rutowego. Kolejnym wnioskiem jest fakt, ze dla wiekszosci wspot-
czynnikéw strat, najbardziej oplaca sie wysytaé prawie cale §wiatlo w stanie koherent-
nym. Tylko dla matych strat udziat stanu scignietego staje sie wiekszy. Okazuje sie takze
ze precyzje moze poprawi¢ pomiar adaptowany (taki jak na rys. (3.7)). Niestety, zysk jest
niewielki i zauwazalny tylko dla matej sredniej liczby fotonéw w uktadzie oraz matych
strat. W praktyce oznacza to ze procedura dopasowania faz jest w stanie poprawi¢ wyniki
w bardzo niewielkim stopniu.
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Rysunek 3.14: Wykres dolnych ograniczen na precyzje w funkcji sredniej liczby fotondw
w ukladzie. Precyzja policzona przy uzyciu klasycznej informacji Fischera dla stanéw
koherentnego i §ci$nietego na wejsciu symetrycznego interferometru Macha-Zehndera jest
oznaczona kreskami, zas policzona przy uzyciu stanéw o ustalonej liczbie fotonow liniami
cigglymi, n = 0,5 (zielony), n = 1 (czerwony).
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Rysunek 3.15: Wykres dolnych ograniczeri na precyzje pomiaru przesuniecia fazowego
przy uzyciu stanéw $cisnietego i koherentnego na wejsciu interferometru Macha-Zehndera
- kolor fioletowy, kreski i przy uzyciu stanu czystego o ustalonej liczbie fotondéw-kolor
niebieski, linia ciggla. Srednia liczba fotonéw w uktadzie N = 2, w pierwszym przypadku
wspolczynnik transmisji pierwszej ptytki swiattodzielacej interferometru byt réwny 7 =
1

3¢
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Rozdziat 4

Optymalna precyzja w ogdlnym przypadku

4.1. Kwantowa informacja Fischera

Rozwazajac przypadek klasyczny, ograniczaliémy sie do konkretnego pomiaru doko-
nywanego na wyjsciu uktadu (zliczenia w konkretnych ramionach itp.). Klasyczna in-
formacja Fischera liczona dla takiego pomiaru pozwala uzyskaé najlepsza mozliwa pre-
cyzje zoptymalizowang po wszystkich estymatorach, jednak ciagle mamy do dyspozycji
tylko wyniki konkretnych pomiaréw. Naszym celem jest nie tylko znalezienie najlepszej
mozliwej precyzji ze wzgledu na uzyty estymator, ale takze dokonanie optymalizacji po
wszystkich mozliwych pomiarach dopuszczalnych przez mechanike kwantowa, musimy
wiec postuzy¢ sie metodami przedstawionymi w sekcji 2.6

Wielkoscia, ktora zazwyczaj mierzy sie w interferometrii, jest wzgledne przesunie-
cie fazowe miedzy wiazkami. Jesli rozwazamy interferometr Macha-Zehndera, w kté-
rym mamy do czynienia z dwoma wigzkami, mozemy roztozy¢ przesuniecia fazowe w
ramionach w rézny sposob, uzyskujac taka sama ich réznice. Szczegblnie warte uwagi, ze
wzgledu na swoja prostote, sa dwa przypadki rozmieszczenia przesuniec.

W pierwszej sytuacji cate przesuniecie fazowe odbywa sie tylko w jednym ramieniu in-
terferometru. Z goéry ustalamy przesuniecie fazowe drugiej wiazki na 0 i wzgledna réznica
faz pomiedzy wiazkami jest po prostu réwna przesunieciu jednej z wiazek. Ten przypadek
opisze w czedcl pierwszej tego rozdziatu.

W drugiej sytuacji faza jest rownomiernie roztozona pomiedzy ramionami interfero-
metru. Oznacza to, ze w jednym z ramion przyjmujemy przesuniecie fazowe rowne potowie
roznicy faz, za§ w drugim przesuniecie bedzie takie samo, lecz z przeciwnym znakiem.
Wzgledna réznica faz pomiedzy wigzkami jest wiec w tym przypadku taka sama, jak w
sytuacji opisanej w poprzednim akapicie. Ten przypadek przedstawie w drugiej czedci
tego rozdziatu.

Poniewaz w interferometrii istotna jest tylko wzgledna réznica faz, wiec na pierwszy
rzut oka obie sytuacje, opisane w dwoch poprzednich akapitach, powinny byé réwno-
wazne. Trzeba jednak pamieta¢ o tym, ze w kazdym z tych przypadkéw mamy do czynie-
nia z innym generatorem przesunieé¢ fazy (w pierwszym przypadku przesuniecie fazowe w
ogole nie dziala na jedng z wiazek). To wszystko sprawia, ze nalezatoby przyjrzec sie, czy
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otrzymywane wyniki dla estymacji poszczegélnych parametréow daja ten sam rezultat.

4.1.1. Przypadek z fazag w jednym ramieniu

Umieszczajac nieznane przesuniecie fazowe w jednym ramieniu interferometru, zakta-
damy, ze znamy i mozemy odpowiednio dobra¢ faze w drugim ramieniu. Uktad w takiej
konfiguracji wyglada tak, jak na rys. 4.1, gdzie zostalo zaznaczone, ze nie precyzujemy
wykonywanego pomiaru.
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Rysunek 4.1: Interferometr Macha-Zehndera ze stratami w rozwazanej konfiguracji

W celu obliczenia kwantowej informacji Fischera w tym przypadku skorzystatem ze
wzoru (2.38). Aby go zastosowac, musimy znac¢ macierz gestosci swiatta przechodzacego
przez opd6znienie fazowe, co w rozwazanym przypadku nie jest proste. Jedli jednak przej-
dziemy do obrazu Heisenberga, to zamiast ewoluowaé stan wejsciowy do momentu przej-
$cia przez przesuniecie fazowe, mozemy przeprowadzi¢ ewolucje generatora przesuniecia
wstecz przez pierwsza plytke $wiattodzielaca, nie zmieniajac stanu wejsciowego.

Generator przesuniecia fazowego jest dany w tym przypadku przez G= éte; ewoluujac
go wstecz uktadu, otrzymujemy, ze przed pierwsza ptytka swiattodzielaca przyjmuje on
postac:

G =rala' + (1 - )b + /(1 - )@ + V') (4.1)

Rozwazmy macierz gestosci przed stratami. Poniewaz wpuszczamy do uktadu stan
koherentny |a), oraz $cigniety |r)p, to mamy p = p1 ® p2 = |a)(a| ® |r)(r|. Uwzglednienie
strat nie jest prostym zadaniem z racji tego, ze w jednym z ramion posiadamy stan
$cisniety. W celu znalezienia stanu po stratach zauwazmy najpierw, ze straty w kazdym
z ramion sg od siebie niezalezne, mozemy wiec rozwaza¢ osobno ich wplyw na stany
wejsciowe.

W przypadku gérnego ramienia na wejsciu plytki $wiattodzielacej odpowiadajacej za
straty mamy stan |a)q|0)y,. Jest to iloczyn dwoch stanéw koherentnych (préznie mozna
traktowac jako stan koherentny |3) z § = 0) i po przejéciu przez plytke swiattodzielaca
o wspotczynniku transmisji 7 przechodzi w stan [\/na)q|y/Na)., . Poniewaz nie mamy
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dostepu do modu odpowiadajacego za straty musimy dokonaé czedciowego §ladu macierzy
gestosci stanu wyjsciowego, co daje nam poszukiwany stan po stratach pi = [/na)(/na|.

Whplyw strat na stan w dolnym ramieniu interferometru (|7)|0), ) jest juz trudniejszy
do opisania. Zauwazmy najpierw, ze stan wejsciowy na ptytce §wiattodzielacej odpowia-
dajacej za straty jest dwumodowym stanem gaussowskim (bo stan w kazdym z modéw
jest gaussowski). Poniewaz stan taki jest catkowicie zdefiniowany przez swoja macierz
kowariancji, wystarczy zajaé sie nia.

Macierz kowariancji stanu wejsciowego (przed stratami) jest nastepujaca:

10 0 0
01 0 0

Gin =10 0 1—2 "sinhr 0 (4.2)
0 0 0 1+ 2¢e" sinhr

Przejécie przez plytke swiattodzielacy o transmisji 7 mozemy opisa¢ transformacja ma-
cierzy kowariancji

Oout = SO’mST (4:3)
gdzie
N4l 0 1—7n 0
g_| 0 Vi 0 Vi=n (4.4)
1—n 0 =1 0

0 VvV1—n 0 v
Otrzymujemy stad, ze po przejsciu przez plytke swiattodzielaca odpowiadajaca za straty
dostajemy stan o macierzy kowariancji

1+n(1 — Az?) 0 (1 —n)(1 — Az?) 0
_ 0 1+n(1 - Ay?) 0 n(1—n)(1—Ay?)
Tout =1 T —n)(1 — Az?) 0 1—n(1— Az?) 0
0 n(1—=n)(1 - Ay?) 0 1—n(1 - Ay?)
(4.5)

gdzie Az? = 1 — 2e "sinhr, za§ Ay? = 1 4 2¢" sinhr.
Poniewaz mody odpowiadajace za straty sa odrzucane, wiec macierz kowariancji
modu sygnalowego b’ jest dana przez

[ 1—n(1-Az?) 0 [ 1—2ne "sinhr 0
02,0ut = 0 1—n(1- Ay2) - 0 1+ 2ne” sinhr

(4.6)
Skad dostajemy, ze odpowiednie elementy macierzy kowariancji modu sygnalowego po
stratach sa réwne:

Az?,, =1—2ne "sinhr (4.7)
Ay?, =14 2ne" sinhr
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Dowolny jednomodowy stan gaussowski dany przez Az i Ay mozemy przedstawi¢ w
postaci §cisnietego stanu termicznego (|23]), czyli:

Z)\” N n)(n|ST(r") (4.9)

Obliczajac macierz kowariancji takiego stanu dostajemy, ze posiada ona nastepujace ele-
menty:

1+ A /
A‘rgut 11_7/\6727“ (410)
14X

Przyrownujac powyzsze dwa rownania do odpowiadajacych im rownan (4.7) i (4.8), otrzy-
mujemy A 17’

2 1+ 2ne SlTlh(T) (4.12)
1 — 2ne~"sinh(r)

V(1 = 2ne"sinh(r))(1 + 2ne” sinh(r)) —
V(1 = 2ne~"sinh(r))(1 + 2ne” sinh(r)) + 1

A=

(4.13)

Zatem mozemy wyznaczy¢ macierz gestodci §wiatta w dolnej wiazce po stratach. Do-
datkowo, z (4.9) mamy, ze wektory wlasne p sa postaci |v,) = |\/'T7a>§(r’)|n> , za$
odpowiadajace im wartosci wlasne to p, = (1 — A\)A™.

Generator G mozemy zapisa¢ w nastepujacej formie: G = ra/fa’ + (1 — )00 +
VT =1)Go, gdzie Gy = &7V + b'1a’ oznacza wyraz z mieszanymi iloczynami operato-
row kreacji (wyraz interferencyjny). Gdy obliczamy kwantowsa informacje Fischera (row-
nanie (2.38)), liczymy srednig G2 po stanach wlasnych p, wyrazy w ktorych wystepuje
nieparzysta liczba operatorow ¥, ', dadza w wyniku 0. Stad

(G?) = ((raTa + (1= )b8)?) +7(1 — 7)(GF) (4.14)

Z kolei, jesli rozwazymy drugi wyraz Fg, znéw okaze si¢, ze wyrazy krzyz'owe typu
<G>nk<7'a/Ta + (1 = 7)) znikaja, zostaja wiee tylko czynniki typu (Go)nk(Go)kn.
Mozemy zatem napisaé, ze

Fo = Fo(ra'la’ + (1 — n)b'") + 7(1 — 7) Fo(Go), (4.15)

czyli innymi stowy, rozbi¢ informacje Fischera na czton pochodzacy od wyrazu interfe-
rencyjnego i czton niezawierajacy ’oddziatywania’ wiazek.
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Woyraz interferencyjny

Rozwazmy najpierw wktad pochodzacy od wyrazu interferencyjnego. Mamy, po obli-
czeniach

Fo(Go) = 4(G3)—8 Z ppf’; GonkGogn = 4(1-X) Z A"[2n|al?(2n+1) sinh (') cosh(r’)+
n,k n k n

An+k

+(277\a|2—|—1)(sinh2(1“')—|—n COSh(T/))+77|Oé|2]—877|O[|2€2T/ Z(l—A)
n,k

_,1+'A 2 .: / / 2 : 271
+/n(k+1)0kpn-1) = ﬁ8n|a| sinh(r") cosh(r’) + 4(2n|a|” + 1) sinh*(r")+

A roA
+ élﬁ(277|04|2 + 1) cosh(2r) + 4n|al* — 169|af?e* v

o
1 — 2ne=" sinh(r)

= 477( + sinh2(r)) (4.16)

Pozostaty wktad

Pozostaly wktad daje nam zas

Fo(ra'ta' + (1 —7)¥T0) = 4r%n|a)® + (1 — 1) sinh?(2r) +2(1—7)%sinh?(2r) =

1+ A2
2n(1 — 7)% sinh?(2r)

= 47%n|al® + 4.17
el 1+ 2n(1 — n) sinh?(r) (4.17)
Ostatecznie zatem, catkowita kwantowa informacja Fischera jest rowna:
2n(1 — 7)% sinh?(2r) laf? .
Fo = 47n|a? + +47(1 — + sinh?(r
Q =47l 1+ 2n(1 — ) sinh?(r) ( 7)77(1 — 2ne~" sinh(r) ( ))
(4.18)

W celu znalezienia najwiekszej mozliwej wartosci informacji Fischera ktéra mozna
uzyska¢ w rozwazanym ukladzie przeprowadzilem optymalizacj¢ Fg po 7, r i |ar|?, pa-
mietajac, ze mamy dodatkowo wiaz ustalonej dredniej liczby fotonéw wchodzacych do
uktadu |a? + sinh? r = N. Okazuje sie, ze niezaleznie od wielkosci strat i sredniej liczby
fotonéw w uktadzie, Fjy przyjmuje maksymalng wartos¢ dla 7 = 0 i la|? = 0. Oznacza
to, ze najlepsza mozliwa precyzje uzyskamy gdy do uktadu wpuécimy wylacznie stan
Scisniety i usuniemy pierwszg plytke $wiattodzielaca, wpuszczajac cate §wiatto do ramie-
nia z przesunieciem fazowym. Wykres precyzji uzyskanej w ten sposéb w zaleznosci od
§redniej liczby foton6w w uktadzie dla réznych wspétezynnikéow strat znajduje sie na rys.
(4.2). Dla n skalowanie osigga granice Heisenberga, podczas gdy dla innych wspotezyn-
nikéw strat tylko skalowanie szumu srutowego.
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Rysunek 4.2: Skalowanie optymalnej precyzji A¢ mozliwej do uzyskania przy uzyciu
rownania (4.18). n = 1 (niebieski, ciagly), n = 0,9 (fioletowy, kreski), n = 0,5 (zielony,
kropki i kreski), n = 0,2 (zolty, kropki).

4.1.2. Przypadek z réwnomiernie rozdzielong faza

Jedli roztozymy opdéznienie fazowe réwnomiernie pomiedzy obie wigzki w ten spos6b
by wzgledna réznica faz byta taka sama jak w przypadku rozwazanym w poprzedniej
sekeji, to uktad w tej konfiguracji wyglada tak, jak na rys. (4.3).
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m Vi

Rysunek 4.3: Interferometr Macha-Zehndera ze stratami w rozwazanej konfiguracji

Generator przesuniecia w takiej sytuacji to G- = $(éfé — dfd) = 11— 27) (VY —
aTa')+/7(1 — 7)(a'TV +b'1d’). W celu obliczenia informacji Fischera dla pomiaru réznicy
opoznien fazowych korzystamy z réwnania (2.38).

Zauwazmy, ze - podobnie jak w przypadku z faza w jednym ramieniu - generator G_
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mozemy zapisa¢ w nastepujacej formie: G_ = $(1— 21) (010 —a'Ta )+ /7 (1 — 7)Go, gdzie
Go = @'t + b'1a’ oznacza wyraz interferencyjny. Gdy obliczamy kwantowq informacje
Fischera (réwnanie (2.38)), liczymy §rednig G2 po stanach wlasnych p, wyrazy w ktorych
wystepuje nieparzysta liczba operatorow v, v T dadza w wyniku 0. Mozemy zatem rozbic
informacje Fischera dla pomiaru réznicy przesunie¢ fazowych F__ w nastepujacy sposob:

MF((}’TB’ —a'ld’) + (1 — 7)F(Gy) (4.19)

F =

Drugi czton powyzszego rownania policzylismy juz wezesniej (rownanie 4.16). Biorac za$
pierwszy czlon, niezawierajacy oddzialywania, dostajemy:

SR At A 1 7 sinh?(2r)
FO'T —a'ta) = 24z 4.20
( a'a) (T]|a| + 214 2n(1—n) sinhz(r)) ( )

Dodajac te wielkodci otrzymujemy, ze:

nsinh?(2r)
21+ 2n(1 — ) sinh?(r)

jof?
1 — 2ne~" sinh(r)

Fo_ = (1-2r) (77|a|2 )+4r(1=m)n( +sinh?(r))

(4.21)
W tym przypadku réwniez okazuje sie, ze przy optymalizacji F__ otrzymuje sie 7 = 0
lub 7 = 1 oraz |a|?> = 0. Aby osiagna¢ najlepsza precyzje, musimy wiec wpusci¢ do
uktadu tylko stan écisniety i wyjacé pierwsza plytke $wiattodzielaca lub zamiast niej wto-
zy¢ zwierciadlo (opdznienie fazowe znajduje sie w obu ramionach, wiec nie ma znaczenia
przez ktore z nich bedzie przechodzi¢ $wiatto). Wykres najlepszej precyzji w funkcji $red-
niej liczby fotonow w uktadzie dla réznych strat znajduje sie na rys (4.4). Dla n = 1
skalowanie osiaga granice Heisenberga, podczas gdy dla innych wspétczynnikéw strat
tylko skalowanie szumu srutowego. Warto zauwazy¢, ze w uktadzie z op6znieniem fazo-
wym réwnomiernie rozdzielonym pomiedzy wigzki otrzymujemy gorsza precyzje niz w
uktadzie z opéznieniem fazowym tylko w jednym ramieniu (rys. (4.2)).

4.2. Przypadek dwoch réznych faz w ramionach

Roznice w precyzji uzyskanej w (4.1) i (4.1.1) wynikaja z faktu traktowania przesunie¢
fazowych w sposéb absolutny, tak jakby byty one liczone wzgledem dodatkowego uktadu
odniesienia (np. trzeciej wigzki). Jedli przyjaé¢ takie podejscie w sposob konsekwentny, to
nalezy przyjaé, ze estymujemy tak na prawde dwa rozne przesuniecia fazowe w dwdéch
roznych ramionach interferometru. W tej sytuacji generatory przesunie¢ fazowych to
Gy = c'é dla fazy ¢ w gornym ramieniu oraz Gy = dfd dla fazy ¢2 w dolnym ramieniu.
Odpowiednie informacje Fischera dla tych generatoréw sa dane réwnaniem (4.18), przy
czym dla ¢9 nalezy zamienié¢ 7 na 1 — 7 i odwrotnie.

Najczescie] jednak interesuje nas pomiar réznicy faz. Mozemy wiec, zamiast dwoch
faz ¢1 1 ¢2, rozwazac¢ uklad zmieniajacy sie pod wplywem sumy i réznicy faz, odpowied-
nio ¢4 = ¢1 + ¢o oraz ¢_ = P — ¢Po. Zamieniajac zmienne w ten sposob dostaniemy
¢1 = 3(d4 +¢-) i g2 = 3(¢4+ — ¢—). Schemat takiego ukladu znajduje sie na rys. (4.5)
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Rysunek 4.4: Skalowanie optymalnej precyzji A¢ mozliwej do uzyskania przy uzyciu
rownania (4.21). n = 1 (niebieski, ciagly), n = 0,9 (fioletowy, kreski), n = 0,5 (zielony,
kropki i kreski), n = 0,2 (zolty, kropki).
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Rysunek 4.5: Interferometr Macha-Zehndera ze stratami w rozwazanej konfiguracji

W tej sytuacji mamy dwa rézne generatory przesunie¢ fazowych G, = i(éfé +
did) = L(@ta’ + v'1Y) dla sumy oraz G_ = L(éfe — dld) = (1 - 2r) (010 — a'ta’) +
(1 —7)(@'Th + b1’ dla réznicy. Diagonalne elementy macierzy Fischera liczymy uzy-
wajac wzoru (2.38), biorac odpowiednie generatory. Postepujac analogicznie do przy-
padku z faza w jednym ramieniu, dostajemy informacje Fischera F dla sumy i F__
dla réznicy faz. Fly + mozna otrzymad wstawiajac 7 = % w réwnaniu (4.17). Otrzymujemy
w ten sposéb, ze

> N[

af? 1 nsinh?(2r)

= = 4.22
e 214 2n(1 — n) sinh?(r) (4.22)

F__ jest takie samo jak w (4.1.1) i dane jest rownaniem (4.21).
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Aby policzy¢ wyraz pozadiagonalny macierzy Fischera skorzystamy z wlasnosci SLD
dla ¢4 i ¢_. Rozwazmy réwnania na SLD dla ¢q i ¢a:

—Qi(élﬁ—ﬁél) = A1ﬁ—|—ﬁ[\1 (4.23)
—2i(Gap — pG2) = Agp + phy (4.24)
Poniewaz G4 = 3(G1 + G2) i G- = 3(G1 — G2), to dodajac i odejmujac stronami

réwnania 4.23 i 4.24 oraz dzielac je przez dwa, dostajemy:

A A AA 1 P
—2i(G1p— pG4) = 5((1\1 + A2)p + p(A1 + A2)) (4.25)

(G p pG-) = (M~ Aa)pt (A1~ A2)) (4.26)

Stad otrzymujemy SLD dla sumy i réznicy faz, odpowiednio A+ = %(A1 + Ag) iA_ =
%([\1 — Ag) Obliczajac teraz wyraz mieszany mamy:
1 1

Fio = JTr(p(ArA- +A-A1)) = ZTT(PA% — pA3) = 11— F2) (4.27)

gdzie F i F5 oznaczaja informacje Fischera odpowiednio dla pomiaréw ¢ i ¢o. Dostajemy
w ten sposéb, ze

1 nsinh?(2r)
Fi_ o =(1-2 24 - 4.28
o= (=20 (sl + 5o ) (4.28)
W celu policzenia precyzji pomiaru roéznicy faz skorzystamy ze wzoru (2.11)
F
Ap = = (4.29)
Fi F _—F7
Wstawiajac Flyy, F__ i F_ dostajemy
1
A¢ = op — (4.30)
47’(1 — T)T](m + Slnh (T))

Warto zwrécié uwage, ze uzyskana przez nas precyzja nie jest w ogélnogci réwna ani
pierwiastkowi z odwrotnosci informacji Fischera dla pomiaru pojedynczej fazy (réwnanie
4.18), mimo, ze réznica faz jest tam taka sama, ani pierwiastkowi z odwrotnosci informa-
cji Fischera dla réznicy faz (rownanie 4.21). Konieczne jest uwzglednienie calej macierzy
Fischera, a wiec chcac badaé réznice faz, nalezy zawsze mieé¢ na uwadze mozliwe kompli-
kacje wynikajace z potrzeby rozwazania rowniez sumy faz. Optymalna precyzje uzyskamy
biorac symetryczny interferometr, czyli 7 = % Tak otrzymana precyzja zgadza sie z pre-
cyzja otrzymana wezesniej w pracy |10]. Trzeba jednak pamieta¢, ze dzieje si¢ tak jedynie
na skutek przypadku, gdyz dla symetrycznego interferometru Macha-Zehndera znikaja
wyrazy pozadiagonalne w macierzy Fischera dotyczacej sumy i roznicy faz (wzory (4.22),
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(4.21) i (4.28)). Podobne kontrowersje dotycza takze pracy [18]. W tym przypadku ar-
bitralnie wybrano przypadek z przesunieciem fazowym umieszczonym tylko w jednym
ramieniu interferometru przez co uzyskana precyzja liczona na podstawie kwantowej in-
formacji Fischera nie ma bezposredniego znaczenia eksperymentalnego.

Aby poréwnaé precyzje uzyskiwane dla réznych wspotczynnikow strat, wykreslitem
(rys. 4.6) ich minimalng (czyli najlepsza) wartos¢ w funkeji éredniej liczby fotonow w
uktadzie N = |a|? + sinh? r. Podobnie jak w przypadku klasycznej informacji Fischera,
takze tutaj dla 7 = 1 (czyli gdy nie ma strat), skalowanie osiaga granice Heisenberga.
Dla innych strat skalowanie jest gorsze i osiaga granice szumu srutowego. W celu zoba-
czenia jaka czesé fotonéw nalezy przeznaczyé do stanu koherentnego wykonatem wykres
zaleznodci éredniej liczby fotonéw w stanie koherentnym w zaleznogci od éredniej liczby
fotonow w ukladzie dla réznych wspotczynnikow strat (rys. (4.7)). Z rysunku tego widac,
ze wraz ze wzrostem $redniej liczby fotonéw w ukltadzie opltacalne staje sie wpuszczanie
coraz wiekszej ich ilodci do uktadu w stanie koherentnym z wyjatkiem przypadku gdy
mamy bardzo male straty.
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_%0.100 3
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0.001= N N _ N
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Rysunek 4.6: Precyzja pomiaru r6znicy faz w funkcji éredniej liczby fotonéw w uktadzie.
n = 1 (niebieski, ciagty), n = 0,9 (fioletowy, kreski), n = 0,5 (zielony, kropki i kreski),
n = 0,2 (z0lty, kropki). Dla poréwnania, czerwona linia ilustruje skalowanie osiagane bez
uzycia stanu scisnietego w przypadku gdy nie ma strat. Wykres zrobitem przy zatozeniu

symetrycznego interferometru, tzn. 7 = %

Jedli rozwazymy tylko i wytacznie precyzje, ktora otrzymalismy zaktadajac, ze przesu-
niecie fazowe znajduje si¢ wytacznie w gornym ramieniu interferometru (réwnanie (4.18),
to otrzymamy w wyniku (dla 7 = %) nieco lepsze rezultaty. Réwniez w tym przypadku
skalowanie dla sytuacji bez strat osigga granice Heisenberga, zas w obecnosci strat, tylko
skalowanie szumu $rutowego. Warto zauwazy¢ jednak, ze w tym przypadku, symetryczny

interferometr nie jest optymalnym wyborem. Najlepszy rezultat mozna bowiem otrzy-
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Rysunek 4.7: Srednia liczba fotonéw w stanie koherentnym, ktére nalezy wpusci¢ do
uktadu aby otrzymaé optymalng precyzje w funkcji éredniej liczby fotondéw w uktadzie.
n = 1 (niebieski, ciagly), n = 0,9 (fioletowy, kreski), n = 0,5 (zielony, kropki i kreski),
n = 0,2 (z6ty, kropki). Wykres zrobitem przy zalozeniu symetrycznego interferometru,

1
tzn.7’-2

ma¢ biorac 7 = 0, czyli wpuszczajac do uktadu wylacznie stan $cisniety, co mozna tatwo
zrozumie¢, uswiadamiajac sobie, ze drugie ramie interferometru jest bezuzyteczne w sy-
tuacji, w ktorej mamy ,za darmo” (czyli nie wliczamy go do zrédet swiatta) dodatkowy,
zewnetrzny mod odniesienia dla przesunieé fazowych.

W celu poréwnania precyzji otrzymanych przy zatozeniu przesuniecia fazowego tylko
w jednym ramieniu, przesuniecia roztozonego symetrycznie pomiedzy ramiona interfe-
rometru oraz przy uwzglednieniu calej macierzy Fischera, wykreslitem je na rys. (4.8).
Widag¢ z niego, ze precyzja obliczona na podstawie calej macierzy Fischera jest najwicksza
ze wszystkich a zatem najgorsza. Oznacza to, ze rzeczywista, majaca znaczenie ekspery-
mentalne precyzja jest wieksza niz wynikaloby to z rozwazan prowadzonych w sekcjach
(4.1)1 (4.1.1).

4.2.1. Usrednienie po fazie

Przy poprzednim wyprowadzeniu kwantowej informacji Fischera zatozytem, ze stan
wysylany do interferometru jest znany catkowicie, w szczegolnosci posiadamy kontrole
nad faza stanu koherentnego i $cisnietego, co w praktyce oznacza iz dysponujemy pewna
dodatkowa wiazka odniesienia, wzgledem ktorej te fazy sg okreslone. Jesli to zalozenie
nie jest spetnione i na wejécie uktadu dociera stan z nieznana faza, to aby wtasciwie
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Rysunek 4.8: Precyzja pomiaru réznicy faz w funkcji sredniej liczby fotondéw w ukta-
dzie uzyskana przy pomocy trzech podejs$é rozwazanych w tym rozdziale. Kolorem nie-
bieskim oznaczone sa wykresy dla n = 1, za$§ kolorem czerwonym dla n = 0,9. Linig
ciagly oznaczona jest precyzja policzona przy zatozeniu przesuniecia fazowego tylko w
jednym ramieniu, kreskami przy zatozeniu symetrycznego roztozenia przesunieé¢ fazowych
zad kropkami dzieki uwzglednieniu catej macierzy Fischera. Wykres ostatniej wielkosci
zrobitem dla tzn. 7 = %, zad pozostatych precyzji dla 7 = 0.

rozwazy¢ problem estymacji, nalezy ten stan po tej fazie usrednié, tzn:
moge . ) .
p= / 2—](1625><ae’§\ ® |re?) (re?| (4.31)
0o 27

7 postaci powyzszej macierzy gestoéci wynika, ze istotna jest w tym przypadku wy-
tacznie wzgledna faza pomiedzy stanami wejsciowymi. Oznacza to, ze przy pomiarze
roznicy opo6znien fazowych nieistotne jest w jaki sposdéb rozmieScimy przesuniecia fa-
zowe, tzn wszystkie trzy przypadki rozwazone przeze mnie poprzednio w tym rozdziale
powinny dawa¢ ten sam rezultat. W zwiazku z tym w dalszych rozwazaniach przyjatem
ze przesuniecie fazowe jest rozdzielone réwnomiernie i generator przesuniecia jest rowny
G_ = L@ete—did) = 31— 2n) (0T — a'ta)) + r (1 — n)(a'ty + b)),

Obliczenie Fp dla tego typu stanu jest trudniejsze ze wzgledu na to, ze mamy do czy-
nienia ze stanem mieszanym ktoéry na dodatek nie jest stanem gaussowskim. Dla n # 1
przeprowadzilem obliczenia numeryczne w celu znalezienia Fy. Udalo mi si¢ natomiast
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obliczy¢ F analitycznie dla n = 1. W tym przypadku mamy na wejsciu stan

/27r d¢ i Z e ~laf? atax™ Hm(O)Hm/(O) (tgh(r))(m+m’)/2€i9(mfm’)/2_
0 COSh ) Vnln/l Vmin! 2

, —lol* anasn’ Hy, (0)H,py (0) tgh(r) .
'L (ntm—n'—m') — e ook m( ) m ghir (m+m')/2,
fr mp ', m'| = Z Z cosh(r) v/nln/l  Vm!m/! 2 )

10(m—m/

nn’ 0om

n,n’=0m,m’=0

e 2|0, m)(n, m 8yt 4me (4.32)

7 postaci delty wynika, ze niezerowe sa tylko te elementy macierzy gestosci, ktére odpo-
wiadaja tej samej catkowitej liczbie foton6éw, zatem macierz ta ma posta¢ blokowa:

p 0 0
. 0 pp O

gdzie pn oznacza macierz gestosci dla stanu N fotonowego. Przedstawiajac p explicite w
powyzszej formie otrzymujemy:

0 N —|a)? n,.m H
~ e ok N— TL(O)HN—m(O)
p=2 2

N=0n,m=

tgh(r) N—(n+m)/2 if(m—n)/2
n-+m wim—n N_ N—
o cosh(r) v/nlm! /(N = n)!( —m)!( 2 ) € [n, N—n)(m, N—m|

(4.34)

Wektory wtasne tej macierzy to

Hy—n(0) (tgh(r>)(N—n)/2e—i9n/2|n’N —n), (4.35)

it ANZ VN -l 2

gdzie Ay odpowiadaja za normalizacje, zas odpowiadajace im wartosci wtasne:

—lal®  q
e

= — 4.36
PN cosh(r)A?V ( )

Stad, korzystajac ze wzoru (2.38) dostajemy, ze

o—lof?

Fog=4r(1—71)——

2" r —n
‘ HN "@(tgh( ))N (2n(N —n) + N)+

1 (5

N
Z
N=
o N O(2712[_1 nOH—n 0 h(r)\ N—n+1
2P n'_g o Qs O (I

cosh(r

Ze wzoru (4.37) wida¢, ze podobnie jak w przypadku dla stanu czystego (nieusrednio-
nego po fazie), takze i tutaj najlepsza precyzja jest osiagana dla 7 = % Oznacza to, ze
symetryczny interferometr jest najlepszy do pomiaru réznicy faz takze i w tej sytuacji.
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Okazuje sie, ze Fg dla stanu usrednionego po fazie (dla dowolnych n) jest rowne
klasycznej informacji Fischera z dopasowaniem faz przy zalozeniu pomiaréw opartych o
zliczanie fotonow w interferometrze Macha-Zehndera (podrozdzial (3.2)). Oznacza to, ze
wowcezas pomiar wykonany przy uzyciu zliczania fotonéw, oméwiony w sekcji po§wiecone;j
klasycznej informacji Fischera z dopasowaniem faz, jest optymalny (rys. (3.7)).

W og6lnosci, informacja Fischera dla stanu usrednionego po fazie da si¢ policzyé
jedynie numerycznie. Na rys. (4.9) znajduje sie wykres precyzji uzyskiwanej dla r6znych
parametréw strat przy zastosowaniu stanu usrednionego po fazie. Z rysunku tego widac,
ze wykorzystanie stanéw udrednionych po fazie daje gorsza precyzje niz uzycie standéw
czystych (nieusrednionych). Wyjatkiem jest przypadek be strat (n = 1), gdzie okazuje
sie, ze precyzje uzyskiwane oboma sposobami sg sobie rowne.
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Rysunek 4.9: Wykres precyzji pomiaru réznicy faz otrzymywanej przy uzyciu stanu usred-
nionego po fazie dla réznych wspotczynnikow start w uktadzie w funkeji $redniej liczby
fotonéw w stanie koherentnym dla 7 = % i éredniej liczby fotonéw w ukltadzie N = 1.
n = 1 (niebieski, ciagta), n = 0,9 (fioletowy, ciagta), n = 0,5 (zielony, ciggta), n = 0,2
(z0lty, ciaglta). Dla poréwnania, na rysunku znajduja sie wykresy precyzji uzyskiwane;
przy uzyciu stanoéw czystych (kreski). n = 0,2 (z6tty), n = 0,5 (zielony), n = 0,9 (fiole-
towy). Dla n = 1 odpowiednie wykresy pokrywaja sie.

4.2.2. Przyktad: Splatany stan koherentny na wejsciu uktadu

W zakoriczeniu sekcji poswieconej przypadkowi z dwoma réznymi przesunieciami fa-
zowymi wspomniatem o pewnych niejasnosciach w pracy [18]. Doktadna analiza sytuacji
rozwazanej w tym artykule powinna by¢ przeprowadzona analogicznie do przypadku ob-
liczonego poprzednio. Oznacza to, ze jesli chcemy obliczyé¢ precyzje pomiaru réznicy faz,
musimy poznaé caty macierz Fischera. Stan wejsciowy w tym przypadku to, zgodnie z
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[18]

(W) = Na(|a}]0) +[0)|ev)) (4.38)
gdzie N, = 1/4/2(1 + e~12*). Stan ten mozna interpretowac jako superpozycje stanow
NOON z odpowiednimi wspolczynnikami. Warto zwrdci¢ uwage, ze z postaci tego stanu
wynika, iz podobnie jak w sekcjach (4.1), (4.1.1) i (4.1.2) posiadamy pelna kontrole nad
faza standéw wejsciowych.

Korzystajac teraz ze wzoru (2.39), dostajemy diagonalne elementy macierzy Fischera
dla pomiaru sumy i réznicy faz oraz dla pomiaru kazdej z faz w ramionach z osobna.

Fyyv = 20aPA2(af + 1 - 2|a]2A2)
F__ = 2[aPA2(1+ |af?)
Fiy = 4laPA2(jaf? + 1 - [aPA2)
Foy = 4aPAN2(jaf? + 1 — [aPA2)

4.39
4.40
4.41

(
(
(
(4.42

)
)
)
)
Stad, zgodnie ze wzorem (4.27), otrzymujemy, ze

Fy_ =0 (4.43)

Zatem precyzja pomiaru réznicy faz bedzie dana przez

Ao

1
= 4.44
oo 2 T D) .
Jedlibysmy natomiast zalozyli, ze cate przesuniecie fazowe znajduje sie tylko w gérnym
ramieniu interferometru, to wowczas, zgodnie z praca [18| dostalibysmy precyzje bedaca
odwrotnoscia pierwiastka informacji Fischera dla pomiaru fazy w jednym z ramion (row-
nanie (4.41)), czyli:

1 1
VFi  2alNav/]aP+ 1= [aPA?

Jak wida¢, rownania (4.44) i (4.45) daja rozne rezultaty. Oznacza to, ze w precyzja
policzona w pracy [18] nie jest rzeczywista, osiagalna w eksperymencie precyzja.

Osobna kwestia jest precyzja jaka da sie osiagnaé przy uzyciu splatanego stany ko-
herentnego ugrednionego po wspélnej fazie. W takiej sytuacji na wejsciu rozwazanego
uktadu posiadamy stan dany macierza gestosci

A¢ =

(4.45)

o ‘ | | |
p= / ;liNaZ(faezgﬂm +10)|ce™)) ({e®| (0] + (0] (ae’]) =
0o 2

o0 a 2n
= w2zl 3~ O ) j0) 4 0)1m)) (mlC0] + (01ml) - (4.46)
n=0 :

Wektory wlasne p sa rowne |v,) = %(|n>\0> +10)|n)), zas wartosci wlasne to p, =

2 —|al? ‘042"
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Poniewaz jedyna wielkos¢ jaka jestesmy w stanie zmierzy¢ przy uzyciu stanu usred-
nionego po fazie to réznica przesunie¢ fazowych, wiec generator rozwazanej transformacji
to G = %(dT& — I;TI;) Wykorzystujac wzor (2.38) dostajemy, ze wszystkie elementy ma-
cierzy Fischera sg rowne 0 oprocz wyrazu odpowiadajacego pomiarowi réznicy faz (przy
uzyciu stanu usrednionego po fazie nie mozna zmierzy¢ sumy faz).

F__ =2|a*N2(1 + |af?) (4.47)

Jest to taki sam wynik jak w przypadku nieuérednionym po fazie, a co za tym idzie
dolne ograniczenie na precyzje pomiaru réznicy przesunie¢ fazowych w obu tych przy-
padkach jest takie samo.

Na rys. (4.10) znajduje sie wykres precyzji uzyskiwanych w obu podejsciach (tzn.
pomiar roznicy faz oraz pomiar fazy tylko w jednym ramieniu) w funkcji redniej liczby
fotonow w uktadzie. Jak wida¢ z rys. (4.10), dla duzej $redniej liczby fotonoéw rownania

1.00
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<.0.20
<
0.10
0.05

0.02

Rysunek 4.10: Wykres precyzji A¢ otrzymywanej przy uwzglednieniu catej macierzy Fi-
schera (réwnanie (4.44)) - linia ciagta, kolor niebieski, oraz precyzji otrzymanej na pod-
stawie rownania (4.45) - kreski, kolor fioletowy. Dodatkowo, dla poréwnania, na wykresie
znajduje sie precyzja jaka otrzymalibyémy w sytuacji gdy cate przesuniecie fazowe znaj-
duje sie¢ w jednym ramieniu i do ukladu wpuszczamy stan |a0) - kropki, kolor zotty.

(4.45) i (4.44) daja taka sama precyzje. Dla matej liczby fotonéw roznice sa jednak
wyrazne i, jak wida¢ z rysunku, okazuje sie ze, precyzja pomiaru roéznicy faz jest gorsza
od tej przewidzianej w pracy [18] (rownanie (4.45)). Okazuje si¢ takze, ze dla malej liczby
fotonow w uktadzie lepiej jest zastosowaé po prostu zwykty stan koherentny.
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4.3. Podsumowanie

Podstawowym wnioskiem plynacym z wynikéw przedstawionych w tym rozdziale,
jest koniecznodé opisu ograniczenia na precyzje przy uzyciu caltej macierzy Fischera, a
nie tylko elementu odpowiadajacego mierzonemu parametrowi. Nieuwzglednienie tego
faktu moze prowadzi¢ do rezultatéw nie majacych znaczenia eksperymentalnego, tak jak
w pracy [18].

Dolne ograniczenie na precyzje pomiaru réznicy przesunie¢ fazowych, ktéra mozna
uzyska¢ w interferometrze Macha-Zehndera, jest dane wzorem (4.30). Okazuje si¢ ze naj-
lepszym wyborem jest symetryczny interferometr ze wspotczynnikiem transmisji pierw-
szej plytki §wiattodzielacej 7 = % Precyzja jaka jestesmy w stanie osiagnaé¢ w przypadku
braku strat osigga skalowanie Heisenberga, podczas gdy jesli straty sg duze tylko ska-
lowanie szumu srutowego. Ponadto, wraz ze zwiekszaniem sie éredniej liczby fotonow w
uktadzie, dla wiekszosci wspotczynnikow strat (oprocz bardzo matych strat) optaca sie
wpuszczaé fotony do uktadu gtéwnie w stanie koherentnym. Trzeba jednak pamietac,
ze precyzja obliczona dla stanow czystych (nieusrednionych po fazie) jest w ogolnosci
mozliwa do osiggniecia przy uzyciu pomiarow ogolniejszych niz tylko zliczanie fotonéw,
trzeba bowiem uwzglednié¢ fakt istnienia silnej wigzki odniesienia, wzgledem ktérej okre-
slam fazy stanow wejsciowych. Temu zagadnieniu bedzie po$wiecony nastepny rozdziat.

W przypadku gdy na wejsciu uktadu posiadamy stan usredniony po wspélnej fazie,
kwantowa informacja Fischera daje nam ograniczenie na precyzje gorsze od tego moz-
liwego do uzyskania przy wykorzystaniu stanéw nieusrednionych jednak okazuje sie ze
dla tego przypadku osiagana jest taka sama precyzja co w sytuacji klasycznej informacji
Fischera z dopasowaniem faz. Pozwala to na stwierdzenie ze pomiar zaproponowany na
rys. (3.7) jest optymalny dla tego przyktadu.
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Rozdziat 5

Precyzja w obecnosci dodatkowego modu
odniesienia

W obliczeniach wykonywanych w pracy do tej pory zawsze zakladalidmy, ze mamy do
dyspozycji tylko dwie wiazki, ktorych uzywamy do dokonywania pomiaréw (sg to wiazki
sygnatowe). W przypadku gdy mieliémy do czynienia ze stanem |a) ® |r) w pelni znali-
$my faze stanu wejsciowego, a co za tym idzie, robiliémy milczace zalozenie posiadania
dodatkowej silnej, klasycznej wiazki odniesienia, ktérej nie wliczamy do zZrédel, a dzieki
ktorej jestesmy w stanie ustali¢ faze stanu wejsciowego. W przeciwnym wypadku, mu-
simy uwzgledni¢ to, ze w ogole nie znamy fazy stanu na wejsciu uktadu, czyli w istocie
zamiast stanu czystego o) ®|r) mamy stan mieszany p = fo% g—ﬂae’f) |re’2) (| (re?é].

Rozwazajac bardziej ogdlna sytuacje, powinnismy uwzgledni¢ dodatkowa wiazke od-
niesienia w stanie koherentnym |3), gdzie § € (0,00). Wowczas przypadek posiadania
stanu czystego odpowiadalby |3| — oo, czyli klasycznemu modowi odniesienia, zas przy-
padek stanu usrednionego po fazie oznaczatby § = 0 (sytuacja bez dodatkowej wiazki).
Dla innych wartoéci parametru 8 otrzymalibysmy sytuacje posrednie.

W tym rozdziale przedstawie informacje Fischera dla pomiaru fazy dla dwoch roz-
nych uktadéw z dowolnymi stanami wej$ciowymi oraz z modem odniesienia w stanie
koherentnym. W czedci pierwszej oméwie uktad jednomodowy. W czesci drugiej zajme
sie przypadkiem dwumodowym, ktorego szczegblnym przypadkiem jest interferometr
Macha-Zehndera. W kazdej z powyzszych sytuacji rozwaze osobno przypadki graniczne
klasycznego stanu odniesienia, badz jego zupetnego braku.

5.1. Jeden mod sygnatowy

Rozwazmy sytuacje przedstawiong na rys. 5.1. Swiatto, w stanie opisanym macierza
gestosci p, przechodzi przez przesuniecie fazowe ¢ i nastepnie trafia na wyjscie uktadu
do urzadzenia pomiarowego. Mozemy sie zapytaé, czy da sie w takiej sytuacji powiedzieé
co$ o wartosci ¢, tzn. chcieliby$émy znaé doktadnosé, z jaka mozemy estymowaé faze w
takim uktadzie.
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Rysunek 5.1: Schemat jednomodowego uktadu do estymacji fazy z wiazka odniesienia.

Zalézmy na poczatku, ze na wejsciu uktadu w wigzce sygnalowej mamy stan czy-
sty |¥). Ogolny jednomodowy stan czysty mozemy zapisa¢ w bazie Focka jako |¥) =
32 o enln), gdzie 320° |en|? = 1. Rozwaze ponizej osobno przypadki, gdy mamy do
dyspozycji mod odniesienia, oraz gdy jestesmy go pozbawieni.

5.1.1. Bez wiazki odniesienia

Jedli wiazka odniesienia jest nieobecna, to rozwazany przez nas ukltad wyglada tak,
jak na rys. 5.2.

P ¢

Rysunek 5.2: Schemat interferometru jednomodowego bez wiazki odniesienia.

Zastandéwmy sie, jaka precyzje pomiaru fazy bedziemy w stanie uzyskac, jesli do uktadu
wpuscimy stan |¥) = > >°  cp|n) usredniony po fazie. Wowczas rozwazanym przez nas
stanem na wejéciu bedzie stan mieszany nastepujacej postaci:

o0

2m df i(n—m)&
—/ S ache i) (m| = Z\cn\ In)(n (5.1)

an

Taki stan, zgodnie z tym czego mozna bylo oczekiwaé, jest jednak zupelnie nieczuty na
jakiekolwiek przesuniecie fazowe. Po przejsciu przez nasz uktad otrzymalibysmy bowiem
stan:

0o
= 3" lealPene " ) (n| = (52)
n=0

Dzieje sie tak, gdyz mamy tutaj tylko elementy diagonalne w macierzy gestosci, ktorych
sa nieczule na zmiane fazy i w efekcie przesuniecia fazowego dostajemy stan wejsciowy.
Oznacza to, ze jesli chcielibysmy dokonaé estymacji fazy w takim ukladzie, musieliby-
$my uzy¢ stanu nieusrednionego po fazie na wejsciu a to oznacza koniecznodc¢ istnienia
dodatkowej wiazki odniesienia.
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5.1.2. W obecnosci wiazki odniesienia

Rozwazmy najpierw sytuacje w ktorej znamy doktadnie faze stanu na wejsciu uktadu
|¥) = >0y enln), co oznacza ze dysponujemy klasyczng wiazka odniesienia. Po przejsciu
przez opéznienie fazowe ¢, $wiatto bedzie w stanie |U(¢)) = 3°°° ¢,e™?|n). Poniewaz
mamy do czynienia ze stanem czystym, wiec informacja Fischera dana jest réwnaniem
(2.39). Wstawiajac |¥(¢)) do rownania (2.39) dostajemy nastepujace wyrazenie na infor-
macje Fischera:

=403 Jealn? = (3 lealm)?) (53)
n=0 n=0

Wyrazenie (5.3) w ogolnosci moze by¢ rozne od zera, co oznacza, ze jesteSmy w stanie
przeprowadzié estymacje fazy.

Zobaczmy teraz co stanie sie, gdy explicite uwzglednimy obecnodé dodatkowej wiazki
odniesienia (rys. 5.1). Ponownie zalézmy, ze w modzie sygnalowym mamy stan czysty
|¥), ale tym razem w drugim modzie, nieprzechodzacym przez opodznienie fazowe, mamy
stan koherentny |a). Poniewaz nie okreslamy fazy kazdej z wiazek w sposob absolutny,
musimy usredni¢ po wspélnej fazie stan |¥) i [a). Robimy to obkladajac kazdy ze sta-
now operatorem fazy Ug = %" W tym przypadku calkowity stan na wejsciu opisuje
nastepujaca macierz gestosci:

d¢ N N N
A=/§%%@W®%mwm:
— 6—|0‘|2/dg Z Z cnc* ama* /ezg(n+m—n'—m’)|n m><n/ m/| _
2 n,n’=0m,m’=0 m ’ ’
DYDY ““\ (o, m'|
=e CnCr n,m)(n', m|6p 4 =
n,n'=0m,m’=0 \/7

N k*N—Fk

—|cu\2 c o / g
i e, N — kY (K, N — K| (5.4)
ZMZ I )

Aby skorzystaé ze wzoru (2.38) i policzy¢ kwantows informacje Fischera, konieczna jest
znajomos¢ wektorow i wartodci wlasnych macierzy gestosci (5.4). Wektory wlasne tej
macierzy gestosci mozna odczytaé z jej postaci i sa one nastepujace:

M l

lvpr) = AMZC,\/i)uM ) (5.5)

: 2 a2N-D\~1/2 o T
gdzie Ay = (Zz ol f,) jest stala normalizacyjna. Obliczajac plvas) dosta-
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jemy:

/
kaoé*ka OéMfl

2 a «
pluar) = Aj\/je_‘a| Ckalcl |k, N—k>5k/715N,M =
S S S e

2 al2N=0) « e~lof?
b zm?' — MZ S e =) = S o) 65)

ol?
stad wartosci wlasne p to py = |A|N|‘

Majac dane wszystkie te wielkosci, mozna policzy¢ kwamtowa5 informacje Fischera,
wzigwszy za generator odpowiedzialny za zmiany fazy G = ata. Biorac pierwszy czton
wzoru (2.38) dostajemy:

Z @ | Ze\aP’A IZZ Nk o xN—F
PN UNCLCLCL alvn) N CLCh
|A ‘2 k' = * \/( k)(N_k/)'
PP al? 2‘042]\[ k) 2
(K, N —Kl|ataatalk, N — k) = e71° %:l;)\ck\ ] (5.7)

Pomimo tego co mozna by sadzi¢ z (5.7), wyrazenie to jest niezalezne od «. Jesli spoj-
rze¢ na wspolczynnik stojacy przy wybranym ¢, (tzn. ustalamy n), to mozna otrzymac,

e
' A2 2_—|af? |, 2 2

n N=n n

Biorac drugi czton z (2.38) dostajemy:

*MlNk

N « e
Gun = (vm|Glon) AMANZ ch Ck; N =% '<l,M —l|atalk, N — k) =
1=0 k=0 NN —k)!
ZZ *]V[ laN k
AN Cl Ck kék,l(SM,N (5.9)
=0 =0 —DY(N —Ek)!
N . *N kaM l
Gyu = (vn|Gluy) = AvAm Z ch q 1011001, N (5.10)

—n =0 VN — k)M —1)!
Stad otrzymujemy, ze:
2 N 2(N—k)
PNPM _ a2 AN 2 |a| 2
———GNyuG = E — E ——k 5.11
7PN+ Py NMEMN =€ ~ 2 (:0|Ck‘ (N —k)! ) (540

Ostatecznie dostajemy wzér na kwantowa informacje Fischera dla uktadu jednomodowego
w obecnodci modu odniesienia w stanie koherentnym |«):

N—k)

N
“laf?* 3 o 2
F:4§k:|ck,2k2_4e laf? \ANIQ(Z‘CHZW’“) (5.12)

N k=0
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To, jaka precyzje jestesmy w stanie uzyskaé przy uzyciu takiego ukladu zalezy od a.
Warto przeanalizowa¢ dwa przypadki graniczne jakie mozemy tutaj mie¢: przypadek
bardzo stabej wiazki odniesienia |a| — 0, gdzie oczekiwaliby$my, ze tak jak w przypadku
stanu usrednionego po fazie bez wigzki odniesienia, nie bedziemy w stanie nic powiedzieé¢
o przesunieciu fazowym, oraz sytuacje silnej, klasycznej wiazki odniesienia |a| — oo, w
ktorej z kolei oczekujemy, ze otrzymamy wynik zgodny z tym danym przez réwnanie
(5.3).

5.1.3. Przypadek graniczny |a|*> — 0

W tym przypadku granicznym oczekiwalibyémy, ze nic nie bedziemy mogli dowie-
dzie¢ sie o wartosci przesuniecia fazowego, gdyz wraz z malejaca liczba fotonéw w stanie
koherentnym (czyli wraz z malejacym |a|?) coraz stabiej jest okreslona faza wigzki sy-
gnatowej. W szczegblnosci dla a = 0, czyli gdy w modzie odniesienia mamy stan prézni,
powinniémy otrzymaé sytuacje taka sama, jaka mielismy w pierwszej czesci sekcji 5.1.1,
gdy rozwazalidmy przypadek bez wiazki odniesienia, za to z usrednieniem po fazie.

Dla |a|? — 0 jedyny wktad do drugiego wyrazu w (5.12) bedzie miat czton z N—k = 0,
skad:

1
o):4Z|ck\2k2—4Z|c |2|CN|4N2:0 (5.13)
k N N

Oznacza to, ze gdy |a|> — 0, precyzja pomiaru fazy A¢ — oo, czyli nic nie mozna
powiedzie¢ o wartosci ¢, co zgadza sie z rezultatem otrzymanym w sekcji 5.1.1.

5.1.4. Przypadek graniczny |a|* — oo

Jedli |a|? dazy do nieskoriczono$ci, mamy do czynienia z klasycznym stanem odnie-
sienia. W praktyce oznacza to, ze w dodatkowej wigzce jest duzo wiecej fotondéw niz
w modzie sygnatowym. Mozemy zatem oczekiwac, ze teoretycznie bedziemy w stanie w
doktadny sposéb ustali¢ faze wigzki sygnalowej i to tym lepiej, im wieksze bedzie na-
tezenie wiazki odniesienia. Oznacza to ze, powinniSmy w rozwazanej granicy otrzymacé
rezultat taki sam jak w drugiej czesci sekcji 5.1.1, gdy rozwazalismy sytuacje bez wiazki
odniesienia, ale za to ze stanem sygnalowym nieusdrednionym po fazie.

Wezmy wiec w réwnaniu (5.12) |a)? > Yy |len|?IN, co odpowiada sytuacji, kiedy
w modzie odniesienia jest znacznie wiecej fotonéw niz w modzie sygnatowym. Poniewaz
pierwszy czton w (5.1.1) nie zalezy od «, to wystarczy zajac sie tylko drugim. Zamieniajac
kolejnosé sumowania, mozemy go przedstawié¢ jako:

7|a|2 2 |O[| k) 4492 > 7|a‘2 |Oé|4(N_k) N 2‘
e Z’AN‘(Z’C‘k ) =Xl 3 T e (X
N : =0
S - \a\”‘k)\aIQ N"‘“’) o, oD
+8 3 lexllew[2RE Y el el ) (614)
k2<:k Ngk (N = R)IN — &) (g (N—l)!)
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Zajmijmy sie nastepujacym wyrazeniem:

‘a‘Q (N— k)‘a‘Q (N—FK")

> 2 a2V
S el ST (Z|l|2|’ )

N=k

® o |a\2|a|2(N k) o= |a\2|a|2(N Ky N

2 o2
=Y e (ZW o | | )_) (5.15)

N=k

Zauwazmy, ze w tym wyrazeniu mamy iloczyn rozktadéw Poissona o szerokogci charak-
terystycznej |a| kazdy. Dla bardzo duzych |a|? (mozemy wybrac¢ je dowolnie duze) wktad
beda mialy tylko wyrazy, dla ktorych [N — s — |a|?| < |a| oraz s < |a| (s = k, K, 1),
czyli takie, dla ktérych mozna uznaé¢ kazdy z rozkladéw za niemal ptaski. Oznacza to ze
w granicy |a| — oo mozna skroci¢ rozktad z k' z rozktadem z [ 1 przej$¢ z gorna granica
sumowania w mianowniku do nieskoriczonosci (bo dla duzych |a|, na mocy przyjetych
przez nas warunkéow, N zachowuje sie tak jak |a|?), otrzymujac nastepujacy wynik

0 o—laf? |2N k) g—laf? ‘QN k") (N=1)

a a _azla!
2 (N —k)! (N — &) Z|c|2 . l)!)

N=k
o || 2V )
~ Z e ’N Bl (Z!cl|2)*1 =1 (5.16)

Oznacza to ze drugi ze skladnikow wyrazenia (5.14) jest rowny 83w |ck|?|cw |2kE.
Poniewaz powyzsze wyprowadzenie nie zalezato w zaden sposob od k, k' ani [, wiec pod-
stawiajac w (5.15) k = k' otrzymujemy, na mocy tych samych argumentoéw co poprzednio,
7e pierwszy ze sktadnikow w (5.14) jest rowny 43", |cx|*k%. Otrzymujemy stad, ze infor-
macja Fischera w granicy |a|?> — oo jest réwna:

Foo =4 |ep’k* — 42 ek *k? = 8 > el |ew | Pkk = A( Z ek ?k* — O |exl*k)?)
k k

k' <k
(5.17)
Ten wynik, zgodnie z oczekiwaniami, zgadza sie z tym otrzymanym w sekcji 5.1.1 dla
przypadku bez wiazki odniesienia i bez usrednienia. Mozna zatem wysnué wniosek, ze
tak naprawde, w sytuacji, w ktorej posiadamy petng znajomosé fazy w stanie na wejsciu
uktadu, mamy na mysli sytuacje przedstawionag na rys. (5.1) z bardzo silnym modem
odniesienia, ktérego jednak nie wliczamy zazwyczaj do zrodet $wiatta w eksperymencie.
Dodatkowo, jednym z zalozen w dowodzie bylo, ze bierzemy |a| na tyle duze by k, k' il
byty od niego znacznie mniejsze. W praktyce oznacza to, ze w wiazce odniesienia musimy
posiada¢ kwadratowo wiecej fotondéw niz w wiazce sygnalowej. Podobny rezultat zostat
otrzymany w pracy [24]. W takiej granicy, precyzja jest praktycznie rowna tej, ktora
otrzymaliby$my wpuszczajac na wejsciu stan czysty (nieusredniony po fazie).

5.1.5. Ogodlny stan mieszany na wejsciu

W dwoch poprzednich sekcjach oméwilidmy, co dzieje sie, gdy w modzie sygnatowym
mielismy stan czysty. W ogélnej sytuacji mozemy jednak przepuszczac¢ przez przesuniecie
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fazowe dowolny stan mieszany p = > pgi|k) (K|, co moze by¢ wynikiem np. strat w ukta-
dzie itp. Macierz gestosci catkowitego stanu wejsciowego po uwzglednieniu dodatkowego
modu w stanie koherentnym |«) jest rowna:

o rdE '
p= [ 5 Uetle Ug|a><a\rﬂ -

= el Z Z Pk \/— g(kmfk/*n/)\k,nﬂk',nq:

kk’ 0n,n'=0

!
N—ka*N—k’

ZOMZ e s b N RN - K] (518)

W ogolnodci nie da sie znalezé wektorow wlasnych p, trzeba wiec przy analizie szcze-
gétowych przypadkoéw skorzysta¢ z réwnania definiujacego symetryczna pochodng lo-
garytmiczng (SLD) (réwnanie (2.34)). Poniewaz informacje Fischera mozna wyznaczy¢
tylko przy uzyciu SLD i macierzy gestosci (rownanie (2.33)), za$ generator przesuniecia
w fazie w naszym przypadku zawsze jest taki sam (G = a'a), to w istocie p wyznacza,
rozwigzanie problemu.

Réwniez w takim, ogbélnym przypadku powinnismy dostawaé taki sam rezultat dla
bardzo stabego modu odniesienia, jakbyémy wpuszczali stan usredniony po fazie bez
dodatkowego modu. Dla bardzo stabej wiazki odniesienia, |a|?> — 0, macierz gestosci
stanu wejsciowego dazy do

p — Z Z ke |k, N = k) (KN — K [Nk 06n—r0 = D> pnNIN)(N| @ |0)(0]
—0 ko= N=0

(5.19)

Jest to, jak nalezaloby oczekiwaé¢, usredniona macierz gestosci w obecnosci tylko i
wylgcznie modu sygnalowego. Z réwnania (5.19) wynika, ze p jest diagonalne w bazie
Focka, zatem nieczule na faze. Obliczajac komutator z prawej strony réwnania (2.34),
dostajemy w wyniku 0. To za$ oznacza, ze SLD jest réwne 0, czyli takze informacja
Fischera F' = 0. Stosujac wiec stan usredniony po fazie bez modu odniesienia, zgodnie z
oczekiwaniami, nie jesteSmy w stanie powiedzie¢ nic o przesunieciu fazowym.

W przypadku bardzo silnej wigzki odniesienia, |a|? — oo, oczekujemy, ze dosta-
niemy taki sam rezultat, jakbyémy wpuszczali stan nieugredniony po fazie. Pokazanie
tego faktu nie jest jednak juz tak tatwe, jak w poprzednim przypadku. W celu udo-
wodnienia pokazemy, ze dodatkowy mod w rozwazanej przez nas granicy, po dokonaniu
pewnej transformacji, nie ma wpltywu na informacje o fazie zawarta w macierzy gestosci
stanu wejsciowego.

Wesmy nastepujaca, operacje: U = S SN un klk, NY(k, N — k|, gdzie |uyi|> =
1. Operacja ta, w dzialaniu na stan |n,m) z przestrzeni Hilberta nie zmienia liczby
fotonéw w pierwszym modzie, natomiast w drugim modzie tworzy stan o catkowitej
liczbie fotonéw w obu modach oraz, dodatkowo mnozy caly stan przez jaki§ czynnik
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fazowy. Taka operacja ma nastepujaca wlasnosé

N [e%)
Ut = SO unilPlk, N —k)Y(k,N =kl = Y Jtngmpnl*In,m)(n,m| =1 (5.20)
N k=0 n,m=0

Nie jest to jednak operacja unitarna, gdyz obrazem przestrzeni Hilberta przy uzyciu
tej operacji nie jest cata przestrzen Hilberta (nie jest to odwzorowanie na). Z tego tez po-
wodu mamy UUt = 3y SOV |uNk\ ]k N)(k, N| # 1. Pomimo tego, informacja Fischera
nie zmienia sie, gdy zadziatamy U na p. Przy takim przejsciu mamy bowiem p' = UpUJf
wiemy takze, ze w naszym przypadku poniewaz generator przesuniecia w fazie G dziala
tylko na pierwszy mod - zachodzi [U,G] = [UT, G] = 0. Po takiej transformacji réwnanie
(2.34) wyglada nastepujaco:

1 A —nna N A A PPN PN
5(U,sUT N+ NUpUY = —i(GURUT — UpUTG) (5.21)

gdzie A’ oznacza nowe SLD. Ponigwa}z_é i_UA komutuja ze soba, to prawg strong rownania
(5.21) mozemy zapisa¢ jako —iU(Gp — pG)UT. Jegli wezmiemy teraz A’ = UAUT to
rownanie (5.21) przeksztalci sie do nastepujacego:

U(pA + Ap)UT = —iU(Gp — pG)Ut (5.22)

DO | —

Zatem znalezlismy SLD dla 5’ i jest ono rowne A’ = UAUT.
Zobaczmy teraz, jaka informacje Fischera jestesmy w stanie osiagnaé¢ przy uzyciu p'.
Mamy:

F' = Te(pfA?) = Te(UpUTUAUTUAUT) = Tr(UpA2UT) = Te(UTU pA%) = Tr(pA?) =
(5.23)
Oznacza to, ze uzywajac p' jestesmy w stanie uzyska¢ takg sama precyzje pomiaru fazy,
jakby$my uzywali p. Mozemy wiec w dalszym ciggu uzywaé p' zamiast p.
Biorac wszystkie uny = e ! IN=R)E  odzie € jest takie, ze o = |afe® i obkladajac
macierz gestosci (5.18), dostajemy:

‘a|2N—kz—k’

e lof® ! )
= UpUT = ZOk%: Pk N ORI |k, N){k', N (5.24)

Pokazemy teraz, ze obecno$é drugiego modu po transformacji U przy |a|? — oo nie wnosi
zadnych informacji. Poniewaz macierz gestosci drugiego modu jest diagonalna, jedyna
informacje w niej zawarta jest liczba fotonéw. Dokonujac pomiaru liczby fotonéw w tym
modzie, otrzymujemy w efekcie nastepujaca zredukowana macierz gestosci w pierwszym
modzie:

|2N—k—k” 1

o2l
2 pu VIN=BIN — ) yN

k,k'=0

a2 2N -0 ’k>< ‘ (5.25)
o pue” 1
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gdzie N to liczba fotonéw w wiazce odniesienia, ktére zmierzylismy, zas 1

e*\a\Z |a‘2(N_k)
k=0 Pkk (

N—k)!
jest wspoétczynnikiem gwarantujacym, ze Trpy = 1. K
Z postaci py wida¢, ze w liczniku mamy do czynienia z rozktadem przypominajacym
rozktad Poissona. Z tego powodu, dla duzych |a|? gtéwny wktad beda mialy wyrazy dla
ktorych |[N — k%k/ — |a|?| < €|al, gdzie € =~ 1, oraz k%k/ < |a, czyli takie dla ktorych
rozktad jest niemal ptaski. Ostatni warunek oznacza, ze podobnie jak w poprzedniej
sekcji, gdy w wiazce sygnatowej mieliSmy stan czysty, §rednia liczba fotondéw w wiazce
odniesienia musi by¢ kwadratowo wieksza od liczby fotonéw w wiazce sygnatowej. Z
tych powodéw, w granicy |a| — oo, mozemy skroci¢ rozktady w mianowniku i liczniku
oraz przej$¢ z gérna granica sumowania w mianowniku i liczniku do nieskoniczonoéci
(dla duzych ||, na mocy przyjetych przez nas warunkéw, N zachowuje sie tak jak |a/?,
tzn. érednia liczba fotonéw w ukltadzie jest w praktyce réwna liczbie fotonéw w wigzce
odniesienia), dostajac w efekcie wyrazenie

p iV: prwe 1o oM ! ) (K|
N = KK/ a2N=D -
k,k'=0 \/(N - k)'(N - k/)' Z{\LO plle_‘ap‘(lj\[fl)!
> 1
— Y eI =5 (526
MZ;O 2 =0 Pu

Poniewaz dostalismy te sama macierz gestosci, co w przypadku stanu nieusrednionego
bez wiazki odniesienia, to informacja Fischera, a co za tym idzie réwniez najlepsza moz-
liwa precyzja, bedzie taka sama w obu tych przypadkach. Mozemy zatem powiedzieé, ze
w ogoblnodci stosowanie stanéw o doktadnej fazie jest tozsame ze stosowaniem dodatkowe;j,
bardzo silnej wiazki odniesienia, ktorej obecnos¢ zazwyczaj pomija sie w rozwazaniach.

5.2. Dwa mody sygnatowe

Przedstawiony powyzej przyktad interferometru jednomodowego pokazuje, ze - mimo
iz teoretycznie jest mozliwa estymacja przesuniecia fazowego przy uzyciu takiego uktadu
- to konieczna jest do tego jeszcze wiazka odniesienia, wskutek czego potrzebujemy tak
naprawde dwoch modéw. W przypadku idealnego interferometru jednomodowego z tylko
jedna wiazka (sygnatowa), do ktorego wpuszczaliby$my rzeczywisty stan (czyli usred-
niony po fazie), zmierzenie przesuniecia fazowego bytoby niemozliwe.

Zastanéwmy sie teraz nad bardziej realistycznym uktadem, czyli przypadkiem, gdy
mamy dwa mody sygnatowe, jak np. w normalnym interferometrze Macha-Zehndera.
Przesuniecie fazowe moze wplywaé¢ na oba mody jednoczesnie, mozemy wiec uzyskaé
niezerowe informacje Fischera, zaréwno gdy wpuszczamy stan usredniony po fazie, jak
i nieusredniony. Rozwazmy sytuacje, gdy wpuszczamy na wejscie interferometru ogolny
stan czysty |[Win) = >00,—0 Cum|n,m), gdzie 350, o lenm|* = 1.
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5.2.1. Bez wiazki odniesienia

Gdy wiagzka odniesienia jest nieobecna, rozwazany przez nas uktad wyglada tak, jak
na rys. 5.3.

¢2
Win) Wout(d’lﬁf’z»

b1

Rysunek 5.3: Schemat uktadu dwumodowego bez wigzki odniesienia.

Poniewaz teoretycznie mozemy zmieniac¢ faze w kazdym z modoéw niezaleznie, tak jak-
byémy mieli dwa rézne parametry ¢1, ¢2, musimy uwzglednié kazdy z nich, jak i mozliwe
korelacje miedzy nimi. Z racji, ze interesuje nas zazwyczaj wzgledne przesuniecie fazowe
pomiedzy ramionami (modami) uktadu, to tatwiej bedzie analizowaé¢ dwa inne parame-
try, mianowicie ¢_— = (¢1 — ¢2), ¢4+ = (¢1 + ¢2). Warto poczyni¢ tutaj pewna uwage na
temat tego, co przechodzi do przypadku dwumodowego z sytuacji jednomodowej. Bezpo-
srednim odpowiednikiem przesuniecia fazowego mierzonego przy uzyciu wczeéniejszego
uktadu jest tutaj suma przesunie¢ fazowych w obu ramionach, czyli wielkos¢, ktora za-
zwyczaj nie podlega pomiarowi. Drugi z parametréw, roznica przesunieé fazowych ¢_,
nie ma odpowiednika w uktadzie rozwazanym przez nas w poprzednich sekcjach, pojawia
sie dopiero, gdy mamy do dyspozycji dwie wiazki. Podobieristwo poprzedniego przypadku
do rozwazania réznicy faz jest mozliwe wytacznie przy obecnosci dodatkowego, zakamu-
flowanego modu odniesienia, o ktérym najczesciej jednak nic sie nie wspomina.

Ro6znica i suma przesunieé¢ fazowych sg rozdzielone symetrycznie na oba mody, zatem,
po przeformutowaniu, rozwazany przez nas uktad wyglada tak, jak na rys. 5.4.

¢+/2 ¢-/2

Win) |lpout(¢+1¢—)>

$+/2 R a—

Rysunek 5.4: Schemat uktadu dwumodowego bez wiazki odniesienia z zamienionymi pa-
rametrami.

W uktadzie mamy do czynienia z dwoma parametrami - suma i r6znicg przesunieé¢
fazowych - konieczne jest zatem obliczenie catej macierzy Fischera (réwnanie (2.8)). Za-
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stanéwmy sie teraz nad precyzja mozliwa do osiagniecia przy uzyciu stanu usrednionego
po fazie. W tym przypadku mamy do czynienia ze stanem mieszanym na wejsciu uktadu,
musimy wiec zastosowac ogolny wzor (2. 38) Generatory przesuniqcia W sumie 1 réznicy
faz w obu modach to odpowiednio G = 3(a'a+b'b), G_ = %(ala—b'b). Macierz gestosci
rozwazanego przez nas stanu to w tym przypadku

6= Z Z Crm €y @M= = 1 N (0 | =

nmn m/
[e%S) N
=3 > an-rhnwlk N—k){K N—-F| (527
N=0 k,k'=0
Wektory wtasne takiej macierzy to:
N
”UN> :ANZCk,ka’k;N_k% (5.28)

gdzie Ay = (2 ]c;tN,k\Q)_% jest stala normalizacyjna. W celu znalezienia wartosci
wlasnych macierzy gestosci obliczamy ploy):

plun) = Z|CkN K |luw) = Ax |2|UN> (5.29)

Stad dostajemy wartosci wlasne py = ﬁ. Korzystajac teraz z rownania (2.45), otrzy-
mujemy elementy macierzy Fischera

Fiy =0 (5.30)

Fr_ =0 (5.31)
o~ N [e'S) N

= > > leen-klP(N =2k)% = D [ANP O lenn—kP(N — 2k))° (5.32)
N=0k=0 N=0 k=0

czyli

0 0
F ( e ) (5.33)

Jak mozna byto sie spodziewaé, wpuszczajac stan usredniony po fazie bez dodatko-
wej wigzki odniesienia, nie jestedmy w stanie powiedzie¢ nic o sumie przesunie¢ fazowych.
Warto zwrécié¢ jednak uwage na to, ze pomimo usrednienia, mozemy posiada¢ pewna wie-
dze o interesujacym nas parametrze ¢_ czyli réznicy przesunie¢ fazowych, gdyz mozemy
ja okregla¢ wzgledem jednej z wiazek.

5.2.2. W obecnosci wigzki odniesienia

Rozwazmy teraz analogiczna sytuacje w obecnosci klasycznej wiazki odniesienia. W
takiej sytuacji znamy faze stanu na wejsciu uktadu, czyli mamy do czynienia ze stanem
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ig_
czystym. Stan po przejsciu przez uktad to[Wous) = >, cnme 5 = (ntm) g 5= (n—m) |n,m).
Obliczajac pochodne wystepujace w rownaniu (2.46) dostajemy

104, Vour) = % Z Cnm (N + m)eTJr("_m)eT(nJ“m) In,m) (5.34)
10p_ Wout) = % Z Crm (N — m)e%(”_m)eT(ner) |n, m) (5.35)

Wstawiajac (5.34) i (5.35) do réwnania (2.46), otrzymujemy nastepujace wzory na ele-
menty macierzy Fischera:

Foy =3 leam P+ m)2 = (3 lewn 20+ m))? (5.36)
= S leamlP = m)* = (3 lenm [ (n = m)? (5.37)

= Z lenm |2 (n? — m?) — Z |cnm | (n +m) Z |lepme |2 (0 —m) (5.38)

Doktadnosé pomiaru roznicy przesunieé fazowych (tylko ta wielko$é nas interesuje) jest w
tym przypadku dana rownaniem (2.12). Jak wida¢, w tym przypadku w ogélnosci mozemy
dokonywaé¢ pomiaréw nie tylko réznicy przesunie¢ fazowych, lecz takze ich sumy.

Podobnie jak w poprzednich sekcjach dotyczacych uktadu jednomodowego, sprawdzmy
co stanie sie, jesli explicite uwzglednimy obecnosé trzeciego modu odniesienia w stanie
koherentnym |«), nieprzechodzacego przez opéznienia fazowe. W obecnodci takiego modu
moglibyémy zrealizowa¢ pomiar sumy przesunieé¢ fazowych, dzieki znajomosci fazy stanu
na wejsciu uktadu. Posiadanie dodatkowego modu moze rowniez w pewien sposob ulep-
szal precyzje pomiaru réznicy przesunieé¢ fazowych.

Catkowita macierz gestosci na wejéciu uktadu to

e, e
p=/ng|\P><W|U*®Ug|a><a| i=

o [4 §~ 0§ il )
Tl / o> Z CrkCo ! %ezg nbmtk—n' =k =m) gk om) (0! K m!| =
nn’ 0 k,k'=0m,m’=0 mlm'!

*m/

—lal?
= e I | Z Z Z CnkC /k;/\/'7|n k m)(n k ,m |6n+k+mn+k’+m’ =

n,n'=0 k,k'=0 m,m’=0
N N-nN-— —n— —n/—k'
0 n n aN n ka*N n'—k

= _|O“2 -y k. N—n—Fk /k,/ N— /_k/
=T 2 X ek ey B N RN K N

N=0n,n'=0 k=0 k'=

(5.39)

zas jej wektory wlasne, podobnie jak w réwnaniu (5.5) to

N N-n N n—k
|UN> :ANZ Z an\/iln k N —
n=0 k=0
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1
a|2(N7n7k) -

Ay = (Zf:fzo Z]Zg\f:_[)n |an|2|(1\LTk)') ? oznacza tutaj stata normalizacyjna. Obliczajac

a2 _
plun) dostajemy, ze wartosci whasne p to py = eAlz‘ . Korzystajac teraz ze wzoru (2.45),
N

dostajemy elementy macierzy Fischera:

i e U [ G o—laf?
=SS S el (R
N=0n=0 k=0
i g:Nﬁn 5 o 2Nk 2
An[3( ol [ (R (541
N=0 n=0 k=0 (N —n—k)!
ool 5 S e 2 _ _—laf?
D I I S T
N=0n=0 k=0
Z i\f:N—n ) |a|2(N—1’L—]€) 5
|An] ol (n—k)? (5.42)
n=0 k=0 (N —k)!
oo N N-n (N—n—k)
_lal? |a|
F+_ =€ | | Z Z ’Cn |27_k)'(n2_k2)+
N=071=0 k=0 n :
af? N N-n ) ‘a‘QN n—k) N N-m ) |a|2(mefl)
el Z|AN| 33 lewl R XXl (e ()
n=0 k=0 ) m=0 [=0 ( )

(5.43)

Pierwsze elementy tych réwnan, podobuie jak w przypadku jednomodowym, nie zaleza
od «, gdyz ustalajac n i k dostajemy:

SLED 35 3 UG TRV o) UL i c
N=0n=0 k=0 " n—k) n=0 k=0 ’ N N —n—k)!
—ZZ|an| n+k ZZ|Ckn k|2 2 (5.44)
n=0 k=0 n=0 k=0
oo N N-n n—k) oo 2(N—n—k)
S ) 3 G SIS ) TSP DR e
N=0n=0 k=0 n=0 k=0 N=n-+k :
= Z Z lenk|*(n — k)2 = Z Z |ckn_i*(n — 2k)*  (5.45)
n=0 k=0 n=0 k=0
oo N N-n —n—k) 0o o0 00 2(N—n—k)
35S bl 0 = S S e S R
N=0n=0 k=0 : n=0 k=0 N=n-+k '
= Z Z lenk]?(n? — k%) = — Z Z |ckn—k*n(n —2k) (5.46)
n=0 k=0 n=0 k=0
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Stad uproszczone wzory na elementyF' to

) , X N N-n ) ‘Oé|2(N n—k)
Fiy = szn w0 = e ST ANEOT ST el 7 ((n+ k)
n=0 k=0 N=0 n=0 k=0
(5.47)
) N N-n ) |a|2(anfk) 9
ZZ|Clm kl?(n — 2k)? — el Z|AN| Z Z |Cnkl 7_,{:),(”*@)
n=0 k=0 = n=0 k=0 n ’
(5.48)
oo n N N-n ’(XP 7];)
== >3 lekn-rl’n(n—2k)—e " Z AN X 3 el (=g
n=0 k=0 n=0 k=0 )

’a’2(N—m—l)

N N-m
'Z > lem |2 m_l)‘(m—i—l) (5.49)
=0 (=0 :

Ponizej przedstawie dwa szczegolne przypadki powyzszego scenariusza. W pierwszym
uzywamy bardzo stabej (|a| — 0) wigzki odniesienia, za§ w drugim silnej i klasycznej
(Ja] — o0). Podobnie jak w przypadku uktadu jednomodowego, spodziewamy sie ze
otrzymane przez nas rezultaty beda zgodne odpowiednio z tymi danymi réwnaniami

(5.32) i (5.36), (5.37), (5.38).

5.2.3. Przypadek graniczny |a|*> — 0

Gdy |a|? — 0, w wigzka odniesienia staje sie coraz stabsza i posiadamy w niej coraz
mnie fotonéw. Oznacza to, ze coraz trudniej jest nam ustali¢ faze stanu wejsciowego,
czyli zmierzamy do granicy, w ktérej mamy stan usredniony po fazie w dwodch wiazkach
sygnalowych. Przechodzac do granicy w elementach macierzy Fischera (5.47), (5.48) i
(5.49) dostajemy

Fii(0)=0 (5.50)
Fi(0)=0 5.51)
oo N 00 N N
F——(O) - Z Z |Cn N—n|2(2n_N)2_ Z (Z ’cn N—n’2(2n_N))2(Z |Cn,N—n| )_1
N=0n=0 N=0 n=0 n=0 (5 52)

Powyzsze rezultaty zgadzaja sie z wynikami (5.30), (5.32) oraz (5.31) otrzymanymi w
sytuacji bez wiazki odniesienia i z usrednieniem.

68



5.2.4. Przypadek graniczny |a|* — oo

Gdy |a|?> — oo, oczekujemy, ze dostaniemy wyniki (5.36), (5.37) oraz (5.38), gdyz
- podobnie jak w przypadku jednomodowym - bedziemy mogli doktadnie ustali¢ faze
stanu w wiazkach sygnatowych. W tej sytuacji zajmiemy sie tylko drugim cztonem w
rownaniach (5.47), (5.48) i (5.49), gdyz pierwszy nie zalezy od «. Rozpatrzmy najpierw
elementem macierzy Fischera odpowiadajacym réznicy faz F__. Zamieniajac kolejnosé
sumowania w (5.48) dostajemy

S AR S P -

oo 00 |2(N—n—k)|a’2(N—n’—k’)

> 3 lewllew P = R)n' k) 3 ”'2<z'3_n_k>x<zv_n/_kf>r

n’ ,n=0 k=0 k’'=0 N=n+k
N N-m |2(N m—l)
109 ycml\Q |)*1 (5.53)
m=0 [=0 )

Podobnie jak w przypadku jednomodowym, takze i tutaj mamy do czynienia z roz-
ktadem Poissona, wiec tak jak poprzednio, wybieramy na tyle duze |a|? by wktad do sum
mialy wyrazy, dla ktorych [N —n —k — |af?| < |af, oraz n + k < |a|, gdyz dla takich
wartosci indekséow rozktad jest niemal ptaski. Oznacza to, ze réwniez w przypadku dwu-
modowym, potrzebujemy w wiazce odniesienia posiada¢ kwadratowo wiecej fotondéw niz
jest obecne w wiazkach sygnatowych. Dzieki temu wszystkiemu mozemy skréoci¢ jeden z
rozktadéw w liczniku z rozktadem w mianowniku i przechodzac z |«| do nieskoriczonosci
przej$¢ do niej takze z gorna granica sumowania w mianowniku (bo dla duzych |a|, na
mocy przyjetych przez nas warunkéw, N zachowuje sie tak jak |a|?), otrzymujac

o0 |2(N n— k)|a’2N n'—k') |a’2(N m—l)

_la? | YA .
Y N iy w2 et g ) S

N=n+k

~ i eaF('J‘\”[(Z\cm”) —1 (5.54)

N=n+k

Takie samo rozumowanie mozna przeprowadzi¢ dla elementéw macierzy Fischera od-
powiadajacych sumie faz Fl; i wyrazom pozadiagonalnym F_. Wobec tego otrzymu-
jemy, ze w granicy a — oo elementy macierzy Fischera wygladaja nastepujaco:

Fo= Z ‘Cnm‘z(n +m)® — (Z ’Cnm’Q(n +m))? (5.55)
= lenml*(n —m)?* — (Z [nml* (n —m))? (5.56)
:Z]cnmIQ(nQ—m Z\cnm\ n+m) Z |cpme |2 (0] —m) (5.57)

n,m
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co zgadza sie z przypadkiem, gdy mieliSmy nieusredniony stan wejsciowy (réwnania
(5.36), (5.37) 1 (5.38)).

7 powyzszych rozwazan wynika wiec, ze wraz ze zmiana liczby fotonéw w wiazce
odniesienia, zmienia sie tez precyzja mierzonej réznicy przesunieé¢ fazowych. Ustalona
faza poczatkowa (bardzo silna wiazka odniesienia) moze mie¢ znaczny wplyw na otrzy-
mywane rezultaty, ktéry to fakt jest rzadko uwzgledniany w literaturze. W nastepne;j
sekcji przedstawie przykltad prostego stanu, dla ktoérego wraz ze zmiana liczby fotondw
w wiazce odniesienia zmienia sie precyzja mierzonej réznicy przesunieé¢ fazowych.

5.2.5. Przyktad: superpozycja stanéw o réznych liczbach fotonéw

Jako przyklad rozwazmy stan |¥) = 1(|00) + |01) + |02) + [20)) na wejsciu ukladu
dwumodowego bez wiazki odniesienia (rys. 5.4). Taki stan, po ewolucji przez sume i
roznice faz, wyglada nastepujaco:

1 . . )
(6, ¢+)) = 5(100) + e+=9-)/2|01) 4 €(P+79-)|02) + €@+ +9-)|2)0)).  (5.58)

Dla powyzszego stanu mamy cog = cg1 = Cg2 = €20 = %, wobec czego otrzymujemy
nastepujaca macierz Fischera:
) (5.59)

o P B ) 1
= = 1

Fi_ F__ 16
Korzystajac ze wzoru (2.12), otrzymujemy w tym przypadku, ze precyzja jest réwna

_ 11
Ap_ = /1 ~0,68.

Jesli z kolei bysmy wrzieli stan |¥) usredniony po fazie, czyli stan o macierzy gestosci
p przedstawiajacej sie w bazie stanow Focka (|00), |01),]10), |02), |11),]20)) nastepujaco

slEsl-

$ 00000
0 £ 0000
X 000000
000000
00010 %

to wéwczas nasza macierz Fischera bytaby réwna

00
F:(O 2) (5.61)

W tym przypadku precyzja pomiaru réznicy faz bedzie réwna A¢_ = 0,71 # 0,68.
Whynika, stad, ze dla stanu nieu$rednionego po fazie otrzymujemy lepsza doktadnosé.

70



Dodajmy teraz trzeci mod odniesienia w stanie koherentnym |«) i zobaczmy, co dzieje
sie wraz ze zmiang natezenia dodatkowej wigzki. Korzystajac z postaci stanu ¥ oraz z
rownan (5.47), (5.48) i (5.49), otrzymujemy:

2
Fiy = ) = ( : + NS A %)Q )
- 2 . | 2 4
A4\l s (V=2 7 4 5l
2 9 el i N|a|2N
— =1 _ 1 2 _
4 4 = (N =D(|af* + N|a]* + 2N (N — 1))
2
1 e lal? 1 00 |a|2(N71) 4+ ]I\;X\ -
Fi_ =—+ + - (5.62)
4 4 (1 + |af? sz:g (N-1)94 ]\\?fl + N(ljf)\é[\il)

Uzywajac teraz wzoru (2.12) otrzymujemy precyzje A¢_ w zaleznosci od ilosci fotonow
w wigzce odniesienia. Rysujac A¢_ w funkcji |a|?, dostajemy wykres przedstawiony na
rys. 5.5. Wida¢ na nim, ze dla |a|? znacznie wiekszych od liczby fotonéw w wigzkach
sygnatowych, czyli dla |a|? > 1,25, osiagana precyzja jest taka, jak przy wykorzystaniu
stanu nieugrednionego po fazie. Dla przypadku bardzo stabej wiazki odniesienia |a|? — 0
precyzja jest taka, jak w sytuacji stanu usrednionego po fazie bez wiazki odniesienia.
Warto zauwazy¢, ze precyzja pomiaru réznicy przesunieé¢ fazowych nie jest po prostu
rowna, pierwiastkowi z odwrotnosci informacji Fischera dla réznicy faz. Jesli nie uwzgled-
niliby$my pozostalych elementéw macierzy Fischera, otrzymana precyzja bylaby lepsza
od mozliwej do osiggniecia w rzeczywistosci.

07100 T
0.705! :
0.700
L0695
<10.690
0.685
0.680"

0675 . .
00 05 10 15 20 25 30

Rysunek 5.5: Precyzja pomiaru réznicy przesunie¢ fazowych A¢_(|a?) (linia ciggla,
niebieska). Dla poréwnania na rysunku znajduja sie linie odpowiadajace precyzji uzyski-
wanej przy uzyciu stanu usrednionego po fazie (kolor fioletowy, kreski) i stanu czystego
(kolor zielony, kreski i kropki).
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Rysunek 5.6: Schemat uktadu z wiazka odniesienia w stanie |3).

5.3. Przyktad: stan sci$niety i koherentny na wejsciu interferometru Macha-
Zehndera

Kolejnym przyktadem jest sytuacja rozwazana w rozdziale (3.6) z tym, ze teraz expli-
cite uwzglednimy obecnosé wiazki odniesienia w stanie koherentnym |3). Schemat roz-
wazanego uktadu znajduje sie na rys. (5.6).

Poniewaz usredniamy po fazie, wiec na wejsciu interferometru mamy stan mieszany
dany macierza gestosci:

g o o )
b= /£U£|a><a]UT®U5r><T|UT ® Ug| B)(B|07 =

LRSS “aPHI®) arar’ 515 tghry 25 Hin(0) Hyw (0)
/ n;Omg Ottfz coshr \/W\/t'T( ) i
i(m=m")/2 gig(n+m+t—n'—m’—t') |n,m, t)(n',m/ t'| =

e—(al?+18?) o N N-nN-n' n BN—n—m gxN—n'—m’ teh r %m’
~ coshr JVZOnnZ’On’LZO m,zo V'l /(N —n—m)!(N —n/ —m’)!( 2 .
-@ﬂyﬁﬂkwwwﬁmmN+n—mmme—W—W|@&)

m!m/!

7 racji, ze na wejsciu uktadu posiadamy stan mieszany, aby znalezé macierz Fischera
musimy zastosowa¢ ogdlny wzor (2.38). Interesuje nas, jak zwykle precyzja pomiaru roz-
nicy przesunie¢ fazowych. Generator przesuniegé dla roznicy faz jest dany w tym przy-
padku, tak jak w sekcji (4.1.1), przez G_ = 31— 27)(b'h — ata) + /7(1 — 7)(a'b + bta),
za$ generator przesunie¢ dla sumy faz to G = (aTa + bTb)

W przypadku gdy w uktadzie posiadamy straty, p musi jeszcze przez nie przejsé i
zostaé wysladowane po modach odpowiadajacych za straty. Problem znalezienia ana-
litycznej formy macierzy Fischera staje sie wtedy trudny wobec czego konieczne jest
zastosowanie obliczen numerycznych. Pomimo tego, mozna uzyska¢ wynik analityczny
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dla n = 1, czyli gdy nie ma strat. W tym przypadku, p jest juz stanem ktéry wchodzi na
pierwsza plytke swiattodzielaca interferometru.
Wektory wlasne macierzy p maja postac

e—(lalP+B?)/2 N N-n n pN—n—m tghr\ 3 Hpy, ;
ghnry a2 (0) i0m/2
UN) = AN——F—— e n,m, N—n—m
S () it v
(5.64)
gdzie An oznacza wspotezynnik normalizacyjny i jest rowne
e~ (ol +1B1") N N )20 | g2V —n=m) o} p\m H2 (0)7-1/2 5 65
N_[ coshr ~—~ <~ nl (N—n—m)!( 2 ) m! } (5.65)
n=0 m=0

Obliczajac pluy) dostajemy, ze wartosci wlasne p sa rowne py = A%. Korzystajac te-
N

raz ze wzoru (2.38) dostajemy elementy macierzy Fischera odpowiadajace sumie i roznicy
faz

o—(lal+1812)

oo N N—n,|_ |2n m T2 2(N—n—m)
™" (tghrym H;, (0) |6 2
F,. =
T coshr Z_:OnZ% Zo ( ) m! (N—n—m)!(n+m) *

—(lal?+1812) 2, N _N—n 2n m T2 2(N—n—m) 9
2 (€ la|*™ stghr\m HZ(0) |3
_ZA < coshr ) (: — nl ( 2 ) m) (N_n_m)!(n—l-m))
(5.66)
(Ial2+|ﬁ\ © N N— ”|a|2n tghr mH2 ) |I8|2(anfm) (1_27_)2 )
F=d ~ coshr {NZOnZ—Om—O n! ( ) (N—n—m)!( 1 (m—n)"+
o~ N —n—
‘042 D tghrym+t Hy, (0)Hypy2(0) |2 —7—m)
+T(1—T)(n+m+2nm) szzzm ~ ( 2 ) m) (N—n—m)!]+
© —(lal*+18]?) N N— ”|a|2n tghr mHZ() ‘6|2(N—n—m) 9
2 2
“ 2 A (o) (TLZMZO () T N a2 mm)
(5.67)

W celu policzenia wyrazéw pozadiagonalnych w macierzy Fischera skorzystatem z
rownania (4.27). Aby je jednak zastosowac, konieczna jest znajomos¢ diagonalnych ele-
mentéw macierzy Fischera dla pomiaru przesuniecia fazowego w kazdym z ramion z
osobna. Generatory przesunie¢ fazowych dla gérnego i dolnego ramienia sa nastepujace:

Gy =éte=rafa+ (1 —n)bfo+ /7(1 — 7)(a'b + bfa) (5.68)
Gy

=dtd = rbTb+ (1 —7)ata — \/r(1 — 7)(a'b + b'a) (5.69)
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Korzystajac z postaci generatoréw oraz z wektoréw i wartosci wtasnych macierzy p,
dostajemy nastepujace informacje Fischera:

o 46(;:?[;00”]\[0];22 || ?" <tghr) Hi('()) (|]€|2_(];i;1;!((7_n+(17_)m)2+
+7(1—7)(n+m+2nm))—27(1—7) Nimézzz |o<|2 <tg;11")m+1H (O)g;nJrQ(O) (|]€|2_(]\;_i_7:))|}+
Y (o) (Y Z';?"cgh’“)“f;i N
(5.70)
1y, = g€ (;:;m ) [Nimiz_z ke (tghr)mH;(! ) (IJ@IQ_“:TZ;!(((1_T)n+7)m)2+
+7(1—7)(n+m+2nm))—27(1—7) Niwi:izz ‘a|2 =~ (tg§T>m+1H (O)nlj!mH(O) (|]€’2_(]\;_i_7:;'}+

4 Z A2 (6 —(|a|?+|8/? )) (%Nzn |a|2” (tghr)mﬂfn(()) |,8‘2(N_”_m) ((1—7)n+7m))2

| | —n — |
coshr == 2 m! (N —n—m)!

(5.71)

Stad, korzystajac z rownania (4.27), dostajemy wyraz pozadiagonalny macierzy Fi-
schera dla pomiaru sumy i réznicy przesunie¢ fazowych

e—(la?+[g]?) oo N N-n . 12n 2 2(N—n—m)
R LD D DD Dty R LU (m =)+

coshr = &= &= m! (N —n—m)!

s e—(alP+1B81?) (2 N N ”|a|2n tghrym H2 (0) |3[20-n-m)
_(1—2T)NZOA?V<COShT ) (r;omzzo oy ( 5 ) ol (N_n_m)!(m+n)>.
N N-n —n—
|a|2n tgh?“ mH?( ) |B|2(N n—m)
<2:0 ZO ( 2 ) m! (N—n—m)!(m_n)) (5:72)

Jak wida¢ z postaci Fy_, wyrazy pozadiagonalne znikaja dla 7 = %, czyli dla symetrycz-
nego interferometru.

Wzory (5.66), (5.67) i (5.72) mozemy jeszcze uprosci¢, zamieniajac kolejnosé¢ sumo-
wania w pierwszych czlonach tych wyrazen i wykonujac sumowanie po N. Dostajemy
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wowczas nastepujace rezultaty:

e —|af2 oo oo

aQn r 2

coshr m!
—(\ |2+\B|) N N-n | 12n 2 2(N—n—m) 9
2 (€ af™" ctghrym H;,(0) |5
- N (n+m)
= ( coshr ) (n—O = n! ( 2 ) m! (N —n—m)! )
(5.73)
—lol? | |2n tghrym H2(0) /(1 — 27)2
e o ghr T 9
- coshr[z z_: ( ) m! ( 4 (m —n)"+

tghr)m“H m(0)Hi42(0)

\aF” )
+T(1_7)<n+m+2nm))—271_7ZZ ( 2

n=2m=0

m! }—'_

00 —(Ja|2+]8]2) N N— n’alzn tghr mHQ( ) ‘5‘2(anfm) ) 2
NZ: ( coshr > (nz%)m() n! ( ) m! (N—n—m)!(1_27) (m—n))
(5.74)
el 20 2 ol stghrym H2 (0)
F+_:7coshr7;go () TR -2 )t
e e—(\al2+\ﬁ|2) N N- "|a‘2n tghr mH?( ) |ﬁ|2(N—n—m)
_NZOA?V<COShr ) (1-27) (HZOmZO ( ) o (N—n—m)!(m+n))'

N N-n

(¥ |a|2”<tghr)mH2( ) (B (m—mn)) (5.75)

== m! (N —n—m)!

Ze powyzszych wzoréw widac, ze dla 7 = %, F__ nie zalezy od 3 i réwne jest kwan-
towej informacji Fischera dla réznicy faz dla stanu usrednionego po fazie bez wiazki
odniesienia. Poniewaz w sytuacji gdy mamy symetryczny interferometr wyrazy pozadia-
gonalne w macierzy Fischera znikaja, wiec precyzja pomiaru réznicy faz bedzie dana

1 Fo. 1
A _ = —) = = .
o-(1=3) JFHF___FE — (5.76)

Wynik ten oznacza, ze dla bezstratnego, symetrycznego interferometru Macha - Ze-
hndera, niezaleznie od ilosci fotonéw w wigzce odniesienia, otrzymamy to samo dolne
ograniczenie na precyzje pomiaru réznicy faz. Swiadczy to o tym, ze w takim przypadku
nie musimy w og6le uzywaé wiazki odniesienia, by osiggnac¢ optymalna precyzje.

Dla niesymetrycznego interferometru (7 # %) w ktorym nie ma strat poprzednie
twierdzenie nie jest jednak prawda. Jesli bowiem narzucimy wigz okreslonej srednie]

liczby fotonow w wiazkach sygnatowych (N = |a|?4-sinh? r) i bedziemy szuka¢ najlepszej]
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mozliwej do osiggniecia precyzji dla konkretnego | 3|2, to okazuje sie, ze w tym przypadku
optymalna precyzja pomiaru réznicy faz polepsza sie wraz ze wzrostem §redniej liczby
fotonéw w wigzce odniesienia. Wykres precyzji pomiaru réznicy faz w funkeji |3|? dla
roznych wspotezynnikow 7 znajduje sie na rys. (5.7). Wida¢ na nim, ze im bardziej 7
rézni sie od % tym wiecej jesteSmy w stanie zyskaé zwiekszajac liczbe fotonow w wiazce
odniesienia, niestety catkowita precyzja i tak pogarsza sie wraz z 7 — 0 lub 7 — 1.

Powyzsza analiza przeprowadzona byta przy zalozeniu, ze w uktadzie nie ma strat.
Jedli pozwolimy na to, by n # 1, to wowczas, w stanie wejSciowym danym réwnaniem
(5.63) musimy uwzgledni¢ jeszcze obecnosé strat, co prowadzi do komplikacji i w efek-
cie konieczne jest uzycie obliczenn numerycznych. Okazuje sie, ze nawet w przypadku
symetrycznego interferometru (7 = %), w obecnogci strat, zwickszanie sredniej liczby fo-
tonéw w wiazce odniesienia pozwala na poprawienie precyzji pomiaru réznicy przesunieé
fazowych w wiazkach sygnatowych, co wida¢ na rys. (5.8).

Osobna kwestie stanowi znalezienie schematu pomiarowego, dla ktérego ogranicze-
nie na precyzje dane przez informacje Fischera bytoby osiggane. W sytuacji gdy nie
ma wigzki odniesienia, odpowiednim ukladem pomiarowym moze byé ten przedstawiony
na rys. (3.7). W bardziej ogélnym przypadku, dla wiekszej od zera ilosci fotonow w
wiazce odniesienia, obiecujacy wydaje sie schemat przedstawiony na ponizszym rysunku
(rys.(5.9)). Niestety, to czy przy pomocy takiego pomiaru rzeczywiscie jestesmy w stanie
osiaggnaé optymalng precyzje pozostaje kwestia otwarta i wymaga dalszych badan.

0780 T
0.76 —f
0.74, —f
sorz. |
0.70" e i
0.68/ |
0.66 :

1B)°

Rysunek 5.7: Wykres optymalnej precyzji pomiaru réznicy faz w funkcji sredniej liczby
fotonow w wigzce odniesienia dla réznych 7. 7 = 0,117 = 0,9 (niebieski, ciagta), 7 = 0, 2
iT=0,8 (fioletowy, kropki), 7 = 0,317 = 0,7 (z61ty, kreski), 7 = 0,5 (czerwony, kropki
i kreski). Wykres zrobiony dla éredniej ilogci fotonéw w wiazkach sygnatowych N = 1
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Rysunek 5.8: Wykres optymalnej precyzji pomiaru réznicy faz w funkcji sredniej liczby

fotonéw w wiazce odniesienia dla 7 = %, wspotezynnika strat n = 0,8 i s$redniej liczby

fotonéw w wigzkach sygnatowych N = 0,5. Kreskami (kolor zielony) oznaczona jest
precyzja w przypadku braku wigzki odniesienia, za$ kreski i kropki (kolor czerwony)

oznaczaja precyzje w obecnosci klasycznej wiazki odniesienia.

) — 612 | $:/2 )

0 ~$-/21—— $:/2 )

18)

Rysunek 5.9: Schemat uktadu mogacego stuzy¢ do estymacji fazy z uwzglednieniem wiazki
odniesienia.

5.4. Podsumowanie
7 analizy przeprowadzonej w tym rozdziale jasno wynika, ze w ogdlnosci istnieje

roznica w uzyskiwanej precyzji pomiaru réznicy przesunie¢ fazowych dla réznych ilosci
fotonéw w wigzce odniesienia. W szczegdlnodcei okazuje sie, ze w granicy klasycznej, dla
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bardzo silnej wiazki odniesienia, precyzja osiaga wartoé¢ ktéra mozna by przewidzieé
uzywajac po prostu stanu wejsciowego w wiazkach sygnalowych. Drzieje sie tak, gdyz
dzieki obecnodci trzeciego modu z duza iloscia fotonéw jestesmy w stanie kontrolowaé faze
kazdego z modow sygnatowych. Oznacza to, ze uwzgledniamy wéwczas elementy macierzy
gestosci odpowiadajace réznym catkowitym ilogciom fotondéw w wigzkach sygnatowych,
ktore to elementy sa czule na dziatanie przesunieé¢ fazowych. W sytuacji przeciwnej, w
nieobecnosci wiazki odniesienia, osiagalna precyzja jest réwna tej, ktérg mozna uzyskac
rozwazajac na wejéciu stan uéredniony po wspoélnej fazie. W takim wypadku posiadamy
informacje tylko o wzglednej fazie pomiedzy wiazkami sygnatowymi, co oznacza, ze w
macierzy gestosci wystepuja wylacznie elementy odpowiadajace tym samym catkowitym
liczbom fotonow w wigzkach sygnatowych. Zwiekszanie éredniej liczby fotonéw w wiazce
odniesienia powoduje w ogélnosci zmniejszenie - czyli polepszenie - precyzji, cho¢ w
pewnych szczegblnych przypadkach (takich jak np. bezstratny symetryczny interferometr
Macha-Zehndera), uzyskiwany wynik jest taki sam, niezaleznie od tego czy rozwazamy
stan u$redniony po wspolnej fazie w wiazkach sygnatowych (brak modu odniesienia) czy
tez stan z pelng znajomodcia fazy (silna, klasyczna wigzka odniesienia).
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Rozdziat 6

/akonczenie

W pracy obliczylem ograniczenie dolne na mozliwa do uzyskania precyzje pomiaru
przesunieé fazy w réznych mozliwych scenariuszach. W pierwszym z nich rozwazytem
stratny interferometr Macha-Zehndera ze stanem $ci$nietym i koherentnym na wejsciu
przy zalozeniu zliczania fotonéw na wyjéciu uktadu. Otrzymane przeze mnie rezultaty
pozwalaja stwierdzi¢, ze dla przypadku bez strat, optymalna precyzja pomiaru réznicy
przesunie¢ fazowych osiaga skalowanie Heisenberga. Niestety, dla wiekszych strat pre-
cyzja skaluje sie na poziomie szumu §rutowego (standard quantum limit). Wykazatem
tez, ze dla wiekszosci wspotczynnikéw strat prawie wszystkie fotony optaca wpuszczad
sie do uktadu w stanie koherentnym. Tylko dla malych strat optymalna strategia jest
dzielenie zasobdéw pomiedzy wiazki, w szczegblnodci w przypadku bez strat, dla duzej
liczby fotonow najlepiej jest podzieli¢ energie po réwno miedzy oba stany. Niewielka po-
prawe precyzji daje procedura dopasowywania faz, ma to znaczenie gtéwnie dla matych
liczb fotonéw i niewielkich strat. Nie zmienia ona jednak osigganego skalowania precyzji,
gdyz dla duzej liczby fotondéw réznice pomiedzy scenariuszem z dopasowywaniem faz a
zwyklym zliczaniem fotonéw sg bardzo mate.

W drugiej sytuacji rozwazytem taki sam uktad, z tym ze nie ograniczatem pomiaru do
zliczania fotonow. Dzieki zastosowaniu formalizmu opisanego przez Helstroma w pracy
[16] udato mi sie znalez¢ optymalna precyzje pomiaru roznicy faz w zaréwno w przypadku
gdy posiadamy petng kontrole nad faza kazdego z moddéw, co oznacza dostep do dodat-
kowej, silnej wiazki odniesienia jak i sytuacji gdy nie znamy fazy zadnego ze stanéw, a
zetem gdy nie mamy zadnego odniesienia. Konieczne w tym celu byto uzycie catej ma-
cierzy Fischera, ktora powstaje gdy wezmiemy pod uwage wszystkie parametry uktadu.
Rezultaty uzyskane przy uwzglednieniu tylko jednego z parametrow (np. wylacznie roz-
nicy przesunie¢ fazowych) moga prowadzi¢ do precyzji ktore nie maja bezposredniego
znaczenia w eksperymentach. W tym przypadku, podobnie jak przy scenariuszu ze zli-
czaniem fotonow, réwniez otrzymatem, iz precyzja osiaga skalowanie Heisenberga gdy
nie ma strat, zas gdy sa wicksze tylko skalowanie szumu $rutowego. Ponadto, okazuje
sie, ze dla wiekszodci wspotczynnikow strat optaca sie wpuszczaé wiekszosé fotondow w
stanie koherentnym, zwlaszcza dla wiekszej éredniej liczby fotonéw w uktadzie. Jednak
dla matej liczby fotonéw, badz dla malych strat, optymalng strategia jest juz dzielenie
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energii pomiedzy oba stany w odpowiednich proporcjach. Otrzymatem takze, ze precyzja
jaka jestesmy w stanie osiggnaé przy uzyciu stanéw usrednionych po fazie jest réwna tej,
ktora otrzymaliémy w przypadku pomiardéw polegajacych na zliczaniu fotonéw i dopaso-
wywaniu faz, co dowodzi ze jest to optymalny pomiar w tej sytuacji.

Przeprowadzitem takze analize bardziej ogblnej sytuacji, w ktérej explicite uwzgledni-
tem obecnosé dodatkowego modu odniesienia w stanie koherentnym i jednej, badz dwoch
wiazek sygnalowych w dowolnym stanie. Okazuje sie bowiem, ze w takim przypadku
mozna udowodnié¢, ze wraz z rosnaca $rednia liczba fotonéw w wiazce odniesienia, pre-
cyzja pomiaru roznicy faz w wiazkach sygnalowych zmierza do tej, otrzymywanej przy
uzyciu stanéw czystych. Konieczne jest jednak uzycie w wiazce odniesienia liczby fo-
tondéw, bedacej co najmniej kwadratem liczby fotonéw w wiazkach sygnatowych. Do-
datkowo, wraz ze zmniejszaniem iloéci fotonéw w wiazce odniesienia osigga sie precyzje
przewidziang przez uzycie stanu wiazek sygnatowych ugrednionego po wspolnej fazie.

Analiza przypadku pomiaru roznicy faz przy uzyciu stratnego interferometru Macha-
Zehndera ze §wiattem w stanie Scignietym i koherentnym oraz dodatkowa wigzks odniesie-
nia w stanie koherentnym pozwolita na wykazanie, ze w obecnosci strat, lub gdy uzywany
interferometr nie jest symetryczny (tzn. pierwsza plytka swiatlodzielaca ma transmisje
rézna od %), ilog¢ fotonow w wiagzce odniesienia ma znaczenie i pozwala obnizy¢ precy-
zje. 7. drugiej strony, jesli mamy do czynienia z symetrycznym ukladem bezstratnym,
wystarczy uzywacé standéw wejsciowych usrednionych po fazie i wigzka odniesienia nie
jest potrzebna. W tej sytuacji, okazuje sie tez, ze aby osiagnaé¢ dolne ograniczenie na
precyzje wystarczy pomiar liczby zliczen fotondéw w kazdym z ramion na wyjsciu interfe-
rometru (ograniczenie dane przez klasyczna informacje Fischera). W przypadku istnienia
strat, konieczne jest zastosowanie zmodyfikowanego uktadu, ktéry bedzie dopasowywat
przesuniecie fazowe w zaleznoéci od tego ile doktadnie fotonéw znajduje sie w uktadzie -
mamy wowczas do czynienia z ograniczeniem danym przez klasyczna informacje Fischera
z dopasowaniem faz. Ogblny pomiar dzieki ktéremu udatoby sie uzyskaé precyzje dang
przez macierz Fischera niezaleznie od strat i wspdtczynnika transmisji pierwszej ptytki
swiattodzielacej w obecnodci wiazki odniesienia nie jest jednak znany i stanowi to dobry
przedmiot do dalszych badan.
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