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Streszczenie

W pracy przedstawiªem ograniczenie na najlepsz¡ precyzj¦ pomiaru ró»nicy przesuni¦¢
fazowych w interferometrze Macha-Zehndera ze stratami przy u»yciu stanów ±ci±ni¦tego
i koherentnego. Rozwa»yªem zarówno sytuacj¦, w której pomiar dokonywany jest dzi¦ki
zliczaniu fotonów na wyj±ciu ukªadu, jak i w ogólnym przypadku, bez ograniczania si¦
do konkretnego pomiaru. Otrzymaªem skalowanie Heisenberga w przypadku gdy straty
s¡ nieobecne oraz skalowanie na poziomie szumu ±rutowego w przeciwnym przypadku.
Okazaªo si¦, »e nale»y uwzgl¦dni¢ fakt i» opó¹nienie fazowe okre±lone jest wzgl¦dem
pewnego odniesienia, co wobec mo»liwo±ci istnienia przesuni¦¢ fazowych w obu ramionach
ukªadu skutkuje konieczno±ci¡ traktowania problemu jako estymacji dwuparametrowej i
uwzgl¦dnienia dodatkowej wi¡zki odniesienia.
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terferometr Macha-Zehndera

Dziedzina pracy (kody wg programu Socrates-Erasmus)

13.2 Fizyka

Tytuª pracy w j¦zyku angielskim

Realistic phase estimation using squeezed states



Podzi¦kowania

Na wst¦pie chciaªbym podzi¦kowa¢ dr Rafaªowi Demkowiczowi-Dobrza«skiemu, pod
którego opiek¡ napisaªem t¦ prac¦. Nie doszedªbym do poni»szych rezultatów, gdyby nie
liczne dyskusje i uwagi udzielane mi przez niego. Podzi¦kowania nale»¡ si¦ te» dr hab.
Konradowi Banaszkowi, który wprowadziª mnie w podstawy optyki kwantowej i sprawiª
»e zainteresowaªem si¦ tematem tej pracy. Ponadto chciaªbym podzi¦kowa¢ wszystkim
tym, którzy nauczali mnie mechaniki kwantowej i ró»nych jej zastosowa« a tak»e moim
znajomym i rodzinie, którzy mobilizowali mnie do pisania.

1



Spis tre±ci

1 Wst¦p 4

2 Teoria estymacji i kwantowa natura ±wiatªa 6

2.1 Ogólne de�nicje . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7
2.2 Estymacja jednoparametrowa . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7
2.3 Estymacja wieloparametrowa . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9
2.4 Pomiary z u»yciem ±wiatªa . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10
2.5 Stany koherentne i ±ci±ni¦te - wprowadzenie . . . . . . . . . . . . . . . . . 12
2.6 Estymacja kwantowa . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17

3 Optymalna precyzja przy u»yciu zliczania fotonów 21

3.1 Rezultaty oblicze« . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21
3.2 Rezultaty numeryczne . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 25
3.3 Procedura dopasowywania faz do czynników o ró»nej caªkowitej liczbie

fotonów . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 29
3.4 Porównanie wyników . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 31
3.5 Porównanie ze strategi¡ optymaln¡ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 36
3.6 Podsumowanie . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 36

4 Optymalna precyzja w ogólnym przypadku 38

4.1 Kwantowa informacja Fischera . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 38
4.1.1 Przypadek z faz¡ w jednym ramieniu . . . . . . . . . . . . . . . . . 39
4.1.2 Przypadek z równomiernie rozdzielon¡ faz¡ . . . . . . . . . . . . . 43

4.2 Przypadek dwóch ró»nych faz w ramionach . . . . . . . . . . . . . . . . . 44
4.2.1 U±rednienie po fazie . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 48
4.2.2 Przykªad: Spl¡tany stan koherentny na wej±ciu ukªadu . . . . . . . 51

4.3 Podsumowanie . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 54

5 Precyzja w obecno±ci dodatkowego modu odniesienia 55

5.1 Jeden mod sygnaªowy . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 55
5.1.1 Bez wi¡zki odniesienia . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 56
5.1.2 W obecno±ci wi¡zki odniesienia . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 57
5.1.3 Przypadek graniczny |α|2 → 0 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 59

2



5.1.4 Przypadek graniczny |α|2 →∞ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 59
5.1.5 Ogólny stan mieszany na wej±ciu . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 60

5.2 Dwa mody sygnaªowe . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 63
5.2.1 Bez wi¡zki odniesienia . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 64
5.2.2 W obecno±ci wi¡zki odniesienia . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 65
5.2.3 Przypadek graniczny |α|2 → 0 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 68
5.2.4 Przypadek graniczny |α|2 →∞ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 69
5.2.5 Przykªad: superpozycja stanów o ró»nych liczbach fotonów . . . . . 70

5.3 Przykªad: stan ±ci±ni¦ty i koherentny na wej±ciu interferometru Macha-
Zehndera . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 72

5.4 Podsumowanie . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 77

6 Zako«czenie 79

Bibliogra�a 81

3



Rozdziaª 1

Wst¦p

Pomiar opó¹nienia fazowego jest jedn¡ z najwa»niejszych metod wykorzystywanych
w badaniach ró»nych zjawisk �zycznych. Nie dziwi wi¦c fakt dªugotrwaªych poszukiwa«
procedur maj¡cych na celu uzyskanie jak najlepszej precyzji takich pomiarów. Mimo to,
przez dªugi czas najlepsza mo»liwa do uzyskania precyzja osi¡gaªa tzw. Standard Quan-
tum Limit (SQL) czyli granic¦ zwykªego szumu ±rutowego, mo»liw¡ do uzyskania nawet
przy u»yciu zasobów wyª¡cznie klasycznych i przewidywan¡ równie» przez teori¦ póªkla-
syczn¡. Przeªom nast¡piª w latach 80. wraz z prac¡ Cavesa [1], w której wykorzystaª
on ±wiatªo ±ci±ni¦te do detekcji maªych przesuni¦¢ jednego z ramion w interferometrze
Michelsona, co miaªo ulepszy¢ precyzj¦ pomiaru fal grawitacyjnych. Dzi¦ki temu po raz
pierwszy pojawiª si¦ rezultat teoretyczny przekraczaj¡cy SQL. W kolejnych latach poja-
wiaªy si¦ kolejne rezultaty daj¡ce precyzj¦ przewy»szaj¡c¡ granic¦ szumu ±rutowego, uzy-
skano tak»e now¡, nieprzekraczaln¡ granic¦, wynikaj¡c¡ z mechaniki kwantowej. Granica
ta, zwana granic¡ Heisenberga (Heisenberg Limit), daje najlepsze mo»liwe do uzyskania
skalowanie precyzji fazy wraz ze wzrostem ±redniej liczby fotonów u»ytych do pomiaru.

Spo±ród wielu ukªadów wykorzystywanych do mierzenia fazy, na szczególn¡ uwag¦
zasªuguje interferometr Macha-Zehndera. Jest to jeden z podstawowych ukªadów, znaj-
duj¡cy zastosowanie w wielu dziedzinach, pocz¡wszy od bada« �zycznych, a sko«czywszy
na renowacji dzieª sztuki. Pojawiªo si¦ zatem pytanie o najlepsz¡ mo»liw¡ precyzj¦ po-
miaru, któr¡ mo»na w takim ukªadzie uzyska¢. Kolejnym problemem, który nale»aªo
rozwi¡za¢, aby uzyska¢ bardziej realistyczne wyniki, byªo uwzgl¦dnienie strat, które s¡
nieuniknione w eksperymentach. Szczególnie obiecuj¡ce wydaje si¦ u»ycie ±wiatªa w sta-
nie koherentnym (klasycznego) oraz niewielkiej domieszki ±wiatªa w stanie ±ci±ni¦tym,
gdy» jest to obecnie najªatwiejszy do generacji stan nieklasyczny.

Kolejnym pytaniem, na które nale»y odpowiedzie¢, jest uwzgl¦dnienie dodatkowych
modów odniesienia, na które przesuni¦cie fazy nie wpªywa, ale z których mo»emy korzy-
sta¢ w procedurze pomiarowej. Obecno±¢ takiego dodatkowego modu odniesienia mo»e
zasadniczo zmieni¢ mo»liw¡ do uzyskania precyzj¦, o czym nale»y pami¦ta¢, rozwa»aj¡c
konkretne ukªady. Szczególnie wa»ne s¡ tu dwa przypadki. Pierwszy: gdy nie mamy do-
datkowej wi¡zki odniesienia, u»ywamy wówczas tylko wi¡zek sygnaªowych do pomiaru.
Drugim za± wa»nym przypadkiem jest sytuacja w której mamy do dyspozycji klasyczny
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mod odniesienia, czyli wi¡zk¦ o niesko«czonej liczbie cz¡stek.
W mojej pracy postaraªem si¦ odpowiedzie¢ na powy»sze pytania. W rozdziale dru-

gim podaªem wprowadzenie do teorii estymacji oraz krótki wst¦p historyczny dotycz¡cy
pomiarów z u»yciem ±wiatªa. Szczególn¡ uwag¦ zwróciªem na problem estymacji wielopa-
rametrowej, który nale»y uwzgl¦dni¢ przy rozwa»aniu najogólniejszych pomiarów kwan-
towych w ukªadach takich jak interferometr Macha-Zehndera, a który bywa pomijany
w literaturze na ten temat. W rozdziale trzecim podaªem rezultaty oblicze« dotycz¡ce
optymalnej precyzji pomiaru opó¹nienia fazowego w interferometrze Macha-Zehndera w
obecno±ci start za pomoc¡ zliczania liczby fotonów i przy wykorzystaniu ±wiatªa w sta-
nie koherentnym z niewielk¡ domieszk¡ ±wiatªa w stanie ±ci±ni¦tym. Rozdziaª czwarty
po±wi¦ciªem na omówienie najlepszej mo»liwej precyzji przy u»yciu wy»ej wymienionych
stanów i w tym samym ukªadzie, jednak bez wi¦zu ograniczaj¡cego mo»liwe pomiary
do zliczania fotonów. Szczególn¡ uwag¦ po±wi¦ciªem wykazaniu ró»nic, jakie pojawiaj¡
si¦ w obliczeniach teoretycznych, je±li nie uwzgl¦dni si¦ we wªa±ciwy sposób wielopara-
metrowo±ci tego problemu. W rozdziale pi¡tym przeprowadziªem rozwa»ania dotycz¡ce
optymalnej precyzji pomiaru w obecno±ci dodatkowego modu odniesienia w stanie ko-
herentnym, podaªem te» graniczne przypadki w sytuacji, gdy taki mod jest nieobecny,
b¡d¹ te» gdy przechodzi do granicy klasycznej (niesko«czona liczba fotonów). W ostatnim
rozdziale umie±ciªem zako«czenie i podsumowanie caªej pracy.
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Rozdziaª 2

Teoria estymacji i kwantowa natura ±wiatªa

Informacje o jakichkolwiek wielko±ciach �zycznych jeste±my w stanie otrzyma¢ tylko
poprzez pomiar. Czasem, aby zmierzy¢ jak¡± skomplikowan¡ wielko±¢, konieczne jest u»y-
cie zaawansowanej aparatury eksperymentalnej, a czasami wystarczy tylko spojrze¢, np.
gdy chcemy pozna¢ kolor krzesªa. Wszystkie te operacje s¡ jednak pomiarami, w których
oddziaªujemy w jaki± sposób z badanym ukªadem. Nawet gdy po prostu patrzymy na
ciaªo, to rejestrujemy ±wiatªo, które zostaªo przez nie odbite lub wyemitowane. Wiele
wielko±ci podlega bezpo±rednim pomiarom, np. dªugo±¢ stoªu mo»emy zmierzy¢ przy
u»yciu miarki, niektóre jednak, bardziej skomplikowane, trzeba mierzy¢ w sposób po-
±redni. Dokonujemy wówczas pomiaru jakiej± innej wielko±ci zale»nej od badanej i na
jej podstawie wnioskujemy o jej warto±ci. Tak¡ procedur¦ nazywamy wªa±nie estymacj¡
parametru, gdzie jako parametr traktujemy szukan¡ przez nas wielko±¢. Oczywi±cie, jak
w ka»dej procedurze eksperymentalnej, tak»e i tutaj otrzymany przez nas wynik b¦dzie
obarczony pewn¡ niepewno±ci¡. W tym jednak przypadku zale»y ona nie tylko od u»ytej
aparatury, ale równie» od sposobu, w jaki wnioskujemy o warto±ci szukanej wielko±ci na
podstawie wyników pomiarów.

Podstawowym celem estymacji jest znalezienie jak najlepszego oszacowania na war-
to±¢ poszukiwanego parametru. Oznacza to, »e chcemy pozna¢, w jaki sposób z wyników
pomiarów skonstruowa¢ wielko±¢ najlepiej przybli»aj¡c¡ parametr. Taki sposób nazy-
wamy estymatorem i jest on pewn¡ funkcj¡ wyników pomiarów. Oczywi±cie, im lepszy
estymator, tym bardziej zbli»on¡ warto±¢ do warto±ci prawdziwej parametru powinien da-
wa¢. Oznacza to tak»e, »e niepewno±¢ znajomo±ci parametru, powodowana przez u»ycie
tego estymatora, powinna by¢ jak najmniejsza.

Poni»ej przedstawi¦ krótkie wprowadzenie do klasycznej teorii estymacji, najpierw na
przykªadzie estymacji jednego parametru, a nast¦pnie omówi¦ ogólny przypadek estyma-
cji wieloparametrowej. Na ko«cu tego rozdziaªu opisz¦ te» pokrótce histori¦ pomiarów z
u»yciem ±wiatªa oraz opisz¦ uogólnienie estymacji klasycznej na problemy kwantowe.
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2.1. Ogólne de�nicje

Teoria estymacji zajmuje si¦ problemem znalezienia jak najlepszego oszacowania (es-
tymatora) na poszukiwan¡ wielko±¢. Zaªó»my, »e mierzymy n wielko±ci xi, i = 1, 2, . . . , n,
które zwi¡zane s¡ z pewnymi parametrami θj j = 1, 2, . . . ,m w ten sposób, »e sta-
nowi¡ zmienne losowe z rozkªadu p(x1, x2, . . . , xn|θ1, θ2, . . . , θm) = p(x|θ), gdzie x =
(x1, x2, . . . , xn), θ = (θ1, θ2, . . . , θm). Naszym celem jest poznanie warto±ci nieznanych
parametrów θj z wyników pomiarów wielko±ci xi. W tym celu tworzymy funkcje θ̂j(x)
zwane estymatorami, które daj¡ nam oszacowanie warto±ci θj . Estymatory, jako dowolne
funkcje zmiennych xi, dziel¡ si¦ na ró»ne klasy w zale»no±ci od swoich wªa±ciwo±ci. Nie-
które z tych klas s¡ bardziej u»yteczne ni» inne, dlatego te» warto wiedzie¢ jakie s¡ ich
cechy.

Jednym z podstawowych wymaga« stawianych wobec estymatorów jest, aby oszaco-
wanie parametru θj nie ró»niªo si¦ za bardzo od jego prawdziwej warto±ci. Oznacza to,
»e chcemy by estymator ±rednio dawaª w wyniku warto±¢ równ¡ prawdziwej. Wymaganie
to mo»na zapisa¢ w nast¦puj¡cy sposób

E[θ̂j ] = θj , (2.1)

gdzie θj oznacza prawdziw¡ warto±¢ estymowanego parametru. Estymatory speªniaj¡ce
warunek (2.1) nazywamy nieobci¡»onymi i dalej b¦dziemy zajmowa¢ si¦ tylko i wyª¡cznie
nimi.

Naªo»enie warunku nieobci¡»enia na estymatory nadal daje caªkiem du»¡ doz¦ swo-
body w ich wyborze. Chcieliby±my jednak, aby nasz estymator byª jak najlepszy, co
oznacza w tym wypadku, »e jego wariancja powinna by¢ jak najmniejsza, gdy» wtedy
b¦dziemy znali prawdziw¡ warto±¢ parametru z najmniejsz¡ niepewno±ci¡.

2.2. Estymacja jednoparametrowa

W celu uªatwienia wprowadzenia, a tak»e dlatego, »e jest to jeden z najcz¦±ciej roz-
wa»anych przypadków, zajmijmy si¦ najpierw estymacj¡ jednego parametru. Oznacza to,
»e mierzymy n wielko±ci xi, i = 1, 2, . . . , n zwi¡zanych z parametrem θ, którego warto±¢
pozostaje nieznana. Chcieliby±my teraz wybra¢ estymator θ̂(x), który da nam najlepsze
oszacowanie na θ. Naszym celem jest wi¦c znalezienie takiego estymatora, by ∆θ̂ byªo
jak najmniejsze. Je±li posiadamy jaki± estymator b¦d¡cy funkcj¡ mierzonych wielko±ci, to
w celu wyznaczenia wariancji oszacowania szukanego parametru wystarczy posªu»y¢ si¦
liniow¡ propagacj¡ bª¦du. W przypadku, gdy mierzymy tylko jedn¡ wielko±¢ wariancja
estymatora jest dana wzorem:

(∆θ̂)2 =
(dθ
dx

∆x
)2

(2.2)

Je±li mierzymy wi¦cej ni» jedn¡ wielko±¢ i na ich podstawie dokonujemy estymacji
parametru θ to wówczas musimy zastosowa¢ uogólnienie powy»szego wzoru:

(∆θ̂)2 =
n∑

i,j=1

∂θ̂(x)
∂xi

cov[xi, xj ]
∂θ̂(x)
∂xj

(2.3)
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gdzie cov[xi, xj ] = 〈xixj〉 − 〈xi〉〈xj〉 oznacza kowariancj¦ zmiennych xi i xj .
Powy»sze równania pozwalaj¡ na wyznaczenie dokªadno±ci estymacji przy zadanym

estymatorze, nie mówi¡ jednak nic o optymalnym przypadku. Chcieliby±my wi¦c zop-
tymalizowa¢ (zminimalizowa¢) ∆θ po ró»nych estymatorach, aby znale¹¢ najlepszy es-
tymator. W ogólno±ci jest to trudne zadanie, mo»na jednak zadowoli¢ si¦ czym± nieco
ªatwiejszym. Mo»emy si¦ bowiem zastanowi¢, jaka jest najmniejsza mo»liwa do uzyskania
wariancja estymatora bez wzgl¦du na estymator. Pro±ciej mówi¡c, chcieliby±my uzyska¢
ograniczenie dolne na ∆θ̂ obowi¡zuj¡ce dla wszystkich estymatorów nieobci¡»onych. Za-
danie to nie wygl¡da na ªatwe, mimo to jest wykonalne. Wprowad¹my nast¦puj¡c¡ wiel-
ko±¢, zwan¡ klasyczn¡ informacj¡ Fischera (zakªadamy przy tym, »e p(x|θ) s¡ wsz¦dzie
ró»niczkowalne):

F (θ) =
∑
x

1
p(x|θ)

(dp(x|θ)
dθ

)2
. (2.4)

Informacja Fischera jest w ogólno±ci wielko±ci¡ zale»n¡ od θ i daje pewn¡ miar¦ zmien-
no±ci rozkªadu p(x|θ). Dla estymatorów nieobci¡»onych zachodzi nierówno±¢ Cramera-
Rao:

∆θ̂ ­ 1√
F
. (2.5)

Dla dowodu tej nierówno±ci wystarczy rozwa»y¢ wielko±ci Ax = θ̂(x)− θ i
Bx = 1

p(x|θ)
∂
∂θp(x|θ) i skorzysta¢ z nierówno±ci Schwarza:(∑

x

A2
xp(x|θ)

)(∑
x

B2
xp(x|θ)

)
­
(∑

x

p(x|θ)AxBx
)2
. (2.6)

Poniewa» nasz estymator jest nieobci¡»ony, zachodzi
∑
xA

2
xp(x|θ) = (∆θ̂(x))2 i∑

xB
2
xp(x|θ) = F (θ), zatem dostajemy, »e

(∆θ̂(x))2F (θ) ­
∑
x

(θ̂(x)−θ) ∂
∂θ
p(x|θ) =

∂

∂θ

(∑
x

θ̂(x)p(x|θ)
)
−θ ∂

∂θ

∑
x

p(x|θ) =
∂

∂θ
θ = 1.

(2.7)
Z racji, »e informacja Fischera daje najmniejsz¡ mo»liw¡ wariancj¦ ze wszystkich esty-
matorów, dalej b¦dziemy u»ywa¢ oznaczenia ∆θ i nazywa¢ t¦ wielko±¢ precyzj¡ pomiaru
parametru θ.

Kwesti¡ wart¡ uwagi jest problem osi¡gni¦cia granicy danej przez informacj¦ Fischera,
tzn. znalezienia estymatora dla którego jest ona osi¡gana. Okazuje si¦, »e je±li b¦dziemy
powtarza¢ eksperyment k razy (tzn. robimy k razy ten sam zestaw pomiarów), to w
granicy k →∞ mo»emy poda¢ estymator tzw. maximum likelihood, który daje precyzj¦
pomiaru parametru równ¡ ∆θ = 1√

kF
. Oznacza to, »e dokªadno±¢ estymacji dana poprzez

informacj¦ Fischera, jest osi¡gana asymptotycznie, dla bardzo du»ej liczby powtórze«
eksperymentu.

Jak ju» byªo napisane wcze±niej, informacja Fischera jest zale»na od prawdziwej war-
to±ci estymowanego parametru. Oznacza to, »e jest ona wielko±ci¡ lokaln¡, tzn. daje w
efekcie precyzj¦ pomiaru parametru, je±li jeste±my ju» dostatecznie blisko jego prawdziwej
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warto±ci. Oszacowanie na precyzj¦, dane równaniem (2.5), b¦dzie mo»liwe do osi¡gni¦-
cia tylko wtedy, gdy pocz¡tkow¡ cz¦±¢ pomiarów przeznaczymy na zbli»enie si¦ warto±ci
estymowanego parametru do warto±ci prawdziwej, a nast¦pnie, posiadaj¡c ju» t¦ infor-
macj¦, u»yjemy na pozostaªej reszcie wyników optymalnego estymatora do precyzyjnego
wyznaczenia warto±ci estymowanego parametru [15].

2.3. Estymacja wieloparametrowa

W ogólnym przypadku mo»emy dokonywa¢ estymacji wielu nieznanych parametrów
θj , j = 1, 2, . . . ,m na podstawie pomiarów innych wielko±ci xi, i = 1, 2, . . . , n. Mamy
wówczas do czynienia z ró»nymi estymatorami, na które chcieliby±my naªo»y¢ podobne
warunki co poprzednio. W szczególno±ci chcieliby±my, by wariancja ka»dego z estymato-
rów byªa jak najmniejsza. Tak samo jak w poprzedniej sekcji, znalezienie zespoªu opty-
malnych estymatorów jest zadaniem trudnym, da si¦ jednak uzyska¢ odpowiednik nie-
równo±ci Cramea-Rao, czyli uzyska¢ ograniczenie dolne na wariancj¦ obowi¡zuj¡ce dla
wszystkich estymatorów nieobci¡»onych.

De�niujemy macierz informacji Fischera w nast¦puj¡cy sposób:

F =


F11 F12 . . . F1m

F21 F22 . . . F2m
...

...
. . .

...
Fm1 Fm2 . . . Fmm

 , (2.8)

gdzie Fij =
∑
x

1
p(x|θ)

∂p(x|θ)
∂θi

∂p(x|θ)
∂θj

= Fji. Korzystaj¡c z macierzy (2.8), mo»emy zapisa¢
uogólnienie nierówno±ci Cramera-Rao na przypadek estymacji wieloparametrowej:

∆θi ­
√

(F−1)ii. (2.9)

Dowód powy»szego wzoru mo»na znale¹¢ w [16]. Z postaci nierówno±ci (2.9) wynika, »e
w ogólno±ci musimy uwzgl¦dni¢ caª¡ macierz Fischera, bo jest to konieczne, by znale¹¢
macierz odwrotn¡ wyst¦puj¡c¡ w nierówno±ci Cramera-Rao.

Podobnie jak w przypadku estymacji jednego parametru, tak»e tutaj precyzja, dana
równaniem (2.9) jest osi¡gana w granicy bardzo du»ej liczby powtórze« eksperymentu.
W sytuacji tej mo»emy bowiem skonstruowa¢ estymator maximum likelihood. Kolejn¡
rzecz¡ wart¡ uwagi jest fakt, »e Fij s¡ w ogólno±ci funkcjami prawdziwych warto±ci
parametrów θ. Oznacza to, »e równie» w tym przypadku precyzja ka»dego z parametrów
jest dana tylko lokalnie, czyli musimy w jaki± sposób wiedzie¢ wcze±niej w pobli»u jakiej
warto±ci przeprowadzamy estymacj¦ (na przykªad dokonuj¡c kilku pierwszych pomiarów
po to, by zbli»y¢ si¦ do warto±ci prawdziwej).

Szczególnym przypadkiem estymacji wieloparametrowej jest estymacja dwóch para-
metrów, któr¡ b¦dziemy rozwa»a¢ w dalszej cz¦±ci pracy. Dla tej sytuacji macierz infor-
macji Fischera ma nast¦puj¡c¡ posta¢:

F =

(
F11 F12

F12 F22

)
. (2.10)
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St¡d mo»emy znale¹¢ optymaln¡ precyzj¦ pomiaru parametrów θ1 i θ2, otrzymuj¡c zgod-
nie z wzorem (2.9)

∆θ1 =

√
F22

F22F11 − F 2
12
, (2.11)

∆θ2 =

√
F11

F22F11 − F 2
12
. (2.12)

Wi¦cej informacji na temat estymacji parametrów mo»na znale¹¢ w wielu ksi¡»kach, np
w [16] lub [17].

2.4. Pomiary z u»yciem ±wiatªa

Historia pomiarów z u»yciem ±wiatªa si¦ga najdawniejszych czasów. Mo»na wr¦cz
powiedzie¢, »e wi¦kszo±¢ eksperymentów z wczesnego okresu �zyki wykorzystywaªa ±wia-
tªo, gdy» polegaªy one na wzrokowej obserwacji pewnych zjawisk. Pomijaj¡c jednak ten
aspekt, badania i rozwa»ania dotycz¡ce samego ±wiatªa prowadzono ju» od staro»ytno-
±ci. W epoce renesansu pojawiªy si¦ dwie konkurencyjne idee dotycz¡ce natury ±wiatªa,
mianowicie idea korpuskularna zakªadaj¡ca, »e ±wiatªo zªo»one jest z cz¡stek, oraz teo-
ria gªosz¡ca, »e ±wiatªo jest fal¡. Rozstrzygni¦cie, która z tych teorii jest prawdziwa,
nast¡piªo znacznie pó¹niej, bo dopiero na pocz¡tku XIX wieku, a dokonaª go Thomas
Young, rozwa»aj¡c interferencj¦ dwóch wi¡zek ±wiatªa. Otrzymanego wzoru interferen-
cyjnego nie daªo si¦ ªatwo wyja±ni¢ za pomoc¡ teorii korpuskularnej, natomiast teoria
falowa tªumaczyªa to zjawisko w sposób naturalny.

W XIX wieku nast¡piª dalszy rozwój wiedzy o ±wietle; odkryto, »e jest ono tak na-
prawd¦ promieniowaniem elektromagnetycznym, dzi¦ki czemu udaªo si¦ je poª¡czy¢ z
pozostaª¡ cz¦±ci¡ �zyki klasycznej. Pomimo tych niew¡tpliwych sukcesów, na pocz¡tku
XX wieku okazaªo si¦, »e obowi¡zuj¡ce teorie trzeba zmieni¢. Za spraw¡ zmian w teorii,
które byªy konieczne, aby dobrze opisa¢ zjawiska takie jak promieniowanie ciaªa dosko-
nale czarnego lub efekt fotoelektryczny, pojawiªo si¦ w �zyce poj¦cie fotonu, czyli swoistej
�cz¡stki ±wiatªa�. Szybki rozwój mechaniki kwantowej sprawiª, »e w krótkim czasie udaªo
si¦ teoretycznie opisa¢ sposób oddziaªywania ±wiatªa z materi¡, a w efekcie odkry¢ wiele
nowych zjawisk. Dzi¦ki pracom Glaubera, w latach 60. pojawiªa si¦ kwantowa teoria spój-
no±ci ±wiatªa, przewiduj¡ca nowe zjawiska, takie jak antygrupowanie fotonów. W ci¡gu
nast¦pnych lat przewidziano i potwierdzono do±wiadczalnie wiele efektów b¦d¡cych od-
zwierciedleniem kwantowej natury ±wiatªa. Udaªo si¦ tak»e wykorzysta¢ te zjawiska do
bada« innych przewidywa« mechaniki kwantowej w ró»nych dziedzinach �zyki, jak rów-
nie» poza ni¡.

Oczywi±cie, wraz z rozwojem wiedzy o naturze ±wiatªa i zwi¡zanych z tym efektów,
rozwijaªy si¦ rozmaite metody eksperymentalne wykorzystuj¡ce ±wiatªo do badania in-
nych zjawisk. Nale»y tu wymieni¢ przede wszystkim powstaª¡ na pocz¡tku XIX wieku
spektroskopi¦. Dzi¦ki niej udaªo si¦ zbada¢ skªad atmosfery Sªo«ca (co przez wieki byªo
przytaczane jako przykªad wiedzy dla czªowieka nieosi¡galnej) i odkry¢ nowy pierwiastek
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- hel. Gªównym jednak osi¡gni¦ciem byªo wykazanie, »e ka»demu pierwiastkowi odpo-
wiada pewne charakterystyczne widmo, ujawniaj¡ce si¦ pod postaci¡ linii spektralnych.
Dzi¦ki temu odkryciu staªo si¦ mo»liwe badanie - przy wykorzystaniu ±wiatªa - skªadu
rozmaitych zwi¡zków chemicznych.

Dzi¦ki znajomo±ci i podstawom teoretycznym zjawiska interferencji rozwin¦ªa si¦
tak»e interferometria. Pozwalaªa ona pocz¡tkowo na dokªadne pomiary dªugo±ci i pre-
cyzyjn¡ metrologi¦. Chyba najsªynniejszym do±wiadczeniem wykorzystuj¡cym interfero-
metr byª eksperyment Michelsona-Morleya z 1887 roku. Do±wiadczenie to wykazaªo, i»
Ziemia nie porusza si¦ wzgl¦dem eteru, b¦d¡cego hipotetycznym o±rodkiem, w którym
rozchodz¡ si¦ fale elektromagnetyczne. Staªo si¦ to podstaw¡ do stworzenia teorii wzgl¦d-
no±ci. Wraz z rozwojem �zyki badano przy u»yciu interferometrii coraz to nowe zjawiska
daj¡ce w efekcie ró»nic¦ faz wi¡zek w interferometrze. Tworzono tak»e nowe interferome-
try takie jak - obecnie jeden z najcz¦±ciej stosowanych - interferometr Macha-Zehndera,
czy interferometr Sagnaca.

Wynalezienie lasera w 1960 roku oznaczaªo prawdziwy przeªom nie tylko w optyce, ale
te» w wielu innych dziedzinach �zyki. Wynalazek ten umo»liwiª bowiem dost¦p do tanich
i ªatwych w konstrukcji ¹ródeª monochromatycznego ±wiatªa o bardzo du»ej spójno±ci.
Dzi¦ki temu mo»liwe byªo zwi¦kszenie dokªadno±ci pomiarów oraz obserwacja wielu no-
wych zjawisk takich jak np. parametryczny podziaª cz¦sto±ci, czy te» ró»ne efekty optyki
nieliniowej. Lasery staªy si¦ w krótki czasie bardzo popularnymi urz¡dzeniami, wyko-
rzystywanymi obecnie niemal wsz¦dzie, od skomplikowanych procesów przemysªowych,
poprzez komputery, konserwacj¦ dzieª sztuki, medycyn¦, a» po wska¹niki do tablicy.

Od lat 60. datuje si¦ gwaªtowny rozwój optyki kwantowej, zajmuj¡cej si¦ badaniem
kwantowej natury ±wiatªa. Zastosowanie coraz doskonalszych laserów i innych nowocze-
snych technologii, pozwoliªo na generacj¦ zupeªnie nowych stanów ±wiatªa o niespotyka-
nych wcze±niej wªa±ciwo±ciach, takich jak np. stany ±ci±ni¦te lub stany spl¡tane. Pozwoliªo
to na badanie czysto kwantowych wªasno±ci ±wiatªa (i nie tylko ±wiatªa), jak spl¡tanie czy
interferencja jednofotonowa. Równie» przy u»yciu ±wiatªa dokonuje si¦ do±wiadczalnych
realizacji takich procesów, jak teleportacja kwantowa, czy te» schematów przewidzianych
przez informatyk¦ kwantow¡

W tym czasie rozwijaªa si¦ równie» interferometria. Dokªadno±¢ pomiarów interfe-
rometrycznych, nawet przy wykorzystaniu laserów, byªa ograniczona przez tzw. szum
±rutowy, co powodowaªo to trudno±ci w detekcji zjawisk, których efektem byªy bardzo
maªe przesuni¦cia fazowe mi¦dzy wi¡zkami interferometrów. Jednym z najwa»niejszych,
do tej pory niepotwierdzonych, zjawisk z tej klasy s¡ przewidywane przez ogóln¡ teori¦
wzgl¦dno±ci (która, swoj¡ drog¡, rozwin¦ªa si¦ m.in. dzi¦ki wspomnianemu wcze±niej eks-
perymentowi Michelsona-Morleya) fale grawitacyjne. W celu ich wykrycia prowadzi si¦
skomplikowane eksperymenty, których podstaw¡ jest wªa±nie interferometria. Poniewa»
ewentualne efekty powodowane przez te fale s¡ bardzo maªe, wa»na jest jak najwi¦ksza
dokªadno±¢ tych pomiarów. Byª to bodziec, który zapocz¡tkowaª metrologi¦ kwantow¡
(quantum enhanced metrology). W latach 80. Caves [1] zaproponowaª u»ycie stanów ±ci-
±ni¦tych do zwi¦kszenia precyzji pomiarów, co pozwoliªo na pokonanie bariery szumu
±rutowego. W kolejnych latach pojawiªy si¦ nast¦pne rezultaty teoretyczne, przewiduj¡ce
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zwi¦kszon¡ dokªadno±¢ pomiarów w ró»nych ukªadach i przy u»yciu ±wiatªa w ró»nych
stanach kwantowych ([2�6]). W latach 90. Brauenstein i Caves [7] wyznaczyli nowe ogra-
niczenie na precyzj¦, zwane granic¡ Heisenberga. W kolejnych latach pojawiªy si¦ ró»ne
propozycje kwantowych stanów ±wiatªa osi¡gaj¡cych t¦ granic¦, m.in. stany NOON. Wraz
z rozwojem optyki do±wiadczalnej mo»liwa staªa si¦ realizacja tych przewidywa« dzi¦ki
uzyskiwaniu coraz to lepszego ±wiatªa ±ci±ni¦tego oraz coraz lepszych stanów spl¡tanych.
Ostatnie wyniki eksperymentalne [14] sugeruj¡, »e mo»liwa jest produkcja kwantowych
stanów maksymalnie spl¡tanych (stanów NOON) o dowolnie wysokiej liczbie fotonów,
co pozwoliªoby na znaczne zwi¦kszenie dokªadno±ci pomiarów interferometrycznych, jak
i znalazªo szereg innych zastosowa«. Produkcja tych stanów odbywa si¦ jednak przy
wykorzystaniu modelu rozwa»anego ju» przez Cavesa, mianowicie mieszania stanu kohe-
rentnego i ±ci±ni¦tego.

2.5. Stany koherentne i ±ci±ni¦te - wprowadzenie

W pracy b¦d¦ bardzo cz¦sto rozwa»a¢ pewne szczególne stany ±wiatªa, mianowicie
stany ±ci±ni¦te i koherentne. S¡ one jednymi z najcz¦±ciej rozpatrywanych i stosowanych
stanów ±wiatªa. Poni»ej podam ich podstawowe wªasno±ci
Najpierw rozwa»my jednomodowe stany Focka. S¡ to stany wªasne hamiltonianu swo-
bodnego pola elektromagnetycznego Ĥ = ~ω(â†â + 1

2). Podstawow¡ ich wªasno±ci¡ jest
dobrze ustalona liczba cz¡stek. Dzieje si¦ tak, gdy» s¡ one równie» stanami wªasnymi
operatora liczby cz¡stek n̂ = â†â. Dla stanów Focka zachodzi dodatkowo nast¦puj¡ca
równo±¢:

|n〉 =
(â†)n√
n!
|vac〉. (2.13)

gdzie |vac〉 oznacza stan pró»ni, czyli stan podstawowy hamiltonianu swobodnego pola
elektromagnetycznego (stan o najni»szej energii).
Stany Focka tworz¡ baz¦ ortonormaln¡ (〈n|m〉 = δn,m,

∑
n |n〉〈n| = 1).

Kolejn¡ wªa±ciwo±ci¡ stanów Focka jest fakt, »e nie nios¡ one »adnej informacji o
fazie. Gdy stan Focka przechodzi przez przesuni¦cie fazowe ξ, to jest on poddawany
przeksztaªceniu |n〉 → einξ|n〉, co - z racji, i» mechanika kwantowa jest niezmiennicza
wzgl¦dem mno»enia stanów przez globaln¡ faz¦ - sprawi, »e stan nie ulegnie zmianie.
Oczywi±cie, je±li mieliby±my do dyspozycji superpozycj¦ stanów Focka, sytuacja mogªaby
wygl¡da¢ inaczej.

Wytwarzanie stanów Focka napotyka du»e trudno±ci eksperymentalne. Przeprowa-
dzono ju» do±wiadczenia, w których produkowane byªy stany |n〉 o niewielkiej liczbie
fotonów, niestety nie udaªo si¦ do tej pory utworzy¢ stanów z du»¡ liczb¡ cz¡stek.

Je±li chodzi o stany koherentne, zwane te» stanami spójnymi, to de�niujemy je jako
stany wªasne operatora anihilacji.

â|α〉 = α|α〉 (2.14)

gdzie α jest dowoln¡ liczb¡ zespolon¡. Stany koherentne mo»na zapisa¢ jako superpozycj¦
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stanów Focka z odpowiednimi wagami:

|α〉 = e−
|α|2
2

∞∑
n=0

αn√
n!
|n〉. (2.15)

Z powy»szego równania wida¢, »e stany koherentne posiadaj¡ poissonowsk¡ statystyk¦
cz¡stek, tzn. wyniki pomiaru liczby cz¡stek w takim stanie maj¡ rozkªad Poissona. Ozna-
cza to jednak, i» nie maj¡ one dobrze ustalonej liczby cz¡stek. Mo»na jednak przyj¡¢, w
analogii do stanów Focka, »e posiadaj¡ pewn¡ ±redni¡ liczb¦ cz¡stek:

〈α|â†â|α〉 = |α|2. (2.16)

W przeciwie«stwie do stanów Focka, stany koherentne mog¡ nie±¢ pewn¡ informacj¦
o fazie. Po przej±ciu przez przesuni¦cie fazowe ϕ, stan koherentny przeksztaªca si¦ w
nast¦puj¡cy sposób:

|α〉 = e−
|α|2
2

∞∑
n=0

αn√
n!
|n〉 → e−

|α|2
2

∞∑
n=0

einϕαn√
n!
|n〉 = |eiϕα〉. (2.17)

Warto zwróci¢ uwag¦, »e ta operacja nie jest po prostu mno»eniem caªego stanu przez
wspóln¡ faz¦. Ka»dy czynnik o ustalonej liczbie fotonów jest tu mno»ony przez inn¡ faz¦,
zatem w efekcie dostajemy istotnie inny stan wyj±ciowy.

Zauwa»my, »e aby w peªni scharakteryzowa¢ stan koherentny |α〉 konieczna jest zna-
jomo±¢ α = |α|eiξ, b¦d¡cej w ogólno±ci liczb¡ zespolon¡. Oznacza to »e musimy zna¢
dwie wielko±ci: |α|, co nie jest trudne, wystarczy bowiem w tym celu zna¢ ±redni¡ ilo±¢
fotonów w wi¡zce ±wiatªa, oraz faz¦ ξ, któr¡ mo»emy zde�niowa¢ tylko wzgl¦dem jakiej±
innej wi¡zki odniesienia. Je±li byliby±my pozbawieni wi¡zki odniesienia, to nie byliby±my
w stanie pozna¢ fazy stanu koherentnego i w efekcie, rozwa»any przez nas stan musieli-
by±my po fazie u±redni¢, otrzymuj¡c stan mieszany dany nast¦puj¡c¡ macierz¡ g¦sto±ci:

ρ̂ =
∫
dξ

2π
|αeiξ〉〈αeiξ| =

∞∑
n=0

e−|α|
2 |α|n

n!
|n〉〈n|. (2.18)

To równie» jest stan o poissonowskiej statystyce cz¡stek, jednak - w przeciwie«stwie do
stanu koherentnego - jako zwykªa mieszanina statystyczna stanów Focka, nie niesie »adnej
informacji o ewentualnej fazie. Oznacza to »e obecno±¢ dodatkowej wi¡zki odniesienia
mo»e wpªywa¢ na estymacj¦ fazy przy u»yciu ±wiatªa, co omówi¦ w dalszej cz¦±ci pracy.
Obszerniejsz¡ dyskusj¦ powy»szego problemu mo»na znale¹¢ w pracach [19�22].

Stany ±ci±ni¦te de�niujemy przy u»yciu operatora ±ciskania

Ŝ(reiθ) = exp
[1
2

(re−iθâ2 − reiθâ†2)
]
. (2.19)

Dziaªaj¡c operatorem danym równaniem (2.19) na stan pró»ni, dostajemy stan ±ci±ni¦tej
pró»ni, który dalej b¦dziemy nazywa¢ te» po prostu stanem ±ci±ni¦tym.

Ŝ(reiθ)|vac〉 = |reiθ〉. (2.20)
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Stan ±ci±ni¦tej pró»ni, podobnie jak stan koherentny, mo»na zapisa¢ w postaci superpo-
zycji stanów Focka:

|reiθ〉 =
1√

cosh r

∞∑
n=0

(tgh r
2

)n/2Hn(0)√
n!

einθ/2|n〉 (2.21)

gdzie Hn(0) = (−1)n/2n!
( 12n)!

dla n parzystych i 0 dla n nieparzystych, oznaczaj¡ warto±ci

n-tych wielomianów Hermitte'a w 0. Z równania (2.21) wida¢ wi¦c, »e stan ±ci±ni¦ty
zawiera tylko czynniki o parzystej liczbie cz¡stek. Stany te nie maj¡ dobrze ustalonej
liczby cz¡stek, mo»emy jednak wyznaczy¢ ich ±redni¡ liczb¦

〈reiθ|â†â|reiθ〉 = sinh2 r. (2.22)

Jak wida¢, wbrew nazwie, stan ±ci±ni¦tej pró»ni zawiera niezerow¡ liczb¦ cz¡stek.
Podobnie jak w przypadku stanów koherentnych, tak samo stany ±ci±ni¦te mog¡ nie±¢

informacj¦ o fazie. Po przej±ciu przez przesuni¦cie fazowe ξ, stan |reiθ〉 ulegnie przeksztaª-
ceniu

|reiθ〉 =
1√

cosh r

∞∑
n=0

(tgh r
2

)n/2Hn(0)√
n!

einθ/2|n〉 →

→ 1√
cosh r

∞∑
n=0

(tgh r
2

)n/2Hn(0)√
n!

einθ/2+inϕ|n〉 = |rei(θ+2ϕ)〉. (2.23)

�wiatªo w stanach ±ci±ni¦tych wytwarza si¦ dzi¦ki ró»nym procesom nieliniowym.
Najcz¦±ciej stosowan¡ technik¡ jest wykorzystanie zjawiska zwanego parametrycznym
podziaªem cz¦sto±ci. Konieczne jest w tych sposobach u»ycie krysztaªów z nieliniow¡
podatno±ci¡, które o±wietla si¦ zwykªym ±wiatªem laserowym.

Aby pokaza¢ inn¡ wa»n¡ cech¦ stanów ±ci±ni¦tych i koherentnych, de�niujemy ope-
ratory kwadratur:

x̂ = (â+ â†) (2.24)

ŷ = i(â† − â). (2.25)

Komutator tych operatorów jest równy [x̂, ŷ] = 2i, st¡d dostajemy zasad¦ nieoznaczono-
±ci:

∆x∆y ­ 1. (2.26)

Okazuje si¦, »e dla stanów ±ci±ni¦tych i koherentnych powy»sza nierówno±¢ jest wysy-
cana, tzn. ∆x∆y = 1. Jest to powód, dla którego mówi si¦, »e stany te tworz¡ klas¦ sta-
nów o najmniejszej nieoznaczono±ci. Dla stanów koherentnych obowi¡zuje ∆x = ∆y = 1.
Z kolei stany ±ci±ni¦te wykazuj¡ w ogólno±ci wªa±ciwo±¢ ∆x 6= ∆y, zatem z racji obo-
wi¡zywania nierówno±ci (2.26) okazuje si¦, »e zwi¦kszaj¡c wariancj¦ jednej kwadratury,
obni»amy wariancj¦ drugiej, a co za tym idzie, mo»emy mierzy¢ jedn¡ z kwadratur ze
zwi¦kszon¡ precyzj¡ ni» w przypadku u»ycia stanu koherentnego. Jest to jedna z przyczyn
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dla których rozwa»a si¦ zastosowanie stanów ±ci±ni¦tych w pomiarach interferometrycz-
nych wymagaj¡cych du»ej dokªadno±ci. Przesuni¦cie fazowe wpªywa bowiem na to któr¡
kwadratur¦ mo»emy mierzy¢ z jak¡ dokªadno±ci¡. Aby lepiej to zobaczy¢ przedstawmy
stany przy pomocy rysunku w przestrzeni fazowej. Je±li zrobimy wykres na którego jednej
osi b¦dziemy odkªada¢ warto±ci kwadratury x̂ a na drugiej warto±ci ŷ na danym stanie,
to, poniewa» ka»da z kwadratur jest dana z pewn¡ niepewno±ci¡ ∆x, jako reprezentacj¦
stanu przyjmiemy obszar o charakterystycznych wielko±ciach danych przez ∆x i ∆y i
znajduj¡cy si¦ w punkcie o wspóªrz¦dnych 〈x̂〉, 〈ŷ〉.

Dla stanu koherentnego |α〉 = ||α|eiξ〉 niepewno±ci obu kwadratur s¡ sobie równe,
wi¦c reprezentujemy go przez koªo o promieniu 1 i ±rodku w punkcie 2Re(α) = 2|α| cos ξ,
2Im(α) = 2|α| sin ξ. Je±li stan taki przejdzie przez przesuni¦cie fazowe ϕ, dozna trans-
formacji ||α|eiξ〉 → ||α|ei(ξ+ϕ)〉, czyli ±rodek koªa b¦dzie teraz w punkcie (2|α| cos(ξ +
ϕ), 2|α| sin(ξ + ϕ)). Nie wpªywa to jednak na warto±ci ∆x i ∆y, wi¦c w tym przypadku
dostaniemy tak¡ sam¡ niepewno±¢ pomiaru mierz¡c dowoln¡ z kwadratur. Schematyczny
rysunek jest dla stanu koherentnego znajduje si¦ na rys. (2.1)

x

y

j

Rysunek 2.1: Rysunek ilustruj¡cy zachowanie si¦ stanu koherentnego pod wpªywem prze-
suni¦cia fazowego ϕ. Szare koªo reprezentuje pocz¡tkowy stan koherentny, za± przerywany
okr¡g stan po przej±ciu przez przesuni¦cie fazowe.

Stan ±ci±ni¦tej pró»ni zachowuje si¦ jednak inaczej. W tym przypadku mamy wa-
riancj¦ jednej z kwadratur mniejsz¡ od drugiej, co ilustrujemy u»ywaj¡c, zamiast koªa
z poprzedniego przykªadu, elipsy o póªosiach równych odpowiednio ∆x i ∆y. Je±li stan
±ci±ni¦ty przejdzie przez przesuni¦cie fazowe ϕ, to elipsa obróci si¦ o odpowiedni k¡t.
Jak wida¢ z rys. (2.2), na którym proces ten zostaª przedstawiony gra�cznie, dla stanu
po przesuni¦ciu fazowym wariancje kwadratur nie s¡ ju» równe póªosiom elipsy. Jedna z
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niepewno±ci wzrosªa, podczas gdy inna zmalaªa.

x

y

j

Rysunek 2.2: Rysunek ilustruj¡cy zachowanie si¦ stanu ±ci±ni¦tej pró»ni pod wpªywem
przesuni¦cia fazowego ϕ. Szara elipsa reprezentuje stan przed przesuni¦ciem, za± przery-
wana stan z przesuni¦t¡ faz¡.

Wygodny sposób na opis stanów ±ci±ni¦tych i koherentnych stanowi¡ funkcje quasi-
prawdopodobie«stwa, w szczególno±ci funkcja Wignera. Je±li rozwa»ymy jaki± n modowy
stan o macierzy g¦sto±ci ρ̂, to mo»emy dla ka»dego modu zde�niowa¢ odpowiednie ope-
ratory kwadratur:

x̂k = (âk + â†k) (2.27)

ŷk = i(â†k − âk). (2.28)

Dostajemy w ten sposób wektor X̂ = (x̂1, ŷ1, x̂2, ŷ2, . . . , x̂n, ŷn) = (X̂1, X̂2, . . . , X̂2n).
Korzystaj¡c z tej de�nicji, de�niujemy funkcj¦ Wignera dla stanu ρ̂ w nast¦puj¡cy sposób:

W (α) =
1
π2

∫
Tr(ρ̂eiX

TΩλ)eiλ
TΩαd2nλ (2.29)

gdzie α i λ stanowi¡ wektory w przestrzeni R2n, za± Ω jest macierz¡ zde�niowan¡ w
nast¦puj¡cy sposób:

Ω =
n⊕
i=1

(
0 1
−1 0

)
(2.30)
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Dowolny stan ρ̂ jest caªkowicie opisany przez swoj¡ funkcj¦ Wignera. Funkcja Wignera
jest nazywana quasi-prawdopodobie«stwem, gdy» mo»e przyjmowa¢ warto±ci ujemne, np.
dla stanu Focka (w przeciwie«stwie do zwykªego prawdopodobie«stwa, które zawsze musi
by¢ nieujemne).

Dodatkowym poj¦ciem, które jest bardzo pomocne do opisu rozwa»anych przez nas
stanów jest macierz kowariancji. Element i, j macierzy kowariancji σ dla stanu ρ̂ jest
dany nast¦puj¡cym wzorem:

σij =
1
2
〈X̂iX̂j + X̂jX̂i〉 − 〈X̂i〉〈X̂j〉 (2.31)

Okazuje si¦, »e stany ±ci±ni¦te i koherentne stanowi¡ szczególne przypadki pewnej
szerszej klasy stanów, zwanych stanami gaussowskimi. Stany takie charakteryzuj¡ si¦
tym, »e ich funkcja Wignera ma posta¢ gaussowsk¡. Aby kompletnie opisa¢ dany stan
gaussowski wystarczy poda¢ jego funkcj¦ Wignera, króra dla dowolnego stanu z tej klasy
przyjmuje prost¡ posta¢:

W (α) =
1

π
√

detσ
exp(−1

2
(α− X̄)Tσ−1(α− X̄)) (2.32)

gdzie X̄ = 〈X̂〉.
Poniewa» W (α) caªkowicie charakteryzuje dany stan, wi¦c aby w zupeªno±ci opisa¢

dany stan gaussowski wystarczy znajomo±¢ jego macierzy kowariancji oraz X̄. Wykorzy-
stanie stanów gaussowskich jest bardzo powszechnie rozwa»ane w literaturze z racji ich
prostej formy oraz wzgl¦dnej prostoty ich wytworzenia. Z tego powodu ich wªa±ciwo±ci
s¡ równie» obszernie opisane w wielu pozycjach np. w [23].

2.6. Estymacja kwantowa

Informacja Fischera dana równaniem (2.4), pozwala na uzyskanie ograniczenia dol-
nego na precyzj¦ obowi¡zuj¡cego dla wszystkich estymatorów nieobci¡»onych. Poniewa»
prawdopodobie«stwo wyst¦puj¡ce w de�nicji (2.4) bezpo±rednio zale»y od rodzaju po-
miaru jakiego dokonujemy na ukªadzie, nierówno±¢ Cramera-Rao daje najlepsz¡ mo»liw¡
do uzyskania dokªadno±¢ estymacji w przypadku pomiaru konkretnej wielko±ci. Oczy-
wi±cie mierz¡c ró»ne wielko±ci, mogliby±my uzyska¢ ró»ne informacje Fischera dla es-
tymacji tego samego parametru. Chcieliby±my si¦ zatem pozby¢ ograniczenia tylko do
konkretnego rodzaju eksperymentu i przeprowadzi¢ optymalizacj¦ informacji Fischera po
wszystkich mo»liwych pomiarach. Dzi¦ki temu dostaliby±my najlepsz¡ mo»liw¡ precyzj¦,
bez wzgl¦du na u»yty estymator i pomiar.

Zaªó»my, »e do naszego ukªadu wpuszczamy stan o macierzy g¦sto±ci ρ̂. Dziaªanie
ukªadu na stan wej±ciowy niech b¦dzie opisane operacj¡ unitarn¡ Ûθ = exp(−iθĜ), gdzie
θ jest parametrem, który chcemy pozna¢, za± Ĝ - generatorem przesuni¦cia w tym pa-
rametrze. Schemat rozwa»anego przez nas ukªadu znajduje si¦ na rys. (2.3) W pracy [7]
wykazano, »e najlepsza mo»liwa do uzyskania, bez wzgl¦du na pomiar, warto±¢ informacji
Fischera jest równa

FQ = Tr(ρ̂Λ̂2). (2.33)
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Rysunek 2.3: Schemat ukªadu do pomiaru parametru θ. ρ̂ jest macierz¡ g¦sto±ci stanu
wej±ciowego, Ûθ operacj¡ unitarn¡ opisuj¡c¡ dziaªanie ukªadu na stan wej±ciowy, za± Π̂
oznacza pomiar dokonywany na ko«cu eksperymentu.

gdzie Λ̂ to operator nazywany symetryczn¡ pochodn¡ logarytmiczn¡ (SLD) i jest on
zde�niowany w sposób uwikªany równaniem:

1
2

(Λ̂ρ̂+ ρ̂Λ̂) =
dρ̂

dθ
= −i(Ĝρ̂− ρ̂Ĝ). (2.34)

Dowód powy»szego twierdzenia, podobnie jak dla przypadku klasycznej informacji
Fischera bazuje na zastosowaniu nierówno±ci Schwarza i podaj¦ go poni»ej.

Dla pomiaru opisanego operatorem Π̂(x) prawdopodobie«stwo uzyskania konkretnego
wyniku x jest równe p(x|θ) = Tr(Π̂(x)ρ̂), wi¦c zapisuj¡c informacj¦ Fischera (równanie
(2.4)) otrzymujemy:

F (θ) =
∑
x

[Tr(Π̂(x)∂ρ̂/∂θ)]2

Tr(Π̂(x)ρ̂)
(2.35)

Poniewa» SLD jest hermitowskie, wi¦c wstawiaj¡c ∂ρ/∂θ do równania (2.35) dostajemy:

F (θ) =
∑
x

(
Re[Tr(ρ̂Π̂(x)Λ̂)]

)2

Tr(ρ̂Π̂(x))
¬
∑
x

|Tr(ρ̂Π̂(x)Λ̂)|2

Tr(ρ̂Π̂(x))
=
∑
x

|Tr( ρ̂
1/2Π̂(x)1/2√
Tr(ρ̂Π̂(x))

Π̂(x)1/2Λ̂)ρ̂1/2|2

(2.36)
Zastosujmy teraz nierówno±¢ Schwarza |Tr(Â†B̂)|2 ¬ Tr(Â†Â)Tr(B̂†B̂) do (2.36),

bior¡c Â = ρ̂1/2Π̂(x)1/2√
ρ̂Π̂(x)

i B̂ = Π̂(x)1/2Λ̂ρ̂1/2 dostajemy:

F (θ) ¬
∑
x

|Tr( ρ̂
1/2Π̂(x)1/2√
Tr(ρ̂Π̂(x))

Π̂(x)1/2Λ̂)ρ̂1/2|2 ¬
∑
x

Tr(Π̂(x)Λ̂ρ̂Λ̂) = Tr(ρ̂Λ̂2) (2.37)

co nale»aªo udowodni¢.
FQ nazywamy kwantow¡ informacj¡ Fischera i daje ona ograniczenie na najlepsz¡

mo»liw¡ do uzyskania precyzj¦ pomiaru parametru θ przy u»yciu danego stanu wej±cio-
wego ρ̂ w ukªadzie opisanym generatorem Ĝ.

Alternatywnie kwantow¡ informacj¦ Fischera mo»na te» wyznaczy¢ korzystaj¡c z na-
st¦puj¡cego równania

FQ = 4
∑
n,k

pn
(pn − pk
pn + pk

)2
(Ĝ2)n,k = 4〈Ĝ2〉 − 8

∑
n,k

pnpk
pn + pk

ĜnkĜkn (2.38)
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gdzie pn oznaczaj¡ warto±ci wªasne macierzy g¦sto±ci stanu wej±ciowego, sumowanie prze-
biega po wszystkich stanach wªasnych ρ̂, za± Ĝnk s¡ elementami macierzowymi operatora
Ĝ w bazie stanów wªasnych ρ̂. W przypadku, gdy na wej±ciu ukªadu mamy stan czysty
|Ψ〉, równanie (2.38) redukuje si¦ do nast¦puj¡cego

FQ = 4(〈∂Ψ|∂Ψ〉 − |〈∂Ψ|Ψ〉|2) (2.39)

gdzie |∂Ψ〉 = d
dθ Ûθ|Ψ〉.

Dla przykªadu rozwa»my problem pomiaru fazy w symetrycznym interferometrze
Macha-Zehndera przy u»yciu stanu koherentnego |α〉 i stanu NOON, schemat takiego
ukªadu znajduje si¦ na rys. (2.4).

Φ�2

-Φ�2

U
`

Rysunek 2.4: Interferometr Macha-Zehndera

Je±li efekt wzgl¦dnego opó¹nienia fazowego φ pomi¦dzy ramionami zapiszemy przy
u»yciu operatora ewolucji Û = exp(iφ(â†â − b̂†b̂)/2), to w pierwszym przypadku dosta-
jemy, »e stan po przej±ciu przez pierwsz¡ pªytk¦ ±wiatªodziel¡c¡ i opó¹nienie fazowe jest
równy

|α〉 →
∣∣∣αeiφ/2√

2
,
αe−iφ/2√

2

〉
(2.40)

Wstawiaj¡c to do równania (2.39) otrzymujemy

FQ = |α|2 (2.41)

Poniewa» |α|2 jest równe ±redniej liczbie fotonów N , to dostajemy precyzj¦ równ¡
∆φ = 1/

√
N . Jest to tak zwana granica szumu ±rutowego (standard quantum limit,

SQL), mo»liwa do osi¡gni¦cia przy u»yciu zwykªego ±wiatªa klasycznego.
Je±li u»yjemy teraz stanu |N00N〉 = 1√

2
(|N0〉+ |0N〉) (przyjmujemy, »e jest to stan

ju» za pierwsz¡ pªytk¡ ±wiatªodziel¡c¡), to po przej±ciu przez opó¹nienie fazowe stan ten
przeksztaªci si¦ do nast¦puj¡cego:

|N00N〉 → 1√
2

(eiNφ/2|N0〉+ e−iNφ/2|0N〉) (2.42)
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Wstawiaj¡c ten rezultat do równania (2.39) dostajemy

FQ = N2 (2.43)

St¡d precyzja pomiaru fazy w tym przypadku wynosi ∆φ = 1/N , czyli jest istotnie
mniejsza (dokªadniejsza) ni» przy u»yciu stanów koherentnych. Skalowanie dane równa-
niem (2.43) nosi nazw¦ granicy Heisenberga i jest najlepszym mo»liwym skalowaniem
dopuszczalnym przez mechanik¦ kwantow¡. Poniewa» jednak produkcja stanów NOON
nie jest ªatwa, wi¦c z tego powodu poszukuje si¦ obecnie innych stanów wej±ciowych
daj¡cych takie skalowanie.

Rozumowanie przeprowadzone dla estymacji jednego parametru mo»na rozszerzy¢ na
przypadek wieloparametrowy. W takiej sytuacji transformacja stanu zadana jest przez
operator ewolucji Ûθ = e−iθ

T Ĝ, gdzie θ = (θ1, θ2, . . . , θn) i Ĝ = (Ĝ1, Ĝ2, . . . , Ĝn). Wów-
czas elementy macierzy Fischera dane s¡ równaniem

FQij =
1
2
Tr(ρ̂Λ̂iΛ̂j + ρ̂Λ̂jΛ̂i). (2.44)

gdzie Λ̂i oznacza SLD dla i-tego parametru i jest zde�niowane równaniem (2.34) z gene-
ratorem Ĝi. Wykorzystuj¡c warto±ci i stany wªasne macierzy g¦sto±ci stanu wej±ciowego,
mo»emy dosta¢ uogólnienie równania (2.38) na przypadek wieloparametrowy

FQij = 2〈ĜiĜj + ĜjĜi〉 − 8
∑
n,m

pnpm
pn + pm

Ĝi,nmĜj,mn. (2.45)

Analogicznie mo»na uzyska¢ wzór na element macierzy Fischera dla czystych stanów
wej±ciowych:

FQij = 4Re(〈∂iΨ|∂jΨ〉 − 〈∂iΨ|Ψ〉〈Ψ|∂jΨ〉) (2.46)

Aby obliczy¢ precyzj¦ pomiaru odpowiedniego parametru, wystarczy teraz skorzysta¢ z
równania (2.9).

Równania (2.45) daj¡ w wyniku elementy macierzy Fischera zoptymalizowane po
wszystkich mo»liwych pomiarach i estymatorach. Jedynym parametrem, od którego w
dalszym ci¡gu zale»y precyzja, pozostaje wi¦c macierz g¦sto±ci stanu wej±ciowego. W
ogólno±ci, znalezienie stanu jakiego powinno si¦ u»y¢, by otrzyma¢ najlepsz¡ precyzj¦ jest
trudnym zadaniem, zazwyczaj trzeba si¦ w tym celu posªu»y¢ metodami numerycznymi.
Nawet gdy takie zadanie uda si¦ wykona¢, pozostaje jeszcze problem aplikacyjny, czyli
ªatwo±¢ wytworzenia takiego stanu przy u»yciu obecnych technologii. Optymalizacji po
stanach wej±ciowych z pewnej szczególnej klasy b¦dzie po±wi¦cona dalsza cz¦±¢ pracy.

Warto zwróci¢ uwag¦ na fakt, »e w ogólno±ci mo»na wysyci¢ kwantow¡ nierówno±¢
Cramera-Rao. Konieczne w tym celu jest zastosowanie takiego pomiaru, dla którego kla-
syczna informacja Fischera byªaby równa kwantowej informacji Fischera. Przykªadem
takiego pomiaru mo»e by¢ np. pomiar w bazie wektorów wªasnych symetrycznej pochod-
nej logarytmicznej. Wówczas operatorem pomiaru jest po prostu SLD.
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Rozdziaª 3

Optymalna precyzja przy u»yciu zliczania

fotonów

Jednym z najcz¦±ciej wykorzystywanych ukªadów sªu»¡cych do pomiaru fazy jest in-
terferometr Macha-Zehndera. W ukªadzie takim nieuniknione s¡ straty ±wiatªa wynikªe z
ró»nych czynników, takich jak rozpraszanie, straty na odbiciach czy wydajno±ci detekto-
rów. Konieczne zatem jest uwzgl¦dnienie tych strat w opisie realistycznego eksperymentu.
W poni»szym rozdziale przedstawiªem obliczenia dotycz¡ce optymalnej mo»liwej do uzy-
skania precyzji przy u»yciu zliczania fotonów, czyli obecnie jednej z gªównych technik eks-
perymentalnych. Rozwa»anym przeze mnie ukªadem byª interferometr Macha-Zehndera
z jednakowymi stratami w obu ramionach. Nast¦pnie porównaªem ze sob¡ otrzymane
przeze mnie wyniki pod k¡tem najlepszej uzyskiwanej precyzji oraz optymalnego stanu
wej±ciowego ukªadu w ka»dym podej±ciu. Poniewa» znalezienie ogólnego stanu, który
dawaªby najlepsz¡ mo»liw¡ do osi¡gni¦cia precyzj¦, nie jest zadaniem ªatwym, ograni-
czyªem si¦ w swoich obliczeniach do sytuacji gdy na wej±cie interferometru wpuszczamy
w jednym ramieniu stan koherentny, a w drugim stan ±ci±ni¦ty. Wybór ten podyktowany
jest gªównie faktem, »e s¡ to stany wytwarzane obecnie w prosty sposób w wielu ekspery-
mentach a ich zastosowanie w metrologii kwantowej byªo opisywane ju» w pocz¡tkach tej
dziedziny [2�6] jak i w ostatnim czasie [10�12]. Mo»na znale¹¢ te» ogólne stany optymalne
o ustalonej liczbie fotonów dla tego problemu [8, 9], jednak ich wytwarzanie nie jest ªatwe,
a co za tym idzie, ci¦»ko osi¡gn¡¢ przy ich u»yciu wysokie precyzje w do±wiadczeniu.

3.1. Rezultaty oblicze«

Decyduj¡c si¦ na zliczanie liczby fotonów na wyj±ciu ka»dego z ramion interferome-
tru, wybieramy pewien konkretny pomiar. Mo»liwa optymalizacja ogranicza si¦ zatem
do wyboru najlepszego estymatora i stanu ±wiatªa wej±ciowego, w naszym przypadku
ograniczonego do stanu z klasy stanów |α〉 ⊗ |r〉. W takim przypadku najlepsz¡ mo»-
liw¡ precyzj¦ pomiaru fazy da nam klasyczna informacja Fischera Fcl, dana równaniem
(2.4). Aby okre±li¢ Fcl, konieczne s¡ prawdopodobie«stwa zmierzenia liczby fotonów n1

w pierwszym ramieniu i n2 drugim, w zale»no±ci od fazy φ.
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Straty ±wiatªa, powstaªe w trakcie jego przechodzenia przez ukªad, mo»na uwzgl¦dni¢
poprzez dodanie w ka»dym z ramion pªytki ±wiatªodziel¡cej o wspóªczynniku transmisji η.
Do pustego portu takiej pªytki wchodzi stan pró»ni, natomiast na wyj±ciu otrzymujemy
dwa mody, z których jeden jest modem sygnaªowym, za± drugi odpowiada za ±wiatªo
rozproszone. Wówczas

√
1− η jest wspóªczynnikiem strat w jednym z ramion.

W szczególnym przypadku, gdy straty w obu ramionach interferometru s¡ sobie
równe, tzn. pªytki ±wiatªodziel¡ce maj¡ tak¡ sam¡ transmisj¦, mo»liwe jest przesuni¦cie
strat z wn¦trza interferometru do etapu przygotowania stanu, czyli jeszcze przed pierwsz¡
pªytk¦ ±wiatªodziel¡c¡. To samo tyczy si¦ te» gªównego ¹ródªa strat w eksperymentach
optycznych, czyli wydajno±ci detektorów. Schemat opisanego powy»ej ukªadu znajduje
si¦ na poni»szym rysunku (rys. (3.1)). Zakªadaj¡c, »e dokonali±my pomiaru liczby foto-
nów i uzyskali±my n1, n2 odpowiednio w górnym i w dolnym ramieniu interferometru,
mo»emy przedstawi¢ stan ±wiatªa na wyj±ciu ukªadu jako |n1〉f ⊗ |n2〉g.
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Rysunek 3.1: Interferometr Macha-Zehndera ze stratami w rozwa»anej kon�guracji

Gdzie â, â′, b̂, b̂′, ĉ, ĉ′, d̂, f̂ , ĝ oznaczaj¡ operatory anihilacji odpowiednich modów w odpo-
wiednich etapach ewolucji, za± τ to wspóªczynnik transmisji pierwszej pªytki ±wiatªodzie-
l¡cej ukªadu. Dla ostatniej pªytki ±wiatªodziel¡cej przyjmujemy wspóªczynnik transmisji
równy 0,5.

W celu dowodu stwierdzenia i» mo»emy przenie±¢ straty przed pierwsz¡ pªytk¦ ±wia-
tªodziel¡c¡, rozpatrzmy dwie sytuacje. W pierwszej, tak jak na rys.(3.1), straty znajduj¡
si¦ przed pierwsz¡ pªytk¡ ±wiatªodziel¡c¡ interferometru. Wyra»aj¡c operatory anihilacji
ĉ i d̂ przez operatory wej±ciowe â, b̂ i operatory odpowiadaj¡ce za mody pró»ni v̂a i v̂b
otrzymujemy

ĉ =
√
ητ â+

√
η(1− τ)b̂+

√
(1− η)τ v̂a +

√
(1− η)(1− τ)v̂b (3.1)

ĉ =
√
ητ b̂−

√
η(1− τ)â+

√
(1− η)τ v̂b −

√
(1− η)(1− τ)v̂a (3.2)

Rozwa»my teraz drug¡ sytuacj¦, a mianowicie, gdy pªytki ±wiatªodziel¡ce odpowiada-
j¡ce za straty znajduj¡ si¦ za pierwsz¡ pªytk¡ ±wiatªodziel¡c¡ interferometru. Wówczas za
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straty odpowiadaj¡ operatory anihilacji v̂c i v̂d, znajduj¡ce si¦ w odpowiednich ramionach
ukªadu. Uwzgl¦dniaj¡c to, otrzymujemy »e

ĉ =
√
ητ â+

√
η(1− τ)b̂+

√
(1− η)v̂c (3.3)

d̂ =
√
ητ b̂−

√
η(1− τ)â+

√
(1− η)v̂d (3.4)

Przyrównuj¡c wyniki dane równaniami (3.1) i (3.2) do prawych stron równa« (3.3) i
(3.4) dostajemy

v̂c =
√
τ v̂a +

√
1− τ v̂b (3.5)

v̂d =
√
τ v̂b −

√
1− τ v̂a (3.6)

Wynik ten mo»na zinterpretowa¢ jako umieszczenie na drodze modów pró»ni dodat-
kowych dwóch pªytek ±wiatªodziel¡cych o wspóªczynniku transmisji τ przed pªytkami
modeluj¡cymi straty. Poniewa» jednak wszystkie rozwa»ane mody s¡ w stanie pró»ni
wynik jest ten sam, co nale»aªo udowodni¢.

Aby okre±li¢ dokªadny stan wyj±ciowy interferometru, konieczne jest uwzgl¦dnienie
modów powoduj¡cych straty. Niech mod v̂′a b¦dzie w stanie |µ〉v′a , za± mod v̂′b w stanie
|ν〉v′

b
. Wówczas stan wyj±ciowy mo»na zapisa¢ jako |n1〉f ⊗ |n2〉g ⊗ |µ〉v′a ⊗ |ν〉v′b . Ewolu-

uj¡c ten stan wstecz przez interferometr, dostaniemy macierz g¦sto±ci stanu wej±ciowego.
Mamy nast¦puj¡ce zwi¡zki:(

f̂
ĝ

)
=

1√
2

(
1 1
−1 1

)(
eiφ 0
0 1

)( √
τ

√
1− τ

−
√

1− τ
√
τ

)(
â′

b̂′

)
=

=
1√
2

( √
τeiφ −

√
1− τ

√
1− τeiφ +

√
τ

−(
√

1− τ +
√
τeiφ)

√
τ −
√

1− τeiφ

)(
â′

b̂′

)
(3.7)

St¡d:

f̂ = T1(φ, τ)b̂′ − T2(φ, τ)â′ (3.8)

ĝ = −eiφ[T ∗1 (φ, τ)â′ − T ∗2 (φ, τ)b̂′] (3.9)

gdzie

T1(φ, τ) =
1√
2

(
√
τ + eiφ

√
1− τ), T2(φ, τ) =

1√
2

(
√

1− τ − eiφ
√
τ) (3.10)

Zatem, skoro â′ =
√
ηâ +

√
1− ηv̂a oraz b̂′ =

√
ηb̂ +

√
1− ηv̂b, to mo»na otrzyma¢,

»e stan wej±ciowy ma nast¦puj¡c¡ posta¢:

|ψ〉 = |n1, n2, µ, ν〉out =
√
ηn1+n2√

n1!n2!µ!ν!

n1∑
k=0

n2∑
l=0

N2∑
p=0

N1∑
q=0

µ∑
s=0

ν∑
t=0

(−1)n2+k+le−in2φ·

· F ∗1 (n1, k, τ, φ)F1(n2, l, τ, φ)F2(N2, p, η)F2(N1, q, η)·
· F3(µ,N2, p, s, η)F3(ν,N1, q, t, η)|N2 − p+ s,N1 − q + t, µ+ p− s, ν + q − t〉in, (3.11)
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gdzie:

F1(n,m, τ, φ) =

(
n

m

)
T1(φ, τ)n−mT2(φ, τ)m (3.12)

F2(n,m, η) =

(
n

m

)
√
η−m

√
1− ηm (3.13)

F3(n,m, i, j, η) = (−1)j
(
n

j

)
√
ηn−j

√
1− ηj

√
(m− i+ j)!(n+ i− j)! (3.14)

N1 = n1 + l − k, N2 = n2 + k − l (3.15)

za± |〉out i |〉in oznaczaj¡ odpowiednio stany w modach na wyj±ciu i wej±ciu ukªadu.
Warto zauwa»y¢, »e w powy»szym wyprowadzeniu, pomimo tego, »e dziaªania zapi-

sywali±my na na operatorach, ewoluowali±my stan ko«cowy w obrazie Schrödingera a nie
operatory anihilacji w obrazie Heisenberga.

Aby policzy¢ prawdopodobie«stwo uzyskania na wyj±ciu interferometru stanu |n1〉f⊗
|n2〉g ⊗ |µ〉v′a ⊗ |ν〉v′b , nale»y obliczy¢ iloczyn skalarny tego stanu ze stanem wej±ciowym
|Ψ〉 = |α〉a ⊗ |r〉b ⊗ |0〉va ⊗ |0〉vb . Tak otrzyman¡ wielko±¢ trzeba nast¦pnie podnie±¢
do kwadratu i uzyskamy wówczas szukane prawdopodobie«stwo. Zapisuj¡c |Ψ〉 w bazie
Focka dostajemy:

|Ψ〉 =
∞∑

n,m=0

Gnm(α, r, θ)√
n!m!

|n,m, 0, 0〉in (3.16)

gdzie

Gnm(α, r, θ) = e−|α|
2/2αn

1√
cosh r

(
tgh r

2
)m/2Hm(0)eiθm/2 (3.17)

Obliczaj¡c iloczyn skalarny 〈ψ|Ψ〉, dostajemy pod sum¡ iloczyn czterech delt Kronec-
kera, δN2−p+s,nδN1−q+t,mδµ+p−s,0δν+q−t,0. Wykonuj¡c sumowania zauwa»my, »e t jest co
najwy»ej równe ν, wi¦c ostania delta Kroneckera narzuca warunki t = ν, q = 0. Podobnie
mo»na otrzyma¢, »e s = µ, p = 0. Zatem dostajemy

〈ψ|Ψ〉 =
√
ηn1+n2√

n1!n2!µ!ν!

√
1− ηµ+ν

n1∑
k=0

n2∑
l=0

(−1)n2+k+l+µ+νein2φGN2+µ,N1+ν(α, r, θ)·

· F ∗1 (n1, k, τ, φ)F1(n2, l, τ, φ) (3.18)

Bior¡c kwadrat moduªu powy»szej wielko±ci, otrzymujemy szukane prawdopodobie«stwo
uzyskania stanu wyj±ciowego |n1〉 ⊗ |n2〉 ⊗ |µ〉 ⊗ |ν〉 w zale»no±ci od α, r, φ i η.

p(n1, n2, µ, ν|φ) =
ηn1+n2

n1!n2!µ!ν!
(1− η)µ+ν |

n1∑
k=0

n2∑
l=0

(−1)k+lGN2+µ,N1+ν(α, r, θ)·

· F ∗1 (n1, k, τ, φ)F1(n2, l, τ, φ)|2 (3.19)

W eksperymencie nie mamy jednak dost¦pu do modów v̂′a, v̂
′
b powoduj¡cych straty

(nie mo»emy podejrze¢ ±wiatªa, które zostaªo stracone). Oznacza to, »e nie wiemy, ile fo-
tonów jest w tych modach, musimy wi¦c uwzgl¦dni¢ fakt, »e w rzeczywisto±ci mamy mniej
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informacji. Robimy to przez obliczenie rozkªadu granicznego p(n1, n2|φ), czyli wysumo-
wanie rozkªadu (3.19) po µ, ν. Dostajemy w ten sposób szukane prawdopodobie«stwo
uzyskania konkretnej liczby fotonów na wyj±ciu interferometru w zale»no±ci od fazy φ.

p(n1, n2|φ) =
∞∑

µ,ν=0

p(n1, n2, µ, ν|φ) =
ηn1+n2

n1!n2!
e|α|

2(1−η)
∞∑
ν=0

(1− η)ν

ν!
·

· |
n1∑
k=0

n2∑
l=0

(−1)k+lGN2,N1+ν(α, r, θ)F ∗1 (n1, k, τ, φ)F1(n2, l, τ, φ)|2 (3.20)

Dla dowolnego η sumy w (3.20) s¡ wykonalne jedynie numerycznie. Informacj¦ Fischera
mo»na otrzyma¢ wstawiaj¡c (3.20) do równania (2.4), dostajemy wówczas:

Fcl(φ) =
∞∑

n1,n2=0

1
p(n1, n2|φ)

(dp(n1, n2|φ)
dφ

)2
(3.21)

St¡d, na mocy wzoru (2.5) mo»na dosta¢ dolne ograniczenie na precyzj¦ pomiaru prze-
suni¦cia fazowego.

3.2. Rezultaty numeryczne

Obliczenie klasycznej informacji Fischera na podstawie prawdopodobie«stw (3.20)
wyprowadzonych w poprzedniej cz¦±ci rozdziaªu jest mo»liwe w ogólno±ci tylko nume-
rycznie, czego rezultaty przedstawi¦ poni»ej. Z racji tego, »e w prawdziwym eksperymen-
cie mamy ograniczone zasoby, we wszystkich rozwa»aniach przyjmowaªem wi¡z ustalonej
±redniej liczby fotonów N̄ = |α|2 +sinh2 r. Rys.(3.2) przedstawia wykres Fcl w zale»no±ci
od φ i ±redniej ilo±ci fotonów w stanie koherentnym dla ró»nych parametrów η okre±laj¡-
cych straty w ukªadzie. Jak wida¢, Fcl(φ) zale»y od mierzonej fazy (informacja Fischera
daje nam podej±cie lokalne), za± maksimum osi¡ga dla φ = π

2 . Na rys. (3.3) znajduj¡
si¦ wykresy ∆φ w zale»no±ci od ±redniej liczby fotonów w stanie koherentnym na wej-
±ciu ukªadu dla fazy φ = π/2 i ró»nych wspóªczynników strat. Z rysunku tego wida¢, »e
dla maªych strat (η bliskie 1) optymalnie jest dzieli¢ energi¦ wi¡zki po równo pomi¦dzy
stan koherentny a stan ±ci±ni¦ty, natomiast dla wy»szych strat praktycznie wszystkie fo-
tony opªaca si¦ wpuszcza¢ albo wyª¡cznie w stanie koherentnym albo wyª¡cznie w stanie
±ci±ni¦tym.

Najwa»niejsz¡ cech¦, która pozwala oceni¢ skuteczno±¢ danego pomiaru, stanowi ska-
lowanie precyzji wynikaj¡cej z maksymalnej informacji Fischera wraz ze wzrostem ±red-
niej liczby fotonów w ukªadzie. Im mniejsze skalowanie, tym lepsz¡ precyzj¦ jeste±my w
stanie osi¡gn¡¢ przy u»yciu mniejszej liczby fotonów. Na rys. (3.4) znajduje si¦ wykres
ilustruj¡cy skalowanie precyzji wraz ze ±redni¡ liczb¡ fotonów w ukªadzie dla ró»nych
wspóªczynników strat. Wida¢ na nim, »e dla η = 1, czyli przypadku bez strat, skalowanie
jest najlepsze i osi¡ga dla du»ych N̄ granic¦ Heisenberga. Dla pozostaªych wspóªczynni-
ków strat Fcl skaluje si¦ sªabiej, osi¡gaj¡c granic¦ szumu ±rutowego.
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(a) Fcl(η = 0, 2). (b) Fcl(η = 0, 5).

(c) Fcl(η = 0, 9). (d) Fcl(η = 1).

Rysunek 3.2: Wykresy informacji Fischera w zale»no±ci od fazy φ i ±redniej liczby fotonów
w stanie koherentnym |α|2 dla wspóªczynnika transmisji pierwszej pªytki ±wiatªodziel¡cej
τ = 1

2 , ±redniej liczby fotonów na wej±ciu ukªadu N̄ = 1 i ró»nych parametrów start w
ukªadzie.

Po»yteczn¡ informacj¡ jest te» wiedza jak¡ cz¦±¢ fotonów musimy umie±ci¢ w stanie
koherentnym, a jak¡ w stanie ±ci±ni¦tym by uzyska¢ najlepsz¡ precyzj¦. Wiedz¡c to,
b¦dziemy znali optymalny stan do estymacji w zale»no±ci od strat lub liczby u»ytych
fotonów. Na rys. (3.5) znajduje si¦ wykres ±redniej liczby fotonów w stanie koherentnym,
jak¡ musimy u»y¢ by dosta¢ najlepsz¡ precyzj¦ w zale»no±ci od ±redniej liczby wszystkich
fotonów w ukªadzie. Jak wida¢, dla bardzo maªych strat η ≈ 1 nale»y rozdzieli¢ fotony
mniej wi¦cej po równo pomi¦dzy stan koherentny a ±ci±ni¦ty, podczas gdy dla wi¦kszo±ci
strat wystarczy prawie wszystkie fotony umie±ci¢ w stanie koherentnym.

W celu dokªadniejszej analizy wpªywu strat na optymalny stan wej±ciowy wykonaªem
rys. (3.6), na którym znajduje si¦ wykres ±redniej liczby fotonów w stanie koherentnym,
których musimy u»y¢ by osi¡gn¡¢ najlepsz¡ precyzj¦ w zale»no±ci od strat. Z rysunku
wida¢, »e dla du»ych strat prawie wszystkie fotony opªaca umieszcza¢ w stanie kohe-
rentnym, podczas gdy dla maªych strat nale»y je podzieli¢ mi¦dzy stanami. Dodatkowo,
to jak¡ cz¦±¢ fotonów musimy po±wi¦ci¢ na stan koherentny praktycznie nie zale»y od
±redniej ilo±ci fotonów w caªym ukªadzie
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Rysunek 3.3: Wykres precyzji uzyskanej z klasycznej informacji Fischera w zale»no±ci od
±redniej liczby fotonów w stanie koherentnym dla fazy φ = π

2 , wspóªczynnika transmisji
wej±ciowej pªytki ±wiatªodziel¡cej τ = 1

2 i ±redniej liczby fotonów na wej±ciu ukªadu
N̄ = 1. η = 1 (niebieski, ci¡gªy), η = 0, 9 (�oletowy, kreski), η = 0, 5 (zielony, kropki i
kreski), η = 0, 2 (»óªty, kropki).
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Rysunek 3.4: Wykres najlepszej precyzji w zale»no±ci od ±redniej liczby fotonów w ukªa-
dzie dla fazy φ = π

2 i wspóªczynnika transmisji wej±ciowej pªytki ±wiatªodziel¡cej τ = 1
2 .

η = 1 (niebieski, ci¡gªy), η = 0, 9 (�oletowy, kreski), η = 0, 5 (zielony, kropki i kreski),
η = 0, 2 (»óªty, kropki).
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Rysunek 3.5: Wykres ±redniej liczby fotonów w stanie koherentnym w stosunku do ±red-
niej ilo±ci fotonów w caªym ukªadzie w zale»no±ci od ±redniej liczby fotonów w ukªadzie
dla ró»nych wspóªczynników strat. η = 1 (niebieski, ci¡gªy), η = 0, 9 (�oletowy, kreski),
η = 0, 5 (zielony, kropki i kreski), η = 0, 2 (»óªty, kropki). Rysunek zrobiony dla τ = 1
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Rysunek 3.6: Wykres ±redniej liczby fotonów w stanie koherentnym w zale»no±ci od wspóª-
czynnika strat dla ró»nych ±rednich liczb fotonów w ukªadzie. N̄ = 1 (niebieski, ci¡gªa),
N̄ = 2 (�oletowy, kreski), N̄ = 3 (»óªty, kropki). Wykres zrobiony dla τ = 1

2 i φ = π
2
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Podsumowuj¡c, przy wykorzystaniu tylko i wyª¡cznie detektorów zliczaj¡cych fotony,
okazuje si¦ »e dla wi¦kszo±ci wspóªczynników strat w celu osi¡gni¦cia najlepszej precyzji
wystarczy przeznacza¢ niemal caªo±¢ ±wiatªa na stan koherentny. Dla maªych strat z kolei
nale»y dokona¢ podziaªu energii wi¡zek pomi¦dzy stan koherentny i ±ci±ni¦ty i to tym
wi¦kszego im mniejsze s¡ straty. W szczególnym przypadku interferometru bezstratnego,
fotony nale»y podzieli¢ po równo mi¦dzy oba stany. Dodatkowo, obliczenia numeryczne
sugeruj¡, »e dla tego przypadku mo»liwe jest osi¡gni¦cie precyzji wykazuj¡cej skalowanie
Heisenberga, podczas gdy dla du»ych strat osi¡ga si¦ jedynie skalowanie granicy szumu
±rutowego.

3.3. Procedura dopasowywania faz do czynników o ró»nej caªkowitej licz-

bie fotonów

W analizie przeprowadzonej powy»ej zakªadali±my, »e mierzymy po prostu liczb¦ foto-
nów w ka»dym z ramion na wyj±ciu ukªadu. W ten sposób ograniczali±my si¦ jednak, bo-
wiem dobierali±my opó¹nienie fazowe tak, by zmaksymalizowa¢ caª¡ informacj¦ Fischera,
podczas gdy istnieje mo»liwo±¢, »e w zale»no±ci od tego ile fotonów mamy w ukªadzie,
zmienia si¦ optymalne opó¹nienie fazowe. Teoretycznie wi¦c, mogliby±my uwzgl¦dni¢ tak¡
sytuacj¦ w naszym pomiarze poprzez zastosowanie ukªadu, takiego jak na rys. (3.7).

ΦNÈΑ\
Èr\ N

Φ
Η

Η
Τ

Rysunek 3.7: Schemat ukªadu pozwalaj¡cy na dokªadniejsz¡ estymacj¦ fazy.

W ukªadzie posiadamy jaki± stan wej±ciowy |Ψin〉 (mo»e to by¢ np. stan uzyskany w
efekcie przej±cia stanu ±ci±ni¦tego |r〉 i koherentnego |α〉 przeszªa przez pªytk¦ ±wiatªodzie-
l¡c¡ i straty), w którym mamy w ogólno±ci pewn¡ ±redni¡ liczb¦ fotonów N̄ . Nast¦pnie
dokonujemy pomiaru liczby fotonów (non-demolishion measurment) i, - w zale»no±ci od
uzyskanego wyniku, - dodajemy dodatkowe opó¹nienie fazowe φN . Po przej±ciu przez
przesuni¦cie fazowe dostajemy stan |Ψout〉, na którym dokonujemy dalszych pomiarów.
Warto zauwa»y¢, »e pomiar liczby fotonów dokonany przed przesuni¦ciem fazowym zmie-
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nia w istocie stan |Ψin〉, gdy» pozostawia on w macierzy g¦sto±ci jedynie sektory o usta-
lonej liczbie fotonów. Niestety przy u»yciu obecnych technologii, opisany wy»ej ukªad nie
jest mo»liwy do zrealizowania w praktyce. Dotyczy to przede wszystkim nieniszcz¡cego
pomiaru liczby fotonów, którego sposób wykonania w obecnej chwili nie jest znany.

W celu dokªadniejszej analizy, czy procedura dopasowywania przesuni¦¢ fazowych
do liczby fotonów by¢ mo»e jest w stanie poprawi¢ otrzymywan¡ precyzj¦, wykonaªem
wykresy cz¡stkowych informacji Fischera FN,cl, tzn. informacji Fischera dla ustalonej
caªkowitej liczby fotonów N . Ograniczenie to oznacza po prostu narzucenie wi¦zu na
mo»liwe rezultaty pomiaru, tzn. n1 + n2 = N . Z tego powodu w informacji Fischera
nale»y uwzgl¦dni¢ prawdopodobie«stwa warunkowe p(n1, n2|φ,N), które na mocy wzoru
p(A|B)p(B) = p(A) s¡ równe:

p(n1, n2|φ,N) =
p(n1, n2|φ)
p(N)

, (3.22)

gdzie p(N) =
∑
n1+n2=N p(n1, n2|φ) oznacza prawdopodobie«stwo obecno±ci dokªadnie

N fotonów w ukªadzie. Dostajemy wi¦c nast¦puj¡cy wzór na FN,cl:

FN,cl(φ) =
∑

n1+n2=N

1
p(n1, n2|φ,N)

(dp(n1, n2|φ,N)
dφ

)2
(3.23)

Równie» w tym przypadku dalsze obliczenia mo»na przeprowadzi¢ niestety jedynie w
sposób numeryczny. Rys.(3.8) przedstawia zale»no±¢ FN,cl od φ i r dla ró»nych warto±ci
N i parametrów strat η. Jak wida¢ z rys.(3.8), FN,cl posiada maksima dla ró»nych φ
w zale»no±ci od N i η. Oznacza to, »e procedura rozwa»ana przeze mnie w poprzedniej
sekcji nie jest optymalna, gdy» przy liczeniu caªkowitej informacji Fischera bierze si¦ pod
uwag¦ tylko jedn¡ warto±¢ φ.

W zaproponowanym ukªadzie (rys. (3.7))mo»liwy jest pomiar liczby fotonów, a na-
st¦pnie dokonanie pomiaru ilo±ci zlicze« w obu ramionach, jednak wpuszczaj¡c stan
wej±ciowy o nieustalonej liczbie cz¡stek (tzn. znamy tylko jej ±redni¡ warto±¢ N̄), nie
wiadomo, jaki rezultat wska»e pomiar, od którego zale»y faza, dlatego te», przy liczeniu
caªkowitej informacji Fischera z dopasowaniem faz, nale»y uwzgl¦dni¢ mo»liwo±¢ otrzy-
mania ró»nych N . Wobec tego dostajemy, »e:

F̄cl =
∞∑
N=0

p(N)FmaxN,cl , (3.24)

gdzie FmaxN,cl oznacza cz¡stkow¡ informacj¦ Fischera zmaksymalizowan¡ po φ. Rys.(3.9)
przedstawia wykres precyzji uzyskanej z informacji Fischera z dopasowaniem faz dla ró»-
nych parametrów strat η w zale»no±ci od ±redniej liczby fotonów w stanie koherentnym.
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(a) F2,cl(η = 0, 5). (b) F2,cl(η = 0, 9).

(c) F3,cl(η = 0, 5). (d) F3,cl(η = 0, 9).

(e) F5,cl(η = 0, 5). (f) F5,cl(η = 0, 9).

Rysunek 3.8: Wykresy cz¡stkowych klasycznych informacji Fischera w zale»no±ci od para-
metru ±ciskania r i fazy φ dla wspóªczynnika transmisji pierwszej pªytki ±wiatªodziel¡cej
τ = 1

2 , ±redniej liczby fotonów w ukªadzie N̄ = 1 i ró»nych parametrów start w ukªadzie.

3.4. Porównanie wyników

Maj¡c do dyspozycji dwa dolne ograniczenia na precyzj¦ pomiaru przesuni¦cia fazo-
wego, mo»emy porówna¢ które z nich daje lepsze rezultaty i jak du»e s¡ ró»nice pomi¦-
dzy nimi. W tym celu wykonaªem analiz¦ analogiczn¡ do tej, przeprowadzonej w sekcji
po±wi¦conej pomiarowi z u»yciem wyª¡cznie detektorów zliczaj¡cych fotony na wyj±ciu
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Rysunek 3.9: Wykres precyzji pomiaru przesuni¦cia fazowego otrzymanej przy u»yciu
dopasowania faz w zale»no±ci od ±redniej liczby fotonów w stanie koherentnym dla τ = 1

2
i ±redniej liczby fotonów w ukªadzie N̄ = 1. η = 1 (niebieski, ci¡gªy), η = 0, 9 (�oletowy,
kreski), η = 0, 5 (zielony, kropki i kreski), η = 0, 2 (»óªty, kropki).

ukªadu (zwykªa informacja Fischera).
Przede wszystkim, poniewa» jedn¡ z najwa»niejszych cech jakie charakteryzuj¡ pre-

cyzj¦ jest jej skalowanie wraz z liczb¡ u»ytych fotonów, wykonaªem wykres (rys. (3.10)),
na którym znajduje si¦ porównanie skalowania precyzji obliczonych na podstawie rów-
na« (3.24) i (2.4). Jak wida¢, przypadek z optymalizowaniem po fazach daje nieco lepsz¡
precyzj¦ dla niezbyt du»ych strat (η ≈ 0, 9) i maªej ±redniej liczby fotonów ni» zwykªa
klasyczna informacja Fischera. Dla tego przypadku, by ªatwiej byªo zaobserwowa¢ ró»-
nice zrobiªem te» tabelk¦ (tabela (3.1)), w której porównane s¡ precyzje otrzymywane
oboma sposobami oraz ilo±ci fotonów w stanach koherentnych które trzeba u»y¢ by te
precyzje otrzyma¢. Porównuj¡c wyniki dla rosn¡cych N̄ wida¢, »e wraz ze wzrostem ±red-
niej liczby fotonów w ukªadzie , ograniczenie na precyzj¦ dane przez informacj¦ Fischera
z dopasowaniem faz zbli»a si¦ do tego, danego przez zwykª¡ informacj¦ Fischera. Dla
wi¦kszych strat, podobnie jak dla wi¦kszej liczby fotonów, obie precyzje s¡ praktycznie
takie same. W przypadku maªych strat (η → 1) obie precyzje daj¡ skalowanie 1

N̄
, czyli

osi¡gaj¡ skalowanie Heisenberga. Niestety, w obecno±ci strat otrzymujemy zachowanie
precyzji na poziomie szumu ±rutowego, czyli skalowanie jak 1√

N̄
.

Aby zbada¢ jaki wpªyw na precyzj¦ otrzymywan¡ przy u»yciu obu podej±¢ maj¡
straty, wykonaªem rysunek (rys. 3.11), na którym znajduje si¦ porównanie wykresów
precyzji wynikªych z informacji Fischera z dopasowaniem faz F̄cl oraz informacji Fischera
bez dopasowania faz Fcl w zale»no±ci od wspóªczynnika strat η. Jak wynika z rysunku,
pierwsza z tych wielko±ci daje najlepsz¡ precyzj¦ dla wszystkich wspóªczynników strat
oprócz η = 1. W tym szczególnym przypadku precyzja otrzymywana z F̄cl jest taka
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Rysunek 3.10: Wykres precyzji pomiaru przesuni¦cia fazowego w zale»no±ci od ±redniej
liczby fotonów w ukªadzie. Precyzja uzyskana dzi¦ki dopasowaniu faz dla η = 0, 9 jest
przedstawiona lini¡ ci¡gª¡ koloru czerwonego, za± ta uzyskana przy u»yciu klasycznej
informacji Fischera dla η = 0, 9 oznaczona jest przy u»yciu kresek i koloru �oletowego.
Pozostaªe linie oznaczaj¡ wykresy precyzji uzyskane zarówno dzi¦ki dopasowaniu faz
jak i zwykªej klasycznej informacji Fischera (wyniki uzyskane dzi¦ki dopasowaniu faz
s¡ wi¦ksze, lecz w przypadku du»ych strat ró»nica jest bardzo maªa) i oznaczone s¡ w
nast¦puj¡cy sposób: η = 1 (niebieski, ci¡gªy), η = 0, 5 (zielony, kropki i kreski), η = 0, 2
(»óªty, kropki).

N̄ ∆φF ∆φF̄ |α|2F |α|2
F̄

1 0,91 0,86 0,94 0,87
2 0,60 0,57 1,82 1,69
3 0,46 0,45 2,75 2,53
4 0,39 0,38 3,68 3,52
5 0,33 0,33 4,61 4,32

Tablica 3.1: Tabela przedstawiaj¡ca minimaln¡ precyzj¦ policzon¡ przy u»yciu informacji
Fischera (∆φF ) dla φ = π/2 i precyzj¦ policzon¡ dzi¦ki informacji Fischera zmaksymali-
zowanej po fazach (∆φF̄ ) w zale»no±ci od ±redniej liczby fotonów na wej±ciu ukªadu. W
prawej cz¦±ci znajduj¡ si¦ odpowiednie wspóªczynniki ±ci±ni¦cia. dla których osi¡gane jest
maksimum. Obliczenia byªy przeprowadzane dla wspóªczynnika strat η = 0, 9 i transmisji
wej±ciowej pªytki ±wiatªodziel¡cej τ = 1

2 .

sama, jak ta wynikaj¡ca z informacji Fischera bez dopasowania faz. Dzieje si¦ tak, gdy»
w sytuacji bez strat wszystkie fazy, dla których cz¡stkowe informacje Fischera FN,cl
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Rysunek 3.11: Wykres dolnych ogranicze« na precyzj¦ pomiaru przesuni¦cia fazowego
wynikªych z informacji Fischera z dopasowaniem faz (kolor niebieski, linia ci¡gªa) i in-
formacji Fischera bez dopasowania faz (kolor �oletowy, kreski). Ograniczenia obliczone
dzi¦ki dzi¦ki obu sposobom s¡ prawie takie same dla wi¦kszo±ci wspóªczynników strat,
przy czym dzi¦ki dopasowaniu faz otrzymuje si¦ nieco lepszy wynik, wykresy pokrywaj¡
si¦, gdy» ró»nica w przypadku du»ych strat jest bardzo maªa. Na mniejszym rysunku
wewn¡trz wida¢ wykresy w powi¦kszeniu dla maªych strat. Wida¢, »e w takim zakresie
parametrów η informacja Fischera z dopasowaniem faz daje lepsz¡ precyzj¦ ni» zwykªa
klasyczna informacja Fischera. Rysunek wykonany dla ±redniej liczby fotonów w ukªadzie
N̄ = 1.

osi¡gaj¡ maksimum, wynosz¡ φN = π
2 , co jest równe fazie maksymalizuj¡cej Fcl, czyli

tak naprawd¦ podziaª informacji Fischera na cz¦±ci nic nie daje. Dla du»ych strat (η
maªe) obie informacje Fischera daj¡ taki sam rezultat. Jest to spowodowane tym, »e
czynniki pochodz¡ce od du»ej liczby fotonów w tym przypadku s¡ zaniedbywalne, a to
dla nich fazy s¡ istotnie ró»ne od π/2. W chwili, gdy straty staj¡ si¦ maªe, ale jeszcze
nierówne zero, F̄cl daje wi¦kszy wynik ni» Fcl, a jest to spowodowane wªa±nie wpªywem
czynników o wysokiej ilo±ci fotonów, które w tej sytuacji s¡ obecne.

W celu ªatwiejszej obserwacji ró»nic dla stanów optymalnych, warto narysowa¢ wykres
prawdopodobie«stwa uzyskania konkretnych liczb fotonów n i m w ramionach interfe-
rometru po przej±ciu przez straty i pierwsz¡ pªytk¦ ±wiatªodziel¡c¡. Uzyskane stany dla
maªych strat s¡ podobne do tych opisanych w pracy [14], co mo»na interpretowa¢ jako
superpozycj¦ stanów NOON. Pozwala to zrozumie¢ dlaczego w tym przypadku precyzja
osi¡ga skalowanie Heisenberga. Dla du»ych strat stan wej±ciowy (ju» po stratach) wy-
gl¡da jednak zupeªnie inaczej. Ró»nice pomi¦dzy optymalnymi stanami dla klasycznej
informacji Fischera i informacji Fischera z dopasowaniem faz s¡ widoczne tylko dla ma-
ªych strat (ale wi¦kszych od 0) i s¡ niewielkie (rys. (3.13)).

34



(a) N̄ = 1, η = 0.5 (b) N̄ = 3, η = 0.5

(c) N̄ = 1, η = 0.9 (d) N̄ = 3, η = 0.9

(e) N̄ = 1, η = 1 (f) N̄ = 3, η = 1

Rysunek 3.12: Wykresy przedstawiaj¡ce prawdopodobie«stwo znalezienia n i m foto-
nów w ramionach interferometru za pierwsz¡ pªytk¡ ±wiatªodziel¡c¡ dla ró»nych strat i
±redniej liczby fotonów. Dla wspóªczynników strat η = 1 ((3.12(e)) i (3.12(f))) otrzymane
wykresy s¡ podobne do tych otrzymanych w [14] i wykazuj¡ zachowanie takie jak miesza-
nina stanów NOON. Wykresy przedstawiaj¡ optymalne stany dla klasycznej informacji
Fischera bez dopasowywania faz Fcl.
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(a) Optymalny stan dla Fcl (b) Optymalny stan dla F̄cl

Rysunek 3.13: Wykresy przedstawiaj¡ce prawdopodobie«stwo znalezienia n i m fotonów
w ramionach interferometru za pierwsz¡ pªytk¡ ±wiatªodziel¡c¡ dla wspóªczynnika strat
η = 0.9 i ±redniej liczby fotonów w ukªadzie N̄ = 3. Widoczne s¡ drobne ró»nice pomi¦dzy
optymalnymi stanami dla Fcl (3.4) i F̄cl (3.13(b)).

3.5. Porównanie ze strategi¡ optymaln¡

Precyzje otrzymane przy u»yciu obu metod opisanych w tym rozdziale mo»na te»
porówna¢ z ograniczeniem na precyzj¦ w ukªadzie ze stratami, ale przy u»yciu stanów
czystych o ustalonej liczbie fotonów, które to zostaªo przedstawione w pracy [9]. Wykresy
tych wszystkich wielko±ci w funkcji ±redniej liczby fotonów w ukªadzie znajduj¡ si¦ na
rys. (3.14), za± w funkcji strat na rys. (3.15). Fakt, »e precyzje uzyskiwane przy u»yciu
stanów ±ci±ni¦tych i koherentnych s¡ lepsze od odpowiadaj¡cych im precyzji wyznaczo-
nych przy u»yciu stanów o ustalonej liczbie fotonów (mimo, »e te drugie zostaªy specjalnie
skonstruowane tak, by zapewni¢ najlepsz¡ precyzj¦) mo»na zrozumie¢ zwracaj¡c uwag¦,
»e w pierwszym przypadku mamy do czynienia ze stanami o nieustalonej liczbie cz¡stek,
czyli ze stanami z innej klasy ni» te rozwa»ane w pracy [9].

3.6. Podsumowanie

Z rozwa»a« przeprowadzonych w powy»szym rozdziale wynika kilka istotnych wnio-
sków. Przede wszystkim, skalowanie precyzji które mo»na osi¡gn¡¢ przy u»yciu zliczania
fotonów zale»y od strat w ukªadzie. Skalowanie Heisenberga jest osi¡gane tylko w przy-
padku bardzo maªych strat, podczas gdy w pozostaªych przypadkach precyzja skaluje si¦
na poziomie szumu ±rutowego. Kolejnym wnioskiem jest fakt, »e dla wi¦kszo±ci wspóª-
czynników strat, najbardziej opªaca si¦ wysyªa¢ prawie caªe ±wiatªo w stanie koherent-
nym. Tylko dla maªych strat udziaª stanu ±ci±ni¦tego staje si¦ wi¦kszy. Okazuje si¦ tak»e
»e precyzj¦ mo»e poprawi¢ pomiar adaptowany (taki jak na rys. (3.7)). Niestety, zysk jest
niewielki i zauwa»alny tylko dla maªej ±redniej liczby fotonów w ukªadzie oraz maªych
strat. W praktyce oznacza to »e procedura dopasowania faz jest w stanie poprawi¢ wyniki
w bardzo niewielkim stopniu.
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Rysunek 3.14: Wykres dolnych ogranicze« na precyzj¦ w funkcji ±redniej liczby fotonów
w ukªadzie. Precyzja policzona przy u»yciu klasycznej informacji Fischera dla stanów
koherentnego i ±ci±ni¦tego na wej±ciu symetrycznego interferometru Macha-Zehndera jest
oznaczona kreskami, za± policzona przy u»yciu stanów o ustalonej liczbie fotonów liniami
ci¡gªymi, η = 0, 5 (zielony), η = 1 (czerwony).
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Rysunek 3.15: Wykres dolnych ogranicze« na precyzj¦ pomiaru przesuni¦cia fazowego
przy u»yciu stanów ±ci±ni¦tego i koherentnego na wej±ciu interferometru Macha-Zehndera
- kolor �oletowy, kreski i przy u»yciu stanu czystego o ustalonej liczbie fotonów-kolor
niebieski, linia ci¡gªa. �rednia liczba fotonów w ukªadzie N̄ = 2, w pierwszym przypadku
wspóªczynnik transmisji pierwszej pªytki ±wiatªodziel¡cej interferometru byª równy τ =
1
2 .
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Rozdziaª 4

Optymalna precyzja w ogólnym przypadku

4.1. Kwantowa informacja Fischera

Rozwa»aj¡c przypadek klasyczny, ograniczali±my si¦ do konkretnego pomiaru doko-
nywanego na wyj±ciu ukªadu (zliczenia w konkretnych ramionach itp.). Klasyczna in-
formacja Fischera liczona dla takiego pomiaru pozwala uzyska¢ najlepsz¡ mo»liw¡ pre-
cyzj¦ zoptymalizowan¡ po wszystkich estymatorach, jednak ci¡gle mamy do dyspozycji
tylko wyniki konkretnych pomiarów. Naszym celem jest nie tylko znalezienie najlepszej
mo»liwej precyzji ze wzgl¦du na u»yty estymator, ale tak»e dokonanie optymalizacji po
wszystkich mo»liwych pomiarach dopuszczalnych przez mechanik¦ kwantow¡, musimy
wi¦c posªu»y¢ si¦ metodami przedstawionymi w sekcji 2.6

Wielko±ci¡, któr¡ zazwyczaj mierzy si¦ w interferometrii, jest wzgl¦dne przesuni¦-
cie fazowe mi¦dzy wi¡zkami. Je±li rozwa»amy interferometr Macha-Zehndera, w któ-
rym mamy do czynienia z dwoma wi¡zkami, mo»emy rozªo»y¢ przesuni¦cia fazowe w
ramionach w ró»ny sposób, uzyskuj¡c tak¡ sam¡ ich ró»nic¦. Szczególnie warte uwagi, ze
wzgl¦du na swoj¡ prostot¦, s¡ dwa przypadki rozmieszczenia przesuni¦¢.

W pierwszej sytuacji caªe przesuni¦cie fazowe odbywa si¦ tylko w jednym ramieniu in-
terferometru. Z góry ustalamy przesuni¦cie fazowe drugiej wi¡zki na 0 i wzgl¦dna ró»nica
faz pomi¦dzy wi¡zkami jest po prostu równa przesuni¦ciu jednej z wi¡zek. Ten przypadek
opisz¦ w cz¦±ci pierwszej tego rozdziaªu.

W drugiej sytuacji faza jest równomiernie rozªo»ona pomi¦dzy ramionami interfero-
metru. Oznacza to, »e w jednym z ramion przyjmujemy przesuni¦cie fazowe równe poªowie
ró»nicy faz, za± w drugim przesuni¦cie b¦dzie takie samo, lecz z przeciwnym znakiem.
Wzgl¦dna ró»nica faz pomi¦dzy wi¡zkami jest wi¦c w tym przypadku taka sama, jak w
sytuacji opisanej w poprzednim akapicie. Ten przypadek przedstawi¦ w drugiej cz¦±ci
tego rozdziaªu.

Poniewa» w interferometrii istotna jest tylko wzgl¦dna ró»nica faz, wi¦c na pierwszy
rzut oka obie sytuacje, opisane w dwóch poprzednich akapitach, powinny by¢ równo-
wa»ne. Trzeba jednak pami¦ta¢ o tym, »e w ka»dym z tych przypadków mamy do czynie-
nia z innym generatorem przesuni¦¢ fazy (w pierwszym przypadku przesuni¦cie fazowe w
ogóle nie dziaªa na jedn¡ z wi¡zek). To wszystko sprawia, »e nale»aªoby przyjrze¢ si¦, czy
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otrzymywane wyniki dla estymacji poszczególnych parametrów daj¡ ten sam rezultat.

4.1.1. Przypadek z faz¡ w jednym ramieniu

Umieszczaj¡c nieznane przesuni¦cie fazowe w jednym ramieniu interferometru, zakªa-
damy, »e znamy i mo»emy odpowiednio dobra¢ faz¦ w drugim ramieniu. Ukªad w takiej
kon�guracji wygl¡da tak, jak na rys. 4.1, gdzie zostaªo zaznaczone, »e nie precyzujemy
wykonywanego pomiaru.
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Rysunek 4.1: Interferometr Macha-Zehndera ze stratami w rozwa»anej kon�guracji

W celu obliczenia kwantowej informacji Fischera w tym przypadku skorzystaªem ze
wzoru (2.38). Aby go zastosowa¢, musimy zna¢ macierz g¦sto±ci ±wiatªa przechodz¡cego
przez opó¹nienie fazowe, co w rozwa»anym przypadku nie jest proste. Je±li jednak przej-
dziemy do obrazu Heisenberga, to zamiast ewoluowa¢ stan wej±ciowy do momentu przej-
±cia przez przesuni¦cie fazowe, mo»emy przeprowadzi¢ ewolucj¦ generatora przesuni¦cia
wstecz przez pierwsz¡ pªytk¦ ±wiatªodziel¡c¡, nie zmieniaj¡c stanu wej±ciowego.

Generator przesuni¦cia fazowego jest dany w tym przypadku przez Ĝ = ĉ†ĉ; ewoluuj¡c
go wstecz ukªadu, otrzymujemy, »e przed pierwsz¡ pªytk¡ ±wiatªodziel¡c¡ przyjmuje on
posta¢:

Ĝ = τ â′†â′ + (1− τ)b̂′†b̂′ +
√
τ(1− τ)(â′†b̂′ + b̂′†â′) (4.1)

Rozwa»my macierz g¦sto±ci przed stratami. Poniewa» wpuszczamy do ukªadu stan
koherentny |α〉a oraz ±ci±ni¦ty |r〉b, to mamy ρ̂ = ρ̂1⊗ ρ̂2 = |α〉〈α|⊗ |r〉〈r|. Uwzgl¦dnienie
strat nie jest prostym zadaniem z racji tego, »e w jednym z ramion posiadamy stan
±ci±ni¦ty. W celu znalezienia stanu po stratach zauwa»my najpierw, »e straty w ka»dym
z ramion s¡ od siebie niezale»ne, mo»emy wi¦c rozwa»a¢ osobno ich wpªyw na stany
wej±ciowe.

W przypadku górnego ramienia na wej±ciu pªytki ±wiatªodziel¡cej odpowiadaj¡cej za
straty mamy stan |α〉a|0〉va . Jest to iloczyn dwóch stanów koherentnych (pró»ni¦ mo»na
traktowa¢ jako stan koherentny |β〉 z β = 0) i po przej±ciu przez pªytk¦ ±wiatªodziel¡c¡
o wspóªczynniku transmisji η przechodzi w stan |√ηα〉a′ |

√
ηα〉v′a . Poniewa» nie mamy
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dost¦pu do modu odpowiadaj¡cego za straty musimy dokona¢ cz¦±ciowego ±ladu macierzy
g¦sto±ci stanu wyj±ciowego, co daje nam poszukiwany stan po stratach ρ̂1 = |√ηα〉〈√ηα|.

Wpªyw strat na stan w dolnym ramieniu interferometru (|r〉b|0〉vb) jest ju» trudniejszy
do opisania. Zauwa»my najpierw, »e stan wej±ciowy na pªytce ±wiatªodziel¡cej odpowia-
daj¡cej za straty jest dwumodowym stanem gaussowskim (bo stan w ka»dym z modów
jest gaussowski). Poniewa» stan taki jest caªkowicie zde�niowany przez swoj¡ macierz
kowariancji, wystarczy zaj¡¢ si¦ ni¡.

Macierz kowariancji stanu wej±ciowego (przed stratami) jest nast¦puj¡ca:

σin =


1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1− 2e−r sinh r 0
0 0 0 1 + 2er sinh r

 (4.2)

Przej±cie przez pªytk¦ ±wiatªodziel¡c¡ o transmisji η mo»emy opisa¢ transformacj¡ ma-
cierzy kowariancji

σout = SσinS
T (4.3)

gdzie

S =


√
η 0

√
1− η 0

0
√
η 0

√
1− η√

1− η 0 −√η 0
0

√
1− η 0

√
η

 (4.4)

Otrzymujemy st¡d, »e po przej±ciu przez pªytk¦ ±wiatªodziel¡c¡ odpowiadaj¡c¡ za straty
dostajemy stan o macierzy kowariancji

σout =


1 + η(1−∆x2) 0

√
η(1− η)(1−∆x2) 0

0 1 + η(1−∆y2) 0
√
η(1− η)(1−∆y2)√

η(1− η)(1−∆x2) 0 1− η(1−∆x2) 0
0

√
η(1− η)(1−∆y2) 0 1− η(1−∆y2)


(4.5)

gdzie ∆x2 = 1− 2e−r sinh r, za± ∆y2 = 1 + 2er sinh r.
Poniewa» mody odpowiadaj¡ce za straty s¡ odrzucane, wi¦c macierz kowariancji

modu sygnaªowego b̂′ jest dana przez

σ2,out =

(
1− η(1−∆x2) 0

0 1− η(1−∆y2)

)
=

(
1− 2ηe−r sinh r 0

0 1 + 2ηer sinh r

)
(4.6)

Sk¡d dostajemy, »e odpowiednie elementy macierzy kowariancji modu sygnaªowego po
stratach s¡ równe:

∆x2
out = 1− 2ηe−r sinh r (4.7)

∆y2
out = 1 + 2ηer sinh r (4.8)
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Dowolny jednomodowy stan gaussowski dany przez ∆x i ∆y mo»emy przedstawi¢ w
postaci ±ci±ni¦tego stanu termicznego ([23]), czyli:

ρ̂ = (1− λ)
∞∑
n=0

λnŜ(r′)|n〉〈n|Ŝ†(r′) (4.9)

Obliczaj¡c macierz kowariancji takiego stanu dostajemy, »e posiada ona nast¦puj¡ce ele-
menty:

∆x2
out =

1 + λ

1− λ
e−2r′ (4.10)

∆y2
out =

1 + λ

1− λ
e2r′ (4.11)

Przyrównuj¡c powy»sze dwa równania do odpowiadaj¡cych im równa« (4.7) i (4.8), otrzy-
mujemy λ i r′.

e2r′ =

√
1 + 2ηer sinh(r)

1− 2ηe−r sinh(r)
(4.12)

λ =

√
(1− 2ηe−r sinh(r))(1 + 2ηer sinh(r))− 1√
(1− 2ηe−r sinh(r))(1 + 2ηer sinh(r)) + 1

(4.13)

Zatem mo»emy wyznaczy¢ macierz g¦sto±ci ±wiatªa w dolnej wi¡zce po stratach. Do-
datkowo, z (4.9) mamy, »e wektory wªasne ρ̂ s¡ postaci |vn〉 = |√ηα〉Ŝ(r′)|n〉 , za±
odpowiadaj¡ce im warto±ci wªasne to pn = (1− λ)λn.

Generator Ĝ mo»emy zapisa¢ w nast¦puj¡cej formie: Ĝ = τ â′†â′ + (1 − τ)b̂′†b̂′ +√
τ(1− τ)Ĝ0, gdzie Ĝ0 = â′†b̂′ + b̂′†â′ oznacza wyraz z mieszanymi iloczynami operato-

rów kreacji (wyraz interferencyjny). Gdy obliczamy kwantow¡ informacj¦ Fischera (rów-
nanie (2.38)), liczymy ±redni¡ Ĝ2 po stanach wªasnych ρ̂, wyrazy w których wyst¦puje
nieparzysta liczba operatorów b̂′, b̂′†, dadz¡ w wyniku 0. St¡d

〈Ĝ2〉 = 〈(τ â′†â′ + (1− τ)b̂′†b̂′)2〉+ τ(1− τ)〈Ĝ2
0〉 (4.14)

Z kolei, je±li rozwa»ymy drugi wyraz FQ, znów oka»e si¦, »e wyrazy krzy»owe, typu
〈Ĝ〉nk〈τ â′†â′ + (1 − τ)b̂′†b̂′〉kn znikaj¡, zostaj¡ wi¦c tylko czynniki typu 〈Ĝ0〉nk〈Ĝ0〉kn.
Mo»emy zatem napisa¢, »e

FQ = FQ(τ â′†â′ + (1− τ)b̂′†b̂′) + τ(1− τ)FQ(Ĝ0), (4.15)

czyli innymi sªowy, rozbi¢ informacj¦ Fischera na czªon pochodz¡cy od wyrazu interfe-
rencyjnego i czªon niezawieraj¡cy 'oddziaªywania' wi¡zek.
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Wyraz interferencyjny

Rozwa»my najpierw wkªad pochodz¡cy od wyrazu interferencyjnego. Mamy, po obli-
czeniach

FQ(Ĝ0) = 4〈Ĝ2
0〉−8

∑
n,k

pnpk
pn + pk

Ĝ0,nkĜ0,kn = 4(1−λ)
∑
n

λn[2η|α|2(2n+1) sinh(r′) cosh(r′)+

+(2η|α|2+1)(sinh2(r′)+n cosh(r′))+η|α|2]−8η|α|2e2r′
∑
n,k

(1−λ)
λn+k

λn + λk
(
√
k(n+ 1)δk,n+1+

+
√
n(k + 1)δk,n−1) =

1 + λ

1− λ
8η|α|2 sinh(r′) cosh(r′) + 4(2η|α|2 + 1) sinh2(r′)+

+ 4
λ

1− λ
(2η|α|2 + 1) cosh(2r′) + 4η|α|2 − 16η|α|2e2r′ λ

1− λ2 =

= 4η
( |α|2

1− 2ηe−r sinh(r)
+ sinh2(r)

)
(4.16)

Pozostaªy wkªad

Pozostaªy wkªad daje nam za±

FQ(τ â′†â′+ (1− τ)b̂′†b̂′) = 4τ2η|α|2 + (1− τ)2 sinh2(2r′)
λ

1 + λ2 + 2(1− τ)2 sinh2(2r′) =

= 4τ2η|α|2 +
2η(1− τ)2 sinh2(2r)

1 + 2η(1− η) sinh2(r)
(4.17)

Ostatecznie zatem, caªkowita kwantowa informacja Fischera jest równa:

FQ = 4τ2η|α|2 +
2η(1− τ)2 sinh2(2r)

1 + 2η(1− η) sinh2(r)
+ 4τ(1− τ)η

( |α|2

1− 2ηe−r sinh(r)
+ sinh2(r)

)
(4.18)

W celu znalezienia najwi¦kszej mo»liwej warto±ci informacji Fischera któr¡ mo»na
uzyska¢ w rozwa»anym ukªadzie przeprowadziªem optymalizacj¦ FQ po τ , r i |α|2, pa-
mi¦taj¡c, »e mamy dodatkowo wi¡z ustalonej ±redniej liczby fotonów wchodz¡cych do
ukªadu |α|2 + sinh2 r = N̄ . Okazuje si¦, »e niezale»nie od wielko±ci strat i ±redniej liczby
fotonów w ukªadzie, FQ przyjmuje maksymaln¡ warto±¢ dla τ = 0 i |α|2 = 0. Oznacza
to, »e najlepsz¡ mo»liw¡ precyzj¦ uzyskamy gdy do ukªadu wpu±cimy wyª¡cznie stan
±ci±ni¦ty i usuniemy pierwsz¡ pªytk¦ ±wiatªodziel¡c¡, wpuszczaj¡c caªe ±wiatªo do ramie-
nia z przesuni¦ciem fazowym. Wykres precyzji uzyskanej w ten sposób w zale»no±ci od
±redniej liczby fotonów w ukªadzie dla ró»nych wspóªczynników strat znajduje si¦ na rys.
(4.2). Dla η skalowanie osi¡ga granic¦ Heisenberga, podczas gdy dla innych wspóªczyn-
ników strat tylko skalowanie szumu ±rutowego.
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Rysunek 4.2: Skalowanie optymalnej precyzji ∆φ mo»liwej do uzyskania przy u»yciu
równania (4.18). η = 1 (niebieski, ci¡gªy), η = 0, 9 (�oletowy, kreski), η = 0, 5 (zielony,
kropki i kreski), η = 0, 2 (»óªty, kropki).

4.1.2. Przypadek z równomiernie rozdzielon¡ faz¡

Je±li rozªo»ymy opó¹nienie fazowe równomiernie pomi¦dzy obie wi¡zki w ten sposób
by wzgl¦dna ró»nica faz byªa taka sama jak w przypadku rozwa»anym w poprzedniej
sekcji, to ukªad w tej kon�guracji wygl¡da tak, jak na rys. (4.3).
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Rysunek 4.3: Interferometr Macha-Zehndera ze stratami w rozwa»anej kon�guracji

Generator przesuni¦cia w takiej sytuacji to G− = 1
2(ĉ†ĉ − d̂†d̂) = 1

2(1 − 2τ)(b̂′†b̂′ −
â′†â′)+

√
τ(1− τ)(â′†b̂′+b̂′†â′). W celu obliczenia informacji Fischera dla pomiaru ró»nicy

opó¹nie« fazowych korzystamy z równania (2.38).
Zauwa»my, »e - podobnie jak w przypadku z faz¡ w jednym ramieniu - generator Ĝ−
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mo»emy zapisa¢ w nast¦puj¡cej formie: Ĝ− = 1
2(1−2τ)(b̂′†b̂′−â′†â′)+

√
τ(1− τ)Ĝ0, gdzie

Ĝ0 = â′†b̂′ + b̂′†â′ oznacza wyraz interferencyjny. Gdy obliczamy kwantow¡ informacj¦
Fischera (równanie (2.38)), liczymy ±redni¡ Ĝ2 po stanach wªasnych ρ̂, wyrazy w których
wyst¦puje nieparzysta liczba operatorów b̂′, b̂′†, dadz¡ w wyniku 0. Mo»emy zatem rozbi¢
informacj¦ Fischera dla pomiaru ró»nicy przesuni¦¢ fazowych F−− w nast¦puj¡cy sposób:

F−− =
(1− 2τ)2

4
F (b̂′†b̂′ − â′†â′) + τ(1− τ)F (Ĝ0) (4.19)

Drugi czªon powy»szego równania policzyli±my ju» wcze±niej (równanie 4.16). Bior¡c za±
pierwszy czªon, niezawieraj¡cy oddziaªywania, dostajemy:

F (b̂′†b̂′ − â′†â′) =
(
η|α|2 +

1
2

η sinh2(2r)
1 + 2η(1− η) sinh2(r)

)
(4.20)

Dodaj¡c te wielko±ci otrzymujemy, »e:

F−− = (1−2τ)2
(
η|α|2+

1
2

η sinh2(2r)
1 + 2η(1− η) sinh2(r)

)
+4τ(1−τ)η

( |α|2

1− 2ηe−r sinh(r)
+sinh2(r)

)
(4.21)

W tym przypadku równie» okazuje si¦, »e przy optymalizacji F−− otrzymuje si¦ τ = 0
lub τ = 1 oraz |α|2 = 0. Aby osi¡gn¡¢ najlepsz¡ precyzj¦, musimy wi¦c wpu±ci¢ do
ukªadu tylko stan ±ci±ni¦ty i wyj¡¢ pierwsz¡ pªytk¦ ±wiatªodziel¡c¡ lub zamiast niej wªo-
»y¢ zwierciadªo (opó¹nienie fazowe znajduje si¦ w obu ramionach, wi¦c nie ma znaczenia
przez które z nich b¦dzie przechodzi¢ ±wiatªo). Wykres najlepszej precyzji w funkcji ±red-
niej liczby fotonów w ukªadzie dla ró»nych strat znajduje si¦ na rys (4.4). Dla η = 1
skalowanie osi¡ga granic¦ Heisenberga, podczas gdy dla innych wspóªczynników strat
tylko skalowanie szumu ±rutowego. Warto zauwa»y¢, »e w ukªadzie z opó¹nieniem fazo-
wym równomiernie rozdzielonym pomi¦dzy wi¡zki otrzymujemy gorsz¡ precyzj¦ ni» w
ukªadzie z opó¹nieniem fazowym tylko w jednym ramieniu (rys. (4.2)).

4.2. Przypadek dwóch ró»nych faz w ramionach

Ró»nice w precyzji uzyskanej w (4.1) i (4.1.1) wynikaj¡ z faktu traktowania przesuni¦¢
fazowych w sposób absolutny, tak jakby byªy one liczone wzgl¦dem dodatkowego ukªadu
odniesienia (np. trzeciej wi¡zki). Je±li przyj¡¢ takie podej±cie w sposób konsekwentny, to
nale»y przyj¡¢, »e estymujemy tak na prawd¦ dwa ró»ne przesuni¦cia fazowe w dwóch
ró»nych ramionach interferometru. W tej sytuacji generatory przesuni¦¢ fazowych to
G1 = c†ĉ dla fazy φ1w górnym ramieniu oraz G2 = d†d̂ dla fazy φ2 w dolnym ramieniu.
Odpowiednie informacje Fischera dla tych generatorów s¡ dane równaniem (4.18), przy
czym dla φ2 nale»y zamieni¢ τ na 1− τ i odwrotnie.

Najcz¦±ciej jednak interesuje nas pomiar ró»nicy faz. Mo»emy wi¦c, zamiast dwóch
faz φ1 i φ2, rozwa»a¢ ukªad zmieniaj¡cy si¦ pod wpªywem sumy i ró»nicy faz, odpowied-
nio φ+ = φ1 + φ2 oraz φ− = φ1 − φ2. Zamieniaj¡c zmienne w ten sposób dostaniemy
φ1 = 1

2(φ+ + φ−) i φ2 = 1
2(φ+− φ−). Schemat takiego ukªadu znajduje si¦ na rys. (4.5)
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Rysunek 4.4: Skalowanie optymalnej precyzji ∆φ mo»liwej do uzyskania przy u»yciu
równania (4.21). η = 1 (niebieski, ci¡gªy), η = 0, 9 (�oletowy, kreski), η = 0, 5 (zielony,
kropki i kreski), η = 0, 2 (»óªty, kropki).
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Rysunek 4.5: Interferometr Macha-Zehndera ze stratami w rozwa»anej kon�guracji

W tej sytuacji mamy dwa ró»ne generatory przesuni¦¢ fazowych G+ = 1
2(ĉ†ĉ +

d̂†d̂) = 1
2(â′†â′ + b̂′†b̂′) dla sumy oraz G− = 1

2(ĉ†ĉ − d̂†d̂) = 1
2(1 − 2τ)(b̂′†b̂′ − â′†â′) +√

τ(1− τ)(â′†b̂′+ b̂′†â′) dla ró»nicy. Diagonalne elementy macierzy Fischera liczymy u»y-
waj¡c wzoru (2.38), bior¡c odpowiednie generatory. Post¦puj¡c analogicznie do przy-
padku z faz¡ w jednym ramieniu, dostajemy informacj¦ Fischera F++ dla sumy i F−−
dla ró»nicy faz. F++ mo»na otrzyma¢ wstawiaj¡c τ = 1

2 w równaniu (4.17). Otrzymujemy
w ten sposób, »e

F++ = η|α|2 +
1
2

η sinh2(2r)
1 + 2η(1− η) sinh2(r)

(4.22)

F−− jest takie samo jak w (4.1.1) i dane jest równaniem (4.21).
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Aby policzy¢ wyraz pozadiagonalny macierzy Fischera skorzystamy z wªasno±ci SLD
dla φ+ i φ−. Rozwa»my równania na SLD dla φ1 i φ2:

−2i(Ĝ1ρ̂− ρ̂Ĝ1) = Λ̂1ρ̂+ ρ̂Λ̂1 (4.23)

−2i(Ĝ2ρ̂− ρ̂Ĝ2) = Λ̂2ρ̂+ ρ̂Λ̂2 (4.24)

Poniewa» G+ = 1
2(G1 + G2) i G− = 1

2(G1 − G2), to dodaj¡c i odejmuj¡c stronami
równania 4.23 i 4.24 oraz dziel¡c je przez dwa, dostajemy:

−2i(Ĝ+ρ̂− ρ̂Ĝ+) =
1
2

((Λ1 + Λ2)ρ̂+ ρ̂(Λ1 + Λ2)) (4.25)

−2i(Ĝ−ρ̂− ρ̂Ĝ−) =
1
2

((Λ1 − Λ2)ρ̂+ ρ̂(Λ1 − Λ2)) (4.26)

St¡d otrzymujemy SLD dla sumy i ró»nicy faz, odpowiednio Λ̂+ = 1
2(Λ̂1 + Λ̂2) i Λ̂− =

1
2(Λ̂1 − Λ̂2). Obliczaj¡c teraz wyraz mieszany mamy:

F+− =
1
2
Tr(ρ̂(Λ̂+Λ̂− + Λ̂−Λ̂+)) =

1
4
Tr(ρ̂Λ̂2

1 − ρ̂Λ̂2
2) =

1
4

(F1 − F2) (4.27)

gdzie F1 i F2 oznaczaj¡ informacje Fischera odpowiednio dla pomiarów φ1 i φ2. Dostajemy
w ten sposób, »e

F+− = (1− 2τ)
(
η|α|2 +

1
2

η sinh2(2r)
1 + 2η(1− η) sinh2(r)

)
(4.28)

W celu policzenia precyzji pomiaru ró»nicy faz skorzystamy ze wzoru (2.11)

∆φ =

√
F++

F++F−− − F 2
+−

(4.29)

Wstawiaj¡c F++, F−− i F+− dostajemy

∆φ =

√√√√ 1

4τ(1− τ)η( |α|2
1−2ηe−r sinh(r) + sinh2(r))

(4.30)

Warto zwróci¢ uwag¦, »e uzyskana przez nas precyzja nie jest w ogólno±ci równa ani
pierwiastkowi z odwrotno±ci informacji Fischera dla pomiaru pojedynczej fazy (równanie
4.18), mimo, »e ró»nica faz jest tam taka sama, ani pierwiastkowi z odwrotno±ci informa-
cji Fischera dla ró»nicy faz (równanie 4.21). Konieczne jest uwzgl¦dnienie caªej macierzy
Fischera, a wi¦c chc¡c bada¢ ró»nic¦ faz, nale»y zawsze mie¢ na uwadze mo»liwe kompli-
kacje wynikaj¡ce z potrzeby rozwa»ania równie» sumy faz. Optymaln¡ precyzj¦ uzyskamy
bior¡c symetryczny interferometr, czyli τ = 1

2 . Tak otrzymana precyzja zgadza si¦ z pre-
cyzj¡ otrzyman¡ wcze±niej w pracy [10]. Trzeba jednak pami¦ta¢, »e dzieje si¦ tak jedynie
na skutek przypadku, gdy» dla symetrycznego interferometru Macha-Zehndera znikaj¡
wyrazy pozadiagonalne w macierzy Fischera dotycz¡cej sumy i ró»nicy faz (wzory (4.22),
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(4.21) i (4.28)). Podobne kontrowersje dotycz¡ tak»e pracy [18]. W tym przypadku ar-
bitralnie wybrano przypadek z przesuni¦ciem fazowym umieszczonym tylko w jednym
ramieniu interferometru przez co uzyskana precyzja liczona na podstawie kwantowej in-
formacji Fischera nie ma bezpo±redniego znaczenia eksperymentalnego.

Aby porówna¢ precyzje uzyskiwane dla ró»nych wspóªczynników strat, wykre±liªem
(rys. 4.6) ich minimaln¡ (czyli najlepsz¡) warto±¢ w funkcji ±redniej liczby fotonów w
ukªadzie N̄ = |α|2 + sinh2 r. Podobnie jak w przypadku klasycznej informacji Fischera,
tak»e tutaj dla η = 1 (czyli gdy nie ma strat), skalowanie osi¡ga granic¦ Heisenberga.
Dla innych strat skalowanie jest gorsze i osi¡ga granic¦ szumu ±rutowego. W celu zoba-
czenia jak¡ cz¦±¢ fotonów nale»y przeznaczy¢ do stanu koherentnego wykonaªem wykres
zale»no±ci ±redniej liczby fotonów w stanie koherentnym w zale»no±ci od ±redniej liczby
fotonów w ukªadzie dla ró»nych wspóªczynników strat (rys. (4.7)). Z rysunku tego wida¢,
»e wraz ze wzrostem ±redniej liczby fotonów w ukªadzie opªacalne staje si¦ wpuszczanie
coraz wi¦kszej ich ilo±ci do ukªadu w stanie koherentnym z wyj¡tkiem przypadku gdy
mamy bardzo maªe straty.

1 5 10 50 100 5001000
0.001

0.005
0.010

0.050
0.100

0.500
1.000

N

D
Φ

Rysunek 4.6: Precyzja pomiaru ró»nicy faz w funkcji ±redniej liczby fotonów w ukªadzie.
η = 1 (niebieski, ci¡gªy), η = 0, 9 (�oletowy, kreski), η = 0, 5 (zielony, kropki i kreski),
η = 0, 2 (»óªty, kropki). Dla porównania, czerwona linia ilustruje skalowanie osi¡gane bez
u»ycia stanu ±ci±ni¦tego w przypadku gdy nie ma strat. Wykres zrobiªem przy zaªo»eniu
symetrycznego interferometru, tzn. τ = 1

2

Je±li rozwa»ymy tylko i wyª¡cznie precyzj¦, któr¡ otrzymali±my zakªadaj¡c, »e przesu-
ni¦cie fazowe znajduje si¦ wyª¡cznie w górnym ramieniu interferometru (równanie (4.18),
to otrzymamy w wyniku (dla τ = 1

2) nieco lepsze rezultaty. Równie» w tym przypadku
skalowanie dla sytuacji bez strat osi¡ga granic¦ Heisenberga, za± w obecno±ci strat, tylko
skalowanie szumu ±rutowego. Warto zauwa»y¢ jednak, »e w tym przypadku, symetryczny
interferometr nie jest optymalnym wyborem. Najlepszy rezultat mo»na bowiem otrzy-
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Rysunek 4.7: �rednia liczba fotonów w stanie koherentnym, które nale»y wpu±ci¢ do
ukªadu aby otrzyma¢ optymaln¡ precyzj¦ w funkcji ±redniej liczby fotonów w ukªadzie.
η = 1 (niebieski, ci¡gªy), η = 0, 9 (�oletowy, kreski), η = 0, 5 (zielony, kropki i kreski),
η = 0, 2 (»óªty, kropki). Wykres zrobiªem przy zaªo»eniu symetrycznego interferometru,
tzn. τ = 1

2

ma¢ bior¡c τ = 0, czyli wpuszczaj¡c do ukªadu wyª¡cznie stan ±ci±ni¦ty, co mo»na ªatwo
zrozumie¢, u±wiadamiaj¡c sobie, »e drugie rami¦ interferometru jest bezu»yteczne w sy-
tuacji, w której mamy �za darmo� (czyli nie wliczamy go do ¹ródeª ±wiatªa) dodatkowy,
zewn¦trzny mod odniesienia dla przesuni¦¢ fazowych.

W celu porównania precyzji otrzymanych przy zaªo»eniu przesuni¦cia fazowego tylko
w jednym ramieniu, przesuni¦cia rozªo»onego symetrycznie pomi¦dzy ramiona interfe-
rometru oraz przy uwzgl¦dnieniu caªej macierzy Fischera, wykre±liªem je na rys. (4.8).
Wida¢ z niego, »e precyzja obliczona na podstawie caªej macierzy Fischera jest najwi¦ksza
ze wszystkich a zatem najgorsza. Oznacza to, »e rzeczywista, maj¡ca znaczenie ekspery-
mentalne precyzja jest wi¦ksza ni» wynikaªoby to z rozwa»a« prowadzonych w sekcjach
(4.1) i (4.1.1).

4.2.1. U±rednienie po fazie

Przy poprzednim wyprowadzeniu kwantowej informacji Fischera zaªo»yªem, »e stan
wysyªany do interferometru jest znany caªkowicie, w szczególno±ci posiadamy kontrol¦
nad faz¡ stanu koherentnego i ±ci±ni¦tego, co w praktyce oznacza i» dysponujemy pewn¡
dodatkow¡ wi¡zk¡ odniesienia, wzgl¦dem której te fazy s¡ okre±lone. Je±li to zaªo»enie
nie jest speªnione i na wej±cie ukªadu dociera stan z nieznan¡ faz¡, to aby wªa±ciwie
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Rysunek 4.8: Precyzja pomiaru ró»nicy faz w funkcji ±redniej liczby fotonów w ukªa-
dzie uzyskana przy pomocy trzech podej±¢ rozwa»anych w tym rozdziale. Kolorem nie-
bieskim oznaczone s¡ wykresy dla η = 1, za± kolorem czerwonym dla η = 0, 9. Lini¡
ci¡gª¡ oznaczona jest precyzja policzona przy zaªo»eniu przesuni¦cia fazowego tylko w
jednym ramieniu, kreskami przy zaªo»eniu symetrycznego rozªo»enia przesuni¦¢ fazowych
za± kropkami dzi¦ki uwzgl¦dnieniu caªej macierzy Fischera. Wykres ostatniej wielko±ci
zrobiªem dla tzn. τ = 1

2 , za± pozostaªych precyzji dla τ = 0.

rozwa»y¢ problem estymacji, nale»y ten stan po tej fazie u±redni¢, tzn:

ρ̂ =
∫ 2π

0

dξ

2π
|αeiξ〉〈αeiξ| ⊗ |re2iξ〉〈re2iξ| (4.31)

Z postaci powy»szej macierzy g¦sto±ci wynika, »e istotna jest w tym przypadku wy-
ª¡cznie wzgl¦dna faza pomi¦dzy stanami wej±ciowymi. Oznacza to, »e przy pomiarze
ró»nicy opó¹nie« fazowych nieistotne jest w jaki sposób rozmie±cimy przesuni¦cia fa-
zowe, tzn wszystkie trzy przypadki rozwa»one przeze mnie poprzednio w tym rozdziale
powinny dawa¢ ten sam rezultat. W zwi¡zku z tym w dalszych rozwa»aniach przyj¡ªem
»e przesuni¦cie fazowe jest rozdzielone równomiernie i generator przesuni¦cia jest równy
G− = 1

2(ĉ†ĉ− d̂†d̂) = 1
2(1− 2τ)(b̂′†b̂′ − â′†â′) +

√
τ(1− τ)(â′†b̂′ + b̂′†â′).

Obliczenie FQ dla tego typu stanu jest trudniejsze ze wzgl¦du na to, »e mamy do czy-
nienia ze stanem mieszanym który na dodatek nie jest stanem gaussowskim. Dla η 6= 1
przeprowadziªem obliczenia numeryczne w celu znalezienia FQ. Udaªo mi si¦ natomiast
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obliczy¢ FQ analitycznie dla η = 1. W tym przypadku mamy na wej±ciu stan

ρ̂ =
∫ 2π

0

dξ

2π

∞∑
n,n′=0

∞∑
m,m′=0

e−|α|
2

cosh(r)
αnα∗n′√
n!n′!

Hm(0)Hm′(0)√
m!m′!

(
tgh(r)

2
)(m+m′)/2eiθ(m−m

′)/2·

·eiξ(n+m−n′−m′)|n,m〉〈n′,m′| =
∞∑

n,n′=0

∞∑
m,m′=0

e−|α|
2

cosh(r)
αnα∗n′√
n!n′!

Hm(0)Hm′(0)√
m!m′!

(
tgh(r)

2
)(m+m′)/2·

· eiθ(m−m′)/2|n,m〉〈n′,m′|δn+m,n′+m′ (4.32)

Z postaci delty wynika, »e niezerowe s¡ tylko te elementy macierzy g¦sto±ci, które odpo-
wiadaj¡ tej samej caªkowitej liczbie fotonów, zatem macierz ta ma posta¢ blokow¡:

ρ̂ =


ρ0 0 0 . . .
0 ρ1 0 . . .
0 0 ρ2 . . .
. . . . . . . . . . . .

 , (4.33)

gdzie ρN oznacza macierz g¦sto±ci dla stanu N fotonowego. Przedstawiaj¡c ρ̂ explicite w
powy»szej formie otrzymujemy:

ρ̂ =
∞∑
N=0

N∑
n,m=0

e−|α|
2

cosh(r)
αnα∗m√
n!m!

HN−n(0)HN−m(0)√
(N − n)!(N −m)!

(
tgh(r)

2
)N−(n+m)/2eiθ(m−n)/2|n,N−n〉〈m,N−m|

(4.34)

Wektory wªasne tej macierzy to

|vN 〉 = AN

N∑
n=0

αn√
n!

HN−n(0)√
(N − n)!

(
tgh(r)

2
)(N−n)/2e−iθn/2|n,N − n〉, (4.35)

gdzie AN odpowiadaj¡ za normalizacj¦, za± odpowiadaj¡ce im warto±ci wªasne:

pN =
e−|α|

2

cosh(r)
1
A2
N

(4.36)

St¡d, korzystaj¡c ze wzoru (2.38) dostajemy, »e

FQ = 4τ(1− τ)
e−|α|

2

cosh(r)

[ ∞∑
N=0

N∑
n=0

|α|2n

n!
H2
N−n(0)

(N − n)!

(tgh(r)
2

)N−n
(2n(N − n) +N)+

− 2
∞∑
N=2

N∑
n=2

|α|2n−2

(n− 2)!
HN−n(0)HN−n+2(0)

(N − n)!

(tgh(r)
2

)N−n+1]
(4.37)

Ze wzoru (4.37) wida¢, »e podobnie jak w przypadku dla stanu czystego (nieu±rednio-
nego po fazie), tak»e i tutaj najlepsza precyzja jest osi¡gana dla τ = 1

2 . Oznacza to, »e
symetryczny interferometr jest najlepszy do pomiaru ró»nicy faz tak»e i w tej sytuacji.
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Okazuje si¦, »e FQ dla stanu u±rednionego po fazie (dla dowolnych η) jest równe
klasycznej informacji Fischera z dopasowaniem faz przy zaªo»eniu pomiarów opartych o
zliczanie fotonów w interferometrze Macha-Zehndera (podrozdziaª (3.2)). Oznacza to, »e
wówczas pomiar wykonany przy u»yciu zliczania fotonów, omówiony w sekcji po±wi¦conej
klasycznej informacji Fischera z dopasowaniem faz, jest optymalny (rys. (3.7)).

W ogólno±ci, informacja Fischera dla stanu u±rednionego po fazie da si¦ policzy¢
jedynie numerycznie. Na rys. (4.9) znajduje si¦ wykres precyzji uzyskiwanej dla ró»nych
parametrów strat przy zastosowaniu stanu u±rednionego po fazie. Z rysunku tego wida¢,
»e wykorzystanie stanów u±rednionych po fazie daje gorsz¡ precyzj¦ ni» u»ycie stanów
czystych (nieu±rednionych). Wyj¡tkiem jest przypadek be strat (η = 1), gdzie okazuje
si¦, »e precyzje uzyskiwane oboma sposobami s¡ sobie równe.
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Rysunek 4.9: Wykres precyzji pomiaru ró»nicy faz otrzymywanej przy u»yciu stanu u±red-
nionego po fazie dla ró»nych wspóªczynników start w ukªadzie w funkcji ±redniej liczby
fotonów w stanie koherentnym dla τ = 1

2 i ±redniej liczby fotonów w ukªadzie N̄ = 1.
η = 1 (niebieski, ci¡gªa), η = 0, 9 (�oletowy, ci¡gªa), η = 0, 5 (zielony, ci¡gªa), η = 0, 2
(»óªty, ci¡gªa). Dla porównania, na rysunku znajduj¡ si¦ wykresy precyzji uzyskiwanej
przy u»yciu stanów czystych (kreski). η = 0, 2 (»óªty), η = 0, 5 (zielony), η = 0, 9 (�ole-
towy). Dla η = 1 odpowiednie wykresy pokrywaj¡ si¦.

4.2.2. Przykªad: Spl¡tany stan koherentny na wej±ciu ukªadu

W zako«czeniu sekcji po±wi¦conej przypadkowi z dwoma ró»nymi przesuni¦ciami fa-
zowymi wspomniaªem o pewnych niejasno±ciach w pracy [18]. Dokªadna analiza sytuacji
rozwa»anej w tym artykule powinna by¢ przeprowadzona analogicznie do przypadku ob-
liczonego poprzednio. Oznacza to, »e je±li chcemy obliczy¢ precyzj¦ pomiaru ró»nicy faz,
musimy pozna¢ caª¡ macierz Fischera. Stan wej±ciowy w tym przypadku to, zgodnie z
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[18]
|Ψ〉 = Nα(|α〉|0〉+ |0〉|α〉) (4.38)

gdzie Nα = 1/
√

2(1 + e−|α|2). Stan ten mo»na interpretowa¢ jako superpozycj¦ stanów
NOON z odpowiednimi wspóªczynnikami. Warto zwróci¢ uwag¦, »e z postaci tego stanu
wynika, i» podobnie jak w sekcjach (4.1), (4.1.1) i (4.1.2) posiadamy peªn¡ kontrol¦ nad
faz¡ stanów wej±ciowych.

Korzystaj¡c teraz ze wzoru (2.39), dostajemy diagonalne elementy macierzy Fischera
dla pomiaru sumy i ró»nicy faz oraz dla pomiaru ka»dej z faz w ramionach z osobna.

F++ = 2|α|2N 2
α(|α|2 + 1− 2|α|2N 2

α) (4.39)

F−− = 2|α|2N 2
α(1 + |α|2) (4.40)

F11 = 4|α|2N 2
α(|α|2 + 1− |α|2N 2

α) (4.41)

F22 = 4|α|2N 2
α(|α|2 + 1− |α|2N 2

α) (4.42)

St¡d, zgodnie ze wzorem (4.27), otrzymujemy, »e

F+− = 0 (4.43)

Zatem precyzja pomiaru ró»nicy faz b¦dzie dana przez

∆φ− =
1

|α|Nα
√

2(1 + |α|2)
(4.44)

Je±liby±my natomiast zaªo»yli, »e caªe przesuni¦cie fazowe znajduje si¦ tylko w górnym
ramieniu interferometru, to wówczas, zgodnie z prac¡ [18] dostaliby±my precyzj¦ b¦d¡c¡
odwrotno±ci¡ pierwiastka informacji Fischera dla pomiaru fazy w jednym z ramion (rów-
nanie (4.41)), czyli:

∆φ =
1√
F11

=
1

2|α|Nα
√
|α|2 + 1− |α|2N 2

α

(4.45)

Jak wida¢, równania (4.44) i (4.45) daj¡ ró»ne rezultaty. Oznacza to, »e w precyzja
policzona w pracy [18] nie jest rzeczywist¡, osi¡galn¡ w eksperymencie precyzj¡.

Osobn¡ kwesti¡ jest precyzja jak¡ da si¦ osi¡gn¡¢ przy u»yciu spl¡tanego stany ko-
herentnego u±rednionego po wspólnej fazie. W takiej sytuacji na wej±ciu rozwa»anego
ukªadu posiadamy stan dany macierz¡ g¦sto±ci

ρ̂ =
∫ 2π

0

dξ

2π
N 2
α(|αeiξ〉|0〉+ |0〉|αeiξ〉)(〈αeiξ|〈0|+ 〈0|〈αeiξ|) =

= N 2
αe
−|α|2

∞∑
n=0

|α|2n

n!
(|n〉|0〉+ |0〉|n〉)(〈n|〈0|+ 〈0|〈n|) (4.46)

Wektory wªasne ρ̂ s¡ równe |vn〉 = 1√
2
(|n〉|0〉 + |0〉|n〉), za± warto±ci wªasne to pn =

2N 2
αe
−|α|2 |α|2n

n! .
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Poniewa» jedyna wielko±¢ jak¡ jeste±my w stanie zmierzy¢ przy u»yciu stanu u±red-
nionego po fazie to ró»nica przesuni¦¢ fazowych, wi¦c generator rozwa»anej transformacji
to Ĝ = 1

2(â†â − b̂†b̂) Wykorzystuj¡c wzór (2.38) dostajemy, »e wszystkie elementy ma-
cierzy Fischera s¡ równe 0 oprócz wyrazu odpowiadaj¡cego pomiarowi ró»nicy faz (przy
u»yciu stanu u±rednionego po fazie nie mo»na zmierzy¢ sumy faz).

F−− = 2|α|2N 2
α(1 + |α|2) (4.47)

Jest to taki sam wynik jak w przypadku nieu±rednionym po fazie, a co za tym idzie
dolne ograniczenie na precyzj¦ pomiaru ró»nicy przesuni¦¢ fazowych w obu tych przy-
padkach jest takie samo.

Na rys. (4.10) znajduje si¦ wykres precyzji uzyskiwanych w obu podej±ciach (tzn.
pomiar ró»nicy faz oraz pomiar fazy tylko w jednym ramieniu) w funkcji ±redniej liczby
fotonów w ukªadzie. Jak wida¢ z rys. (4.10), dla du»ej ±redniej liczby fotonów równania
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Rysunek 4.10: Wykres precyzji ∆φ otrzymywanej przy uwzgl¦dnieniu caªej macierzy Fi-
schera (równanie (4.44)) - linia ci¡gªa, kolor niebieski, oraz precyzji otrzymanej na pod-
stawie równania (4.45) - kreski, kolor �oletowy. Dodatkowo, dla porównania, na wykresie
znajduje si¦ precyzja jak¡ otrzymaliby±my w sytuacji gdy caªe przesuni¦cie fazowe znaj-
duje si¦ w jednym ramieniu i do ukªadu wpuszczamy stan |α0〉 - kropki, kolor »óªty.

(4.45) i (4.44) daj¡ tak¡ sam¡ precyzj¦. Dla maªej liczby fotonów ró»nice s¡ jednak
wyra¹ne i, jak wida¢ z rysunku, okazuje si¦ »e, precyzja pomiaru ró»nicy faz jest gorsza
od tej przewidzianej w pracy [18] (równanie (4.45)). Okazuje si¦ tak»e, »e dla maªej liczby
fotonów w ukªadzie lepiej jest zastosowa¢ po prostu zwykªy stan koherentny.
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4.3. Podsumowanie

Podstawowym wnioskiem pªyn¡cym z wyników przedstawionych w tym rozdziale,
jest konieczno±¢ opisu ograniczenia na precyzj¦ przy u»yciu caªej macierzy Fischera, a
nie tylko elementu odpowiadaj¡cego mierzonemu parametrowi. Nieuwzgl¦dnienie tego
faktu mo»e prowadzi¢ do rezultatów nie maj¡cych znaczenia eksperymentalnego, tak jak
w pracy [18].

Dolne ograniczenie na precyzj¦ pomiaru ró»nicy przesuni¦¢ fazowych, któr¡ mo»na
uzyska¢ w interferometrze Macha-Zehndera, jest dane wzorem (4.30). Okazuje si¦ »e naj-
lepszym wyborem jest symetryczny interferometr ze wspóªczynnikiem transmisji pierw-
szej pªytki ±wiatªodziel¡cej τ = 1

2 . Precyzja jak¡ jeste±my w stanie osi¡gn¡¢ w przypadku
braku strat osi¡ga skalowanie Heisenberga, podczas gdy je±li straty s¡ du»e tylko ska-
lowanie szumu ±rutowego. Ponadto, wraz ze zwi¦kszaniem si¦ ±redniej liczby fotonów w
ukªadzie, dla wi¦kszo±ci wspóªczynników strat (oprócz bardzo maªych strat) opªaca si¦
wpuszcza¢ fotony do ukªadu gªównie w stanie koherentnym. Trzeba jednak pami¦ta¢,
»e precyzja obliczona dla stanów czystych (nieu±rednionych po fazie) jest w ogólno±ci
mo»liwa do osi¡gni¦cia przy u»yciu pomiarów ogólniejszych ni» tylko zliczanie fotonów,
trzeba bowiem uwzgl¦dni¢ fakt istnienia silnej wi¡zki odniesienia, wzgl¦dem której okre-
±lam fazy stanów wej±ciowych. Temu zagadnieniu b¦dzie po±wi¦cony nast¦pny rozdziaª.

W przypadku gdy na wej±ciu ukªadu posiadamy stan u±redniony po wspólnej fazie,
kwantowa informacja Fischera daje nam ograniczenie na precyzj¦ gorsze od tego mo»-
liwego do uzyskania przy wykorzystaniu stanów nieu±rednionych jednak okazuje si¦ »e
dla tego przypadku osi¡gana jest taka sama precyzja co w sytuacji klasycznej informacji
Fischera z dopasowaniem faz. Pozwala to na stwierdzenie »e pomiar zaproponowany na
rys. (3.7) jest optymalny dla tego przykªadu.
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Rozdziaª 5

Precyzja w obecno±ci dodatkowego modu

odniesienia

W obliczeniach wykonywanych w pracy do tej pory zawsze zakªadali±my, »e mamy do
dyspozycji tylko dwie wi¡zki, których u»ywamy do dokonywania pomiarów (s¡ to wi¡zki
sygnaªowe). W przypadku gdy mieli±my do czynienia ze stanem |α〉 ⊗ |r〉 w peªni znali-
±my faz¦ stanu wej±ciowego, a co za tym idzie, robili±my milcz¡ce zaªo»enie posiadania
dodatkowej silnej, klasycznej wi¡zki odniesienia, której nie wliczamy do ¹ródeª, a dzi¦ki
której jeste±my w stanie ustali¢ faz¦ stanu wej±ciowego. W przeciwnym wypadku, mu-
simy uwzgl¦dni¢ to, »e w ogóle nie znamy fazy stanu na wej±ciu ukªadu, czyli w istocie
zamiast stanu czystego |α〉⊗|r〉 mamy stan mieszany ρ̂ =

∫ 2π
0

dξ
2π |αe

iξ〉|rei2ξ〉〈αeiξ|〈rei2ξ|.
Rozwa»aj¡c bardziej ogóln¡ sytuacj¦, powinni±my uwzgl¦dni¢ dodatkow¡ wi¡zk¦ od-

niesienia w stanie koherentnym |β〉, gdzie β ∈ (0,∞). Wówczas przypadek posiadania
stanu czystego odpowiadaªby |β| → ∞, czyli klasycznemu modowi odniesienia, za± przy-
padek stanu u±rednionego po fazie oznaczaªby β = 0 (sytuacja bez dodatkowej wi¡zki).
Dla innych warto±ci parametru β otrzymaliby±my sytuacje po±rednie.

W tym rozdziale przedstawi¦ informacj¦ Fischera dla pomiaru fazy dla dwóch ró»-
nych ukªadów z dowolnymi stanami wej±ciowymi oraz z modem odniesienia w stanie
koherentnym. W cz¦±ci pierwszej omówi¦ ukªad jednomodowy. W cz¦±ci drugiej zajm¦
si¦ przypadkiem dwumodowym, którego szczególnym przypadkiem jest interferometr
Macha-Zehndera. W ka»dej z powy»szych sytuacji rozwa»¦ osobno przypadki graniczne
klasycznego stanu odniesienia, b¡d¹ jego zupeªnego braku.

5.1. Jeden mod sygnaªowy

Rozwa»my sytuacj¦ przedstawion¡ na rys. 5.1. �wiatªo, w stanie opisanym macierz¡
g¦sto±ci ρ̂, przechodzi przez przesuni¦cie fazowe φ i nast¦pnie tra�a na wyj±cie ukªadu
do urz¡dzenia pomiarowego. Mo»emy si¦ zapyta¢, czy da si¦ w takiej sytuacji powiedzie¢
co± o warto±ci φ, tzn. chcieliby±my zna¢ dokªadno±¢, z jak¡ mo»emy estymowa¢ faz¦ w
takim ukªadzie.
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Rysunek 5.1: Schemat jednomodowego ukªadu do estymacji fazy z wi¡zk¡ odniesienia.

Zaªó»my na pocz¡tku, »e na wej±ciu ukªadu w wi¡zce sygnaªowej mamy stan czy-
sty |Ψ〉. Ogólny jednomodowy stan czysty mo»emy zapisa¢ w bazie Focka jako |Ψ〉 =∑∞
n=0 cn|n〉, gdzie

∑∞
n=0 |cn|2 = 1. Rozwa»¦ poni»ej osobno przypadki, gdy mamy do

dyspozycji mod odniesienia, oraz gdy jeste±my go pozbawieni.

5.1.1. Bez wi¡zki odniesienia

Je±li wi¡zka odniesienia jest nieobecna, to rozwa»any przez nas ukªad wygl¡da tak,
jak na rys. 5.2.

ΦΡ

Rysunek 5.2: Schemat interferometru jednomodowego bez wi¡zki odniesienia.

Zastanówmy si¦, jak¡ precyzj¦ pomiaru fazy b¦dziemy w stanie uzyska¢, je±li do ukªadu
wpu±cimy stan |Ψ〉 =

∑∞
n=0 cn|n〉 u±redniony po fazie. Wówczas rozwa»anym przez nas

stanem na wej±ciu b¦dzie stan mieszany nast¦puj¡cej postaci:

ρ̂ =
∫ 2π

0

dξ

2π

∞∑
n,m=0

cnc
∗
me

i(n−m)ξ|n〉〈m| =
∞∑
n=0

|cn|2|n〉〈n| (5.1)

Taki stan, zgodnie z tym czego mo»na byªo oczekiwa¢, jest jednak zupeªnie nieczuªy na
jakiekolwiek przesuni¦cie fazowe. Po przej±ciu przez nasz ukªad otrzymaliby±my bowiem
stan:

ρ̂(φ) =
∞∑
n=0

|cn|2einφe−inφ|n〉〈n| = ρ̂ (5.2)

Dzieje si¦ tak, gdy» mamy tutaj tylko elementy diagonalne w macierzy g¦sto±ci, których
s¡ nieczuªe na zmian¦ fazy i w efekcie przesuni¦cia fazowego dostajemy stan wej±ciowy.
Oznacza to, »e je±li chcieliby±my dokona¢ estymacji fazy w takim ukªadzie, musieliby-
±my u»y¢ stanu nieu±rednionego po fazie na wej±ciu a to oznacza konieczno±¢ istnienia
dodatkowej wi¡zki odniesienia.
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5.1.2. W obecno±ci wi¡zki odniesienia

Rozwa»my najpierw sytuacj¦ w której znamy dokªadnie faz¦ stanu na wej±ciu ukªadu
|Ψ〉 =

∑∞
n=0 cn|n〉, co oznacza »e dysponujemy klasyczn¡ wi¡zk¡ odniesienia. Po przej±ciu

przez opó¹nienie fazowe φ, ±wiatªo b¦dzie w stanie |Ψ(φ)〉 =
∑∞
n=0 cne

inφ|n〉. Poniewa»
mamy do czynienia ze stanem czystym, wi¦c informacja Fischera dana jest równaniem
(2.39). Wstawiaj¡c |Ψ(φ)〉 do równania (2.39) dostajemy nast¦puj¡ce wyra»enie na infor-
macj¦ Fischera:

F = 4(
∞∑
n=0

|cn|2n2 − (
∞∑
n=0

|cn|2n)2) (5.3)

Wyra»enie (5.3) w ogólno±ci mo»e by¢ ró»ne od zera, co oznacza, »e jeste±my w stanie
przeprowadzi¢ estymacj¦ fazy.

Zobaczmy teraz co stanie si¦, gdy explicite uwzgl¦dnimy obecno±¢ dodatkowej wi¡zki
odniesienia (rys. 5.1). Ponownie zaªó»my, »e w modzie sygnaªowym mamy stan czysty
|Ψ〉, ale tym razem w drugim modzie, nieprzechodz¡cym przez opó¹nienie fazowe, mamy
stan koherentny |α〉. Poniewa» nie okre±lamy fazy ka»dej z wi¡zek w sposób absolutny,
musimy u±redni¢ po wspólnej fazie stan |Ψ〉 i |α〉. Robimy to obkªadaj¡c ka»dy ze sta-
nów operatorem fazy Ûξ = eiξn̂. W tym przypadku caªkowity stan na wej±ciu opisuje
nast¦puj¡ca macierz g¦sto±ci:

ρ̂ =
∫
dξ

2π
Ûξ|Ψ〉〈Ψ|Û †ξ ⊗ Ûξ|α〉〈α|Û

†
ξ =

= e−|α|
2
∫
dξ

2π

∞∑
n,n′=0

∞∑
m,m′=0

cnc
∗
n′
αmα∗m

′

√
m!m′!

eiξ(n+m−n′−m′)|n,m〉〈n′,m′| =

= e−|α|
2
∞∑

n,n′=0

∞∑
m,m′=0

cnc
∗
n′
αmα∗m

′

√
m!m′!

|n,m〉〈n′,m′|δn+m,n′+m′ =

= e−|α|
2
∞∑
N=0

N∑
k,k′=0

ckc
∗
k′

αN−kα∗N−k
′√

(N − k)!(N − k′)!
|k,N − k〉〈k′, N − k′| (5.4)

Aby skorzysta¢ ze wzoru (2.38) i policzy¢ kwantow¡ informacj¦ Fischera, konieczna jest
znajomo±¢ wektorów i warto±ci wªasnych macierzy g¦sto±ci (5.4). Wektory wªasne tej
macierzy g¦sto±ci mo»na odczyta¢ z jej postaci i s¡ one nast¦puj¡ce:

|vM 〉 = AM

M∑
l=0

cl
αM−l√
(M − l)!

|l,M − l〉 (5.5)

gdzie AM =
(∑M

l=0 |cl|2
|α|2(N−l)
(N−l)!

)−1/2
jest staª¡ normalizacyjn¡. Obliczaj¡c ρ̂|vM 〉 dosta-
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jemy:

ρ̂|vM 〉 = AMe
−|α|2

∞∑
N=0

N∑
k,k′=0

M∑
l=0

ckc
∗
k′cl

αN−kα∗N−k
′
αM−l√

(N − k)!(N − k′)!(M − l)!
|k,N−k〉δk′,lδN,M =

= e−|α|
2
M∑
l=0

|cl|2
|α|2(N−l)

(N − l)!
AM

M∑
k=0

ck
α(M − k)√

(M − k)!
|k,M − k〉 =

e−|α|
2

|AM |2
|vM 〉 (5.6)

st¡d warto±ci wªasne ρ̂ to pN = e−|α|
2

|AN |2 .
Maj¡c dane wszystkie te wielko±ci, mo»na policzy¢ kwantow¡ informacj¦ Fischera,

wzi¡wszy za generator odpowiedzialny za zmiany fazy Ĝ = â†â. Bior¡c pierwszy czªon
wzoru (2.38) dostajemy:

〈Ĝ2〉 =
∑
N

pN 〈vN |â†ââ†â|vN 〉 =
∑
N

e−|α|
2

|AN |2
|AN |2

N∑
k,k′=0

ckc
∗
k′

αN−kα∗N−k
′√

(N − k)!(N − k′)!

〈k′, N − k′|â†ââ†â|k,N − k〉 = e−|α|
2∑
N

N∑
k=0

|ck|2
|α|2(N−k)

(N − k)!
k2 (5.7)

Pomimo tego co mo»na by s¡dzi¢ z (5.7), wyra»enie to jest niezale»ne od α. Je±li spoj-
rze¢ na wspóªczynnik stoj¡cy przy wybranym cn (tzn. ustalamy n), to mo»na otrzyma¢,
»e:

〈Ĝ2〉 =
∑
n

|cn|2e−|α|
2
∞∑
N=n

|α|2(N−n)

(N − n)!
n2 =

∑
n

|cn|2n2 (5.8)

Bior¡c drugi czªon z (2.38) dostajemy:

GMN = 〈vM |Ĝ|vN 〉 = A∗MAN

M∑
l=0

N∑
k=0

c∗l ck
α∗M−lαN−k√

(M − l)!(N − k)!
〈l,M − l|â†â|k,N − k〉 =

= A∗MAN

M∑
l=0

N∑
k=0

c∗l ck
α∗M−lαN−k√

(M − l)!(N − k)!
kδk,lδM,N (5.9)

GNM = 〈vN |Ĝ|vM 〉 = A∗NAM

N∑
k=0

M∑
l=0

c∗l cl
α∗N−kαM−l√

(N − k)!(M − l)!
lδk,lδM,N (5.10)

St¡d otrzymujemy, »e:

∑
N,M

pNpM
pN + pM

GNMGMN = e−|α|
2∑
N

|AN |2

2
(
N∑
k=0

|ck|2
|α|2(N−k)

(N − k)!
k)2 (5.11)

Ostatecznie dostajemy wzór na kwantow¡ informacj¦ Fischera dla ukªadu jednomodowego
w obecno±ci modu odniesienia w stanie koherentnym |α〉:

F = 4
∑
k

|ck|2k2 − 4e−|α|
2∑
N

|AN |2
( N∑
k=0

|ck|2
|α|2(N−k)

(N − k)!
k
)2

(5.12)
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To, jak¡ precyzj¦ jeste±my w stanie uzyska¢ przy u»yciu takiego ukªadu zale»y od α.
Warto przeanalizowa¢ dwa przypadki graniczne jakie mo»emy tutaj mie¢: przypadek
bardzo sªabej wi¡zki odniesienia |α| → 0, gdzie oczekiwaliby±my, »e tak jak w przypadku
stanu u±rednionego po fazie bez wi¡zki odniesienia, nie b¦dziemy w stanie nic powiedzie¢
o przesuni¦ciu fazowym, oraz sytuacj¦ silnej, klasycznej wi¡zki odniesienia |α| → ∞, w
której z kolei oczekujemy, »e otrzymamy wynik zgodny z tym danym przez równanie
(5.3).

5.1.3. Przypadek graniczny |α|2 → 0

W tym przypadku granicznym oczekiwaliby±my, »e nic nie b¦dziemy mogli dowie-
dzie¢ si¦ o warto±ci przesuni¦cia fazowego, gdy» wraz z malej¡c¡ liczb¡ fotonów w stanie
koherentnym (czyli wraz z malej¡cym |α|2) coraz sªabiej jest okre±lona faza wi¡zki sy-
gnaªowej. W szczególno±ci dla α = 0, czyli gdy w modzie odniesienia mamy stan pró»ni,
powinni±my otrzyma¢ sytuacj¦ tak¡ sam¡, jak¡ mieli±my w pierwszej cz¦±ci sekcji 5.1.1,
gdy rozwa»ali±my przypadek bez wi¡zki odniesienia, za to z u±rednieniem po fazie.

Dla |α|2 → 0 jedyny wkªad do drugiego wyrazu w (5.12) b¦dzie miaª czªon zN−k = 0,
sk¡d:

F (0) = 4
∑
k

|ck|2k2 − 4
∑
N

1
|cN |2

|cN |4N2 = 0 (5.13)

Oznacza to, »e gdy |α|2 → 0, precyzja pomiaru fazy ∆φ → ∞, czyli nic nie mo»na
powiedzie¢ o warto±ci φ, co zgadza si¦ z rezultatem otrzymanym w sekcji 5.1.1.

5.1.4. Przypadek graniczny |α|2 →∞

Je±li |α|2 d¡»y do niesko«czono±ci, mamy do czynienia z klasycznym stanem odnie-
sienia. W praktyce oznacza to, »e w dodatkowej wi¡zce jest du»o wi¦cej fotonów ni»
w modzie sygnaªowym. Mo»emy zatem oczekiwa¢, »e teoretycznie b¦dziemy w stanie w
dokªadny sposób ustali¢ faz¦ wi¡zki sygnaªowej i to tym lepiej, im wi¦ksze b¦dzie na-
t¦»enie wi¡zki odniesienia. Oznacza to »e, powinni±my w rozwa»anej granicy otrzyma¢
rezultat taki sam jak w drugiej cz¦±ci sekcji 5.1.1, gdy rozwa»ali±my sytuacj¦ bez wi¡zki
odniesienia, ale za to ze stanem sygnaªowym nieu±rednionym po fazie.

We¹my wi¦c w równaniu (5.12) |α|2 �
∑
N |cN |2N , co odpowiada sytuacji, kiedy

w modzie odniesienia jest znacznie wi¦cej fotonów ni» w modzie sygnaªowym. Poniewa»
pierwszy czªon w (5.1.1) nie zale»y od α, to wystarczy zaj¡¢ si¦ tylko drugim. Zamieniaj¡c
kolejno±¢ sumowania, mo»emy go przedstawi¢ jako:

4e−|α|
2∑
N

|AN |2
( N∑
k=0

|ck|2k
|α|2(N−k)

(N − k)!

)2
= 4

∑
k

|ck|4k2
∞∑
N=k

e−|α|
2 |α|4(N−k)

(N − k)!2
( N∑
l=0

|cl|2
|α|2(N−l)

(N − l)!

)−1
+

+ 8
∑
k′<k

|ck|2|ck′ |2kk′
∞∑
N=k

e−|α|
2 |α|2(N−k)|α|2(N−k′)

(N − k)!(N − k′)!

( N∑
l=0

|cl|2
|α|2(N−l)

(N − l)!

)−1
(5.14)
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Zajmijmy si¦ nast¦puj¡cym wyra»eniem:

∞∑
N=k

e−|α|
2 |α|2(N−k)|α|2(N−k′)

(N − k)!(N − k′)!

( N∑
l=0

|cl|2
|α|2(N−l)

(N − l)!

)−1
=

=
∞∑
N=k

e−|α|
2 |α|2(N−k)

(N − k)!
e−|α|

2 |α|2(N−k′)

(N − k′)!

( N∑
l=0

|cl|2e−|α|
2 |α|2(N−l)

(N − l)!

)−1
(5.15)

Zauwa»my, »e w tym wyra»eniu mamy iloczyn rozkªadów Poissona o szeroko±ci charak-
terystycznej |α| ka»dy. Dla bardzo du»ych |α|2 (mo»emy wybra¢ je dowolnie du»e) wkªad
b¦d¡ miaªy tylko wyrazy, dla których |N − s − |α|2| < |α| oraz s � |α| (s = k, k′, l),
czyli takie, dla których mo»na uzna¢ ka»dy z rozkªadów za niemal pªaski. Oznacza to »e
w granicy |α| → ∞ mo»na skróci¢ rozkªad z k′ z rozkªadem z l i przej±¢ z górn¡ granic¡
sumowania w mianowniku do niesko«czono±ci (bo dla du»ych |α|, na mocy przyj¦tych
przez nas warunków, N zachowuje si¦ tak jak |α|2), otrzymuj¡c nast¦puj¡cy wynik

∞∑
N=k

e−|α|
2 |α|2(N−k)

(N − k)!
e−|α|

2 |α|2(N−k′)

(N − k′)!
(
N∑
l=0

|cl|2e−|α|
2 |α|2(N−l)

(N − l)!
)−1 ≈

≈
∑
N

e−|α|
2 |α|2(N−k)

(N − k)!
(
∑
l

|cl|2)−1 = 1 (5.16)

Oznacza to »e drugi ze skªadników wyra»enia (5.14) jest równy 8
∑
k<k′ |ck|2|ck′ |2kk′.

Poniewa» powy»sze wyprowadzenie nie zale»aªo w »aden sposób od k, k′ ani l, wi¦c pod-
stawiaj¡c w (5.15) k = k′ otrzymujemy, na mocy tych samych argumentów co poprzednio,
»e pierwszy ze skªadników w (5.14) jest równy 4

∑
k |ck|4k2. Otrzymujemy st¡d, »e infor-

macja Fischera w granicy |α|2 →∞ jest równa:

F∞ = 4
∑
k

|ck|2k2 − 4
∑
k

|ck|4k2 − 8
∑
k′<k

|ck|2|ck′ |2kk′ = 4(
∑
k

|ck|2k2 − (
∑
k

|ck|2k)2)

(5.17)
Ten wynik, zgodnie z oczekiwaniami, zgadza si¦ z tym otrzymanym w sekcji 5.1.1 dla

przypadku bez wi¡zki odniesienia i bez u±rednienia. Mo»na zatem wysnu¢ wniosek, »e
tak naprawd¦, w sytuacji, w której posiadamy peªn¡ znajomo±¢ fazy w stanie na wej±ciu
ukªadu, mamy na my±li sytuacj¦ przedstawion¡ na rys. (5.1) z bardzo silnym modem
odniesienia, którego jednak nie wliczamy zazwyczaj do ¹ródeª ±wiatªa w eksperymencie.
Dodatkowo, jednym z zaªo»e« w dowodzie byªo, »e bierzemy |α| na tyle du»e by k, k′ i l
byªy od niego znacznie mniejsze. W praktyce oznacza to, »e w wi¡zce odniesienia musimy
posiada¢ kwadratowo wi¦cej fotonów ni» w wi¡zce sygnaªowej. Podobny rezultat zostaª
otrzymany w pracy [24]. W takiej granicy, precyzja jest praktycznie równa tej, któr¡
otrzymaliby±my wpuszczaj¡c na wej±ciu stan czysty (nieu±redniony po fazie).

5.1.5. Ogólny stan mieszany na wej±ciu

W dwóch poprzednich sekcjach omówili±my, co dzieje si¦, gdy w modzie sygnaªowym
mieli±my stan czysty. W ogólnej sytuacji mo»emy jednak przepuszcza¢ przez przesuni¦cie
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fazowe dowolny stan mieszany ρ̂ =
∑
ρkk′ |k〉〈k′|, co mo»e by¢ wynikiem np. strat w ukªa-

dzie itp. Macierz g¦sto±ci caªkowitego stanu wej±ciowego po uwzgl¦dnieniu dodatkowego
modu w stanie koherentnym |α〉 jest równa:

¯̂ρ =
∫
dξ

2π
Ûξρ̂Û

†
ξ ⊗ Ûξ|α〉〈α|Û

†
ξ =

= e−|α|
2
∫
dξ

2π

∞∑
k,k′=0

∞∑
n,n′=0

ρkk′
αnα∗n

′

√
n!n′!

eiξ(k+n−k′−n′)|k, n〉〈k′, n′| =

=
∞∑
N=0

N∑
k,k′=0

ρkk′e
−|α|2 αN−kα∗N−k

′√
(N − k)!(N − k′)!

|k,N − k〉〈k′, N − k′| (5.18)

W ogólno±ci nie da si¦ znale¹¢ wektorów wªasnych ¯̂ρ, trzeba wi¦c przy analizie szcze-
góªowych przypadków skorzysta¢ z równania de�niuj¡cego symetryczn¡ pochodn¡ lo-
garytmiczn¡ (SLD) (równanie (2.34)). Poniewa» informacj¦ Fischera mo»na wyznaczy¢
tylko przy u»yciu SLD i macierzy g¦sto±ci (równanie (2.33)), za± generator przesuni¦cia
w fazie w naszym przypadku zawsze jest taki sam (Ĝ = â†â), to w istocie ¯̂ρ wyznacza
rozwi¡zanie problemu.

Równie» w takim, ogólnym przypadku powinni±my dostawa¢ taki sam rezultat dla
bardzo sªabego modu odniesienia, jakby±my wpuszczali stan u±redniony po fazie bez
dodatkowego modu. Dla bardzo sªabej wi¡zki odniesienia, |α|2 → 0, macierz g¦sto±ci
stanu wej±ciowego d¡»y do

¯̂ρ →
∞∑
N=0

N∑
k,k′=0

ρkk′ |k,N − k〉〈k′, N − k′|δN−k,0δN−k′,0 =
∞∑
N=0

ρNN |N〉〈N | ⊗ |0〉〈0|

(5.19)

Jest to, jak nale»aªoby oczekiwa¢, u±redniona macierz g¦sto±ci w obecno±ci tylko i
wyª¡cznie modu sygnaªowego. Z równania (5.19) wynika, »e ¯̂ρ jest diagonalne w bazie
Focka, zatem nieczuªe na faz¦. Obliczaj¡c komutator z prawej strony równania (2.34),
dostajemy w wyniku 0. To za± oznacza, »e SLD jest równe 0, czyli tak»e informacja
Fischera F = 0. Stosuj¡c wi¦c stan u±redniony po fazie bez modu odniesienia, zgodnie z
oczekiwaniami, nie jeste±my w stanie powiedzie¢ nic o przesuni¦ciu fazowym.

W przypadku bardzo silnej wi¡zki odniesienia, |α|2 → ∞, oczekujemy, »e dosta-
niemy taki sam rezultat, jakby±my wpuszczali stan nieu±redniony po fazie. Pokazanie
tego faktu nie jest jednak ju» tak ªatwe, jak w poprzednim przypadku. W celu udo-
wodnienia poka»emy, »e dodatkowy mod w rozwa»anej przez nas granicy, po dokonaniu
pewnej transformacji, nie ma wpªywu na informacj¦ o fazie zawart¡ w macierzy g¦sto±ci
stanu wej±ciowego.

We¹my nast¦puj¡c¡ operacj¦: Û =
∑
N

∑N
k=0 uN,k|k,N〉〈k,N − k|, gdzie |uN,k|2 =

1. Operacja ta, w dziaªaniu na stan |n,m〉 z przestrzeni Hilberta nie zmienia liczby
fotonów w pierwszym modzie, natomiast w drugim modzie tworzy stan o caªkowitej
liczbie fotonów w obu modach oraz, dodatkowo mno»y caªy stan przez jaki± czynnik
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fazowy. Taka operacja ma nast¦puj¡c¡ wªasno±¢

Û †Û =
∑
N

N∑
k=0

|uN,k|2|k,N − k〉〈k,N − k| =
∞∑

n,m=0

|un+m,n|2|n,m〉〈n,m| = 1 (5.20)

Nie jest to jednak operacja unitarna, gdy» obrazem przestrzeni Hilberta przy u»yciu
tej operacji nie jest caªa przestrze« Hilberta (nie jest to odwzorowanie na). Z tego te» po-
wodu mamy Û Û † =

∑
N

∑N
k=0 |uN,k|2|k,N〉〈k,N | 6= 1. Pomimo tego, informacja Fischera

nie zmienia si¦, gdy zadziaªamy Û na ¯̂ρ. Przy takim przej±ciu mamy bowiem ρ̂′ = Û ¯̂ρÛ †,
wiemy tak»e, »e w naszym przypadku - poniewa» generator przesuni¦cia w fazie Ĝ dziaªa
tylko na pierwszy mod - zachodzi [Û , Ĝ] = [Û †, Ĝ] = 0. Po takiej transformacji równanie
(2.34) wygl¡da nast¦puj¡co:

1
2

(Û ¯̂ρÛ †Λ̂′ + Λ̂′Û ¯̂ρÛ †) = −i(ĜÛ ¯̂ρÛ † − Û ¯̂ρÛ †Ĝ) (5.21)

gdzie Λ̂′ oznacza nowe SLD. Poniewa» Ĝ i Û komutuj¡ ze sob¡, to praw¡ stron¦ równania
(5.21) mo»emy zapisa¢ jako −iÛ(Ĝ ¯̂ρ − ¯̂ρĜ)Û †. Je±li we¹miemy teraz Λ̂′ = Û Λ̂Û † to
równanie (5.21) przeksztaªci si¦ do nast¦puj¡cego:

1
2
Û(¯̂ρΛ̂ + Λ̂¯̂ρ)Û † = −iÛ(Ĝ ¯̂ρ− ¯̂ρĜ)Û † (5.22)

Zatem znale¹li±my SLD dla ρ̂′ i jest ono równe Λ̂′ = Û Λ̂Û †.
Zobaczmy teraz, jak¡ informacj¦ Fischera jeste±my w stanie osi¡gn¡¢ przy u»yciu ρ̂′.

Mamy:

F ′ = Tr(ρ̂′Λ̂′2) = Tr(Û ¯̂ρÛ †Û Λ̂Û †Û Λ̂Û †) = Tr(Û ¯̂ρΛ̂2Û †) = Tr(Û †Û ¯̂ρΛ̂2) = Tr(¯̂ρΛ̂2) = F
(5.23)

Oznacza to, »e u»ywaj¡c ρ̂′ jeste±my w stanie uzyska¢ tak¡ sam¡ precyzj¦ pomiaru fazy,
jakby±my u»ywali ¯̂ρ. Mo»emy wi¦c w dalszym ci¡gu u»ywa¢ ρ̂′ zamiast ¯̂ρ.

Bior¡c wszystkie uN,k = e−i(N−k)ξ, gdzie ξ jest takie, »e α = |α|eiξ i obkªadaj¡c
macierz g¦sto±ci (5.18), dostajemy:

ρ̂′ = Û ρ̂Û † =
∞∑
N=0

N∑
k,k′=0

ρkk′e
−|α|2 |α|2N−k−k′√

(N − k)!(N − k′)!
|k,N〉〈k′, N | (5.24)

Poka»emy teraz, »e obecno±¢ drugiego modu po transformacji Û przy |α|2 →∞ nie wnosi
»adnych informacji. Poniewa» macierz g¦sto±ci drugiego modu jest diagonalna, jedyn¡
informacj¦ w niej zawart¡ jest liczba fotonów. Dokonuj¡c pomiaru liczby fotonów w tym
modzie, otrzymujemy w efekcie nast¦puj¡c¡ zredukowan¡ macierz g¦sto±ci w pierwszym
modzie:

ρ̂N =
N∑

k,k′=0

ρkk′e
−|α|2 |α|2N−k−k′√

(N − k)!(N − k′)!
1∑N

l=0 ρlle
−|α|2 |α|2(N−l)

(N−l)!

|k〉〈k′| (5.25)
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gdzieN to liczba fotonów w wi¡zce odniesienia, które zmierzyli±my, za± 1∑N

k=0 ρkke
−|α|2 |α|2(N−k)

(N−k)!
jest wspóªczynnikiem gwarantuj¡cym, »e Trρ̂N = 1.

Z postaci ρ̂N wida¢, »e w liczniku mamy do czynienia z rozkªadem przypominaj¡cym
rozkªad Poissona. Z tego powodu, dla du»ych |α|2 gªówny wkªad b¦d¡ miaªy wyrazy dla
których |N − k+k′

2 − |α|2| < ε|α|, gdzie ε ≈ 1, oraz k+k′
2 � |α|, czyli takie dla których

rozkªad jest niemal pªaski. Ostatni warunek oznacza, »e podobnie jak w poprzedniej
sekcji, gdy w wi¡zce sygnaªowej mieli±my stan czysty, ±rednia liczba fotonów w wi¡zce
odniesienia musi by¢ kwadratowo wi¦ksza od liczby fotonów w wi¡zce sygnaªowej. Z
tych powodów, w granicy |α| → ∞, mo»emy skróci¢ rozkªady w mianowniku i liczniku
oraz przej±¢ z górn¡ granic¡ sumowania w mianowniku i liczniku do niesko«czono±ci
(dla du»ych |α|, na mocy przyj¦tych przez nas warunków, N zachowuje si¦ tak jak |α|2,
tzn. ±rednia liczba fotonów w ukªadzie jest w praktyce równa liczbie fotonów w wi¡zce
odniesienia), dostaj¡c w efekcie wyra»enie

ρ̂N =
N∑

k,k′=0

ρkk′e
−|α|2 |α|2N−k−k′√

(N − k)!(N − k′)!
1∑N

l=0 ρlle
−|α|2 |α|2(N−l)

(N−l)!

|k〉〈k′| →

→
∞∑

k,k′=0

ρkk′
1∑∞

l=0 ρll
|k〉〈k′| = ρ̂ (5.26)

Poniewa» dostali±my t¦ sam¡ macierz g¦sto±ci, co w przypadku stanu nieu±rednionego
bez wi¡zki odniesienia, to informacja Fischera, a co za tym idzie równie» najlepsza mo»-
liwa precyzja, b¦dzie taka sama w obu tych przypadkach. Mo»emy zatem powiedzie¢, »e
w ogólno±ci stosowanie stanów o dokªadnej fazie jest to»same ze stosowaniem dodatkowej,
bardzo silnej wi¡zki odniesienia, której obecno±¢ zazwyczaj pomija si¦ w rozwa»aniach.

5.2. Dwa mody sygnaªowe

Przedstawiony powy»ej przykªad interferometru jednomodowego pokazuje, »e - mimo
i» teoretycznie jest mo»liwa estymacja przesuni¦cia fazowego przy u»yciu takiego ukªadu
- to konieczna jest do tego jeszcze wi¡zka odniesienia, wskutek czego potrzebujemy tak
naprawd¦ dwóch modów. W przypadku idealnego interferometru jednomodowego z tylko
jedn¡ wi¡zk¡ (sygnaªow¡), do którego wpuszczaliby±my rzeczywisty stan (czyli u±red-
niony po fazie), zmierzenie przesuni¦cia fazowego byªoby niemo»liwe.

Zastanówmy si¦ teraz nad bardziej realistycznym ukªadem, czyli przypadkiem, gdy
mamy dwa mody sygnaªowe, jak np. w normalnym interferometrze Macha-Zehndera.
Przesuni¦cie fazowe mo»e wpªywa¢ na oba mody jednocze±nie, mo»emy wi¦c uzyska¢
niezerowe informacje Fischera, zarówno gdy wpuszczamy stan u±redniony po fazie, jak
i nieu±redniony. Rozwa»my sytuacj¦, gdy wpuszczamy na wej±cie interferometru ogólny
stan czysty |Ψin〉 =

∑∞
n,m=0 cnm|n,m〉, gdzie

∑∞
n,m=0 |cnm|2 = 1.
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5.2.1. Bez wi¡zki odniesienia

Gdy wi¡zka odniesienia jest nieobecna, rozwa»any przez nas ukªad wygl¡da tak, jak
na rys. 5.3.

ÈΨin\ ÈΨoutHΦ1,Φ2L\
Φ1

Φ2

Rysunek 5.3: Schemat ukªadu dwumodowego bez wi¡zki odniesienia.

Poniewa» teoretycznie mo»emy zmienia¢ faz¦ w ka»dym z modów niezale»nie, tak jak-
by±my mieli dwa ró»ne parametry φ1, φ2, musimy uwzgl¦dni¢ ka»dy z nich, jak i mo»liwe
korelacje mi¦dzy nimi. Z racji, »e interesuje nas zazwyczaj wzgl¦dne przesuni¦cie fazowe
pomi¦dzy ramionami (modami) ukªadu, to ªatwiej b¦dzie analizowa¢ dwa inne parame-
try, mianowicie φ− = (φ1 − φ2), φ+ = (φ1 + φ2). Warto poczyni¢ tutaj pewn¡ uwag¦ na
temat tego, co przechodzi do przypadku dwumodowego z sytuacji jednomodowej. Bezpo-
±rednim odpowiednikiem przesuni¦cia fazowego mierzonego przy u»yciu wcze±niejszego
ukªadu jest tutaj suma przesuni¦¢ fazowych w obu ramionach, czyli wielko±¢, która za-
zwyczaj nie podlega pomiarowi. Drugi z parametrów, ró»nica przesuni¦¢ fazowych φ−,
nie ma odpowiednika w ukªadzie rozwa»anym przez nas w poprzednich sekcjach, pojawia
si¦ dopiero, gdy mamy do dyspozycji dwie wi¡zki. Podobie«stwo poprzedniego przypadku
do rozwa»ania ró»nicy faz jest mo»liwe wyª¡cznie przy obecno±ci dodatkowego, zakamu-
�owanego modu odniesienia, o którym najcz¦±ciej jednak nic si¦ nie wspomina.

Ró»nica i suma przesuni¦¢ fazowych s¡ rozdzielone symetrycznie na oba mody, zatem,
po przeformuªowaniu, rozwa»any przez nas ukªad wygl¡da tak, jak na rys. 5.4.

ÈΨin\ ÈΨoutHΦ+,Φ-L\
Φ+�2

Φ+�2

-Φ-�2

Φ-�2

Rysunek 5.4: Schemat ukªadu dwumodowego bez wi¡zki odniesienia z zamienionymi pa-
rametrami.

W ukªadzie mamy do czynienia z dwoma parametrami - sum¡ i ró»nic¡ przesuni¦¢
fazowych - konieczne jest zatem obliczenie caªej macierzy Fischera (równanie (2.8)). Za-
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stanówmy si¦ teraz nad precyzj¡ mo»liw¡ do osi¡gni¦cia przy u»yciu stanu u±rednionego
po fazie. W tym przypadku mamy do czynienia ze stanem mieszanym na wej±ciu ukªadu,
musimy wi¦c zastosowa¢ ogólny wzór (2.38). Generatory przesuni¦cia w sumie i ró»nicy
faz w obu modach to odpowiednio G+ = 1

2(a†a+b†b), G− = 1
2(a†a−b†b). Macierz g¦sto±ci

rozwa»anego przez nas stanu to w tym przypadku

ρ̂ =
∫
dξ

2π

∑
n,m

∑
n′,m′

cnmc
∗
n′m′e

iξ(n+m−n′−m′)|n,m〉〈n′,m′| =

=
∞∑
N=0

N∑
k,k′=0

ck,N−kc
∗
k′,N−k′ |k,N − k〉〈k′, N − k′| (5.27)

Wektory wªasne takiej macierzy to:

|vN 〉 = AN

N∑
k=0

ck,N−k|k,N − k〉, (5.28)

gdzie AN = (
∑N
k=0 |ck,N−k|2)−

1
2 jest staª¡ normalizacyjn¡. W celu znalezienia warto±ci

wªasnych macierzy g¦sto±ci obliczamy ρ̂|vN 〉:

ρ̂|vN 〉 =
N∑
k=0

|ck,N−k|2|vN 〉 =
1
|AN |2

|vN 〉 (5.29)

St¡d dostajemy warto±ci wªasne pN = 1
|AN |2 . Korzystaj¡c teraz z równania (2.45), otrzy-

mujemy elementy macierzy Fischera

F++ = 0 (5.30)

F+− = 0 (5.31)

F−− =
∞∑
N=0

N∑
k=0

|ck,N−k|2(N − 2k)2 −
∞∑
N=0

|AN |2(
N∑
k=0

|ck,N−k|2(N − 2k))2 (5.32)

czyli

F =

(
0 0
0 F−−

)
(5.33)

Jak mo»na byªo si¦ spodziewa¢, wpuszczaj¡c stan u±redniony po fazie bez dodatko-
wej wi¡zki odniesienia, nie jeste±my w stanie powiedzie¢ nic o sumie przesuni¦¢ fazowych.
Warto zwróci¢ jednak uwag¦ na to, »e pomimo u±rednienia, mo»emy posiada¢ pewn¡ wie-
dz¦ o interesuj¡cym nas parametrze φ− czyli ró»nicy przesuni¦¢ fazowych, gdy» mo»emy
j¡ okre±la¢ wzgl¦dem jednej z wi¡zek.

5.2.2. W obecno±ci wi¡zki odniesienia

Rozwa»my teraz analogiczn¡ sytuacj¦ w obecno±ci klasycznej wi¡zki odniesienia. W
takiej sytuacji znamy faz¦ stanu na wej±ciu ukªadu, czyli mamy do czynienia ze stanem
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czystym. Stan po przej±ciu przez ukªad to|Ψout〉 =
∑
n,m cnme

iφ+
2 (n+m)e

iφ−
2 (n−m)|n,m〉.

Obliczaj¡c pochodne wyst¦puj¡ce w równaniu (2.46) dostajemy

|∂φ+Ψout〉 =
i

2

∑
n,m

cnm(n+m)e
iφ+
2 (n−m)e

iφ−
2 (n+m)|n,m〉 (5.34)

|∂φ−Ψout〉 =
i

2

∑
n,m

cnm(n−m)e
iφ+
2 (n−m)e

iφ−
2 (n+m)|n,m〉 (5.35)

Wstawiaj¡c (5.34) i (5.35) do równania (2.46), otrzymujemy nast¦puj¡ce wzory na ele-
menty macierzy Fischera:

F++ =
∑
n,m

|cnm|2(n+m)2 − (
∑
n,m

|cnm|2(n+m))2 (5.36)

F−− =
∑
n,m

|cnm|2(n−m)2 − (
∑
n,m

|cnm|2(n−m))2 (5.37)

F+− =
∑
n,m

|cnm|2(n2 −m2)−
∑
n,m

|cnm|2(n+m)
∑
n′,m′

|cn′m′ |2(n′ −m′) (5.38)

Dokªadno±¢ pomiaru ró»nicy przesuni¦¢ fazowych (tylko ta wielko±¢ nas interesuje) jest w
tym przypadku dana równaniem (2.12). Jak wida¢, w tym przypadku w ogólno±ci mo»emy
dokonywa¢ pomiarów nie tylko ró»nicy przesuni¦¢ fazowych, lecz tak»e ich sumy.

Podobnie jak w poprzednich sekcjach dotycz¡cych ukªadu jednomodowego, sprawd¹my
co stanie si¦, je±li explicite uwzgl¦dnimy obecno±¢ trzeciego modu odniesienia w stanie
koherentnym |α〉, nieprzechodz¡cego przez opó¹nienia fazowe. W obecno±ci takiego modu
mogliby±my zrealizowa¢ pomiar sumy przesuni¦¢ fazowych, dzi¦ki znajomo±ci fazy stanu
na wej±ciu ukªadu. Posiadanie dodatkowego modu mo»e równie» w pewien sposób ulep-
sza¢ precyzj¦ pomiaru ró»nicy przesuni¦¢ fazowych.

Caªkowita macierz g¦sto±ci na wej±ciu ukªadu to

ρ̂ =
∫
dξ

2π
Ûξ|Ψ〉〈Ψ|Û †ξ ⊗ Ûξ|α〉〈α|Û

†
ξ =

= e−|α|
2
∫
dξ

2π

∞∑
n,n′=0

∞∑
k,k′=0

∞∑
m,m′=0

cnkc
∗
n′k′

αmα∗m
′

√
m!m′!

eiξ(n+m+k−n′−k′−m′)|n, k,m〉〈n′, k′,m′| =

= e−|α|
2
∞∑

n,n′=0

∞∑
k,k′=0

∞∑
m,m′=0

cnkc
∗
n′k′

αmα∗m
′

√
m!m′!

|n, k,m〉〈n′, k′,m′|δn+k+m,n′+k′+m′ =

= e−|α|
2
∞∑
N=0

N∑
n,n′=0

N−n∑
k=0

N−n∑
k′=0

cn,kc
∗
n′,k′

αN−n−kα∗N−n
′−k′√

(N − n− k)!(N − n′ − k′)!
|n, k,N−n−k〉〈n′, k′, N−n′−k′|,

(5.39)

za± jej wektory wªasne, podobnie jak w równaniu (5.5) to

|vN 〉 = AN

N∑
n=0

N−n∑
k=0

cnk
αN−n−k√

(N − n− k)!
|n, k,N − n− k〉 (5.40)
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AN =
(∑N

n=0
∑N−n
k=0 |cnk|2

|α|2(N−n−k)
(N−n−k)!

)− 12
oznacza tutaj staª¡ normalizacyjn¡. Obliczaj¡c

ρ̂|vN 〉 dostajemy, »e warto±ci wªasne ρ̂ to pN = e−|α|
2

A2N
. Korzystaj¡c teraz ze wzoru (2.45),

dostajemy elementy macierzy Fischera:

F++ = e−|α|
2
∞∑
N=0

N∑
n=0

N−n∑
k=0

|cnk|2
|α|2(N−n−k)

(N − n− k)!
(n+ k)2 − e−|α|2 ·

·
∞∑
N=0

|AN |2(
N∑
n=0

N−n∑
k=0

|cnk|2
|α|2(N−n−k)

(N − n− k)!
(n+ k))2 (5.41)

F−− = e−|α|
2
∞∑
N=0

N∑
n=0

N−n∑
k=0

|cnk|2
|α|2(N−n−k)

(N − n− k)!
(n− k)2 − e−|α|2 ·

·
∞∑
N=0

|AN |2(
N∑
n=0

N−n∑
k=0

|cnk|2
|α|2(N−n−k)

(N − n− k)!
(n− k))2 (5.42)

F+− = e−|α|
2
∞∑
N=0

N∑
n=0

N−n∑
k=0

|cnk|2
|α|2(N−n−k)

(N − n− k)!
(n2 − k2)+

−e−|α|2
∞∑
N=0

|AN |2
N∑
n=0

N−n∑
k=0

|cnk|2
|α|2(N−n−k)

(N − n− k)!
(n−k)

N∑
m=0

N−m∑
l=0

|cml|2
|α|2(N−m−l)

(N −m− l)!
(m+l)

(5.43)

Pierwsze elementy tych równa«, podobnie jak w przypadku jednomodowym, nie zale»¡
od α, gdy» ustalaj¡c n i k dostajemy:

e−|α|
2
∞∑
N=0

N∑
n=0

N−n∑
k=0

|cnk|2
|α|2(N−n−k)

(N − n− k)!
(n+k)2 =

∞∑
n=0

∞∑
k=0

|cnk|2(n+k)2e−|α|
2

∞∑
N=n+k

|α|2(N−n−k)

(N − n− k)!
=

=
∞∑
n=0

∞∑
k=0

|cnk|2(n+ k)2 =
∞∑
n=0

n∑
k=0

|ck,n−k|2n2 (5.44)

e−|α|
2
∞∑
N=0

N∑
n=0

N−n∑
k=0

|cnk|2
|α|2(N−n−k)

(N − n− k)!
(n−k)2 =

∞∑
n=0

∞∑
k=0

|cnk|2(n−k)2e−|α|
2

∞∑
N=n+k

|α|2(N−n−k)

(N − n− k)!
=

=
∞∑
n=0

∞∑
k=0

|cnk|2(n− k)2 =
∞∑
n=0

n∑
k=0

|ck,n−k|2(n− 2k)2 (5.45)

e−|α|
2
∞∑
N=0

N∑
n=0

N−n∑
k=0

|cnk|2
|α|2(N−n−k)

(N − n− k)!
(n2−k2) =

∞∑
n=0

∞∑
k=0

|cnk|2(n2−k2)e−|α|
2

∞∑
N=n+k

|α|2(N−n−k)

(N − n− k)!
=

=
∞∑
n=0

∞∑
k=0

|cnk|2(n2 − k2) = −
∞∑
n=0

n∑
k=0

|ck,n−k|2n(n− 2k) (5.46)
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St¡d uproszczone wzory na elementyF to

F++ =
∞∑
n=0

n∑
k=0

|ck,n−k|2n2 − e−|α|2
∞∑
N=0

|AN |2(
N∑
n=0

N−n∑
k=0

|cnk|2
|α|2(N−n−k)

(N − n− k)!
(n+ k))2

(5.47)

F−− =
∞∑
n=0

n∑
k=0

|ck,n−k|2(n− 2k)2 − e−|α|2
∞∑
N=0

|AN |2(
N∑
n=0

N−n∑
k=0

|cnk|2
|α|2(N−n−k)

(N − n− k)!
(n− k))2

(5.48)

F+− = −
∞∑
n=0

n∑
k=0

|ck,n−k|2n(n−2k)−e−|α|2
∞∑
N=0

|AN |2
N∑
n=0

N−n∑
k=0

|cnk|2
|α|2(N−n−k)

(N − n− k)!
(n−k)·

·
N∑
m=0

N−m∑
l=0

|cml|2
|α|2(N−m−l)

(N −m− l)!
(m+ l) (5.49)

Poni»ej przedstawi¦ dwa szczególne przypadki powy»szego scenariusza. W pierwszym
u»ywamy bardzo sªabej (|α| → 0) wi¡zki odniesienia, za± w drugim silnej i klasycznej
(|α| → ∞). Podobnie jak w przypadku ukªadu jednomodowego, spodziewamy si¦ »e
otrzymane przez nas rezultaty b¦d¡ zgodne odpowiednio z tymi danymi równaniami
(5.32) i (5.36), (5.37), (5.38).

5.2.3. Przypadek graniczny |α|2 → 0

Gdy |α|2 → 0, w wi¡zka odniesienia staje si¦ coraz sªabsza i posiadamy w niej coraz
mnie fotonów. Oznacza to, »e coraz trudniej jest nam ustali¢ faz¦ stanu wej±ciowego,
czyli zmierzamy do granicy, w której mamy stan u±redniony po fazie w dwóch wi¡zkach
sygnaªowych. Przechodz¡c do granicy w elementach macierzy Fischera (5.47), (5.48) i
(5.49) dostajemy

F++(0) = 0 (5.50)

F+−(0) = 0 (5.51)

F−−(0) =
∞∑
N=0

N∑
n=0

|cn,N−n|2(2n−N)2−
∞∑
N=0

(
N∑
n=0

|cn,N−n|2(2n−N))2(
N∑
n=0

|cn,N−n|2)−1

(5.52)

Powy»sze rezultaty zgadzaj¡ si¦ z wynikami (5.30), (5.32) oraz (5.31) otrzymanymi w
sytuacji bez wi¡zki odniesienia i z u±rednieniem.
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5.2.4. Przypadek graniczny |α|2 →∞

Gdy |α|2 → ∞, oczekujemy, »e dostaniemy wyniki (5.36), (5.37) oraz (5.38), gdy»
- podobnie jak w przypadku jednomodowym - b¦dziemy mogli dokªadnie ustali¢ faz¦
stanu w wi¡zkach sygnaªowych. W tej sytuacji zajmiemy si¦ tylko drugim czªonem w
równaniach (5.47), (5.48) i (5.49), gdy» pierwszy nie zale»y od α. Rozpatrzmy najpierw
elementem macierzy Fischera odpowiadaj¡cym ró»nicy faz F−−. Zamieniaj¡c kolejno±¢
sumowania w (5.48) dostajemy

e−|α|
2
∞∑
N=0

|AN |2(
N∑
n=0

N−n∑
k=0

|cnk|2
|α|2(N−n−k)

(N − n− k)!
(n− k))2 =

=
∞∑

n′,n=0

∞∑
k=0

∞∑
k′=0

|cnk|2|cn′k′ |2(n− k)(n′ − k′)
∞∑

N=n+k

e−|α|
2 |α|2(N−n−k)|α|2(N−n′−k′)

(N − n− k)!(N − n′ − k′)!
·

· (
N∑
m=0

N−m∑
l=0

|cml|2
|α|2(N−m−l)

(N −m− l)!
)−1 (5.53)

Podobnie jak w przypadku jednomodowym, tak»e i tutaj mamy do czynienia z roz-
kªadem Poissona, wi¦c tak jak poprzednio, wybieramy na tyle du»e |α|2 by wkªad do sum
miaªy wyrazy, dla których |N − n − k − |α|2| < |α|, oraz n + k � |α|, gdy» dla takich
warto±ci indeksów rozkªad jest niemal pªaski. Oznacza to, »e równie» w przypadku dwu-
modowym, potrzebujemy w wi¡zce odniesienia posiada¢ kwadratowo wi¦cej fotonów ni»
jest obecne w wi¡zkach sygnaªowych. Dzi¦ki temu wszystkiemu mo»emy skróci¢ jeden z
rozkªadów w liczniku z rozkªadem w mianowniku i przechodz¡c z |α| do niesko«czono±ci
przej±¢ do niej tak»e z górn¡ granic¡ sumowania w mianowniku (bo dla du»ych |α|, na
mocy przyj¦tych przez nas warunków, N zachowuje si¦ tak jak |α|2), otrzymuj¡c

∞∑
N=n+k

e−|α|
2 |α|2(N−n−k)|α|2(N−n′−k′)

(N − n− k)!(N − n′ − k′)!

( N∑
m=0

N−m∑
l=0

|cml|2
|α|2(N−m−l)

(N −m− l)!

)−1
≈

≈
∞∑

N=n+k

e−|α|
2 |α|2(N−n−k)

(N − n− k)!

(∑
m,l

|cml|2
)−1

= 1 (5.54)

Takie samo rozumowanie mo»na przeprowadzi¢ dla elementów macierzy Fischera od-
powiadaj¡cych sumie faz F++ i wyrazom pozadiagonalnym F+−. Wobec tego otrzymu-
jemy, »e w granicy α→∞ elementy macierzy Fischera wygl¡daj¡ nast¦puj¡co:

F++ =
∑
n,m

|cnm|2(n+m)2 − (
∑
n,m

|cnm|2(n+m))2 (5.55)

F−− =
∑
n,m

|cnm|2(n−m)2 − (
∑
n,m

|cnm|2(n−m))2 (5.56)

F+− =
∑
n,m

|cnm|2(n2 −m2)−
∑
n,m

|cnm|2(n+m)
∑
n′,m′

|cn′m′ |2(n′ −m′) (5.57)
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co zgadza si¦ z przypadkiem, gdy mieli±my nieu±redniony stan wej±ciowy (równania
(5.36), (5.37) i (5.38)).

Z powy»szych rozwa»a« wynika wi¦c, »e wraz ze zmian¡ liczby fotonów w wi¡zce
odniesienia, zmienia si¦ te» precyzja mierzonej ró»nicy przesuni¦¢ fazowych. Ustalona
faza pocz¡tkowa (bardzo silna wi¡zka odniesienia) mo»e mie¢ znaczny wpªyw na otrzy-
mywane rezultaty, który to fakt jest rzadko uwzgl¦dniany w literaturze. W nast¦pnej
sekcji przedstawi¦ przykªad prostego stanu, dla którego wraz ze zmian¡ liczby fotonów
w wi¡zce odniesienia zmienia si¦ precyzja mierzonej ró»nicy przesuni¦¢ fazowych.

5.2.5. Przykªad: superpozycja stanów o ró»nych liczbach fotonów

Jako przykªad rozwa»my stan |Ψ〉 = 1
2(|00〉 + |01〉 + |02〉 + |20〉) na wej±ciu ukªadu

dwumodowego bez wi¡zki odniesienia (rys. 5.4). Taki stan, po ewolucji przez sum¦ i
ró»nic¦ faz, wygl¡da nast¦puj¡co:

|Ψ(φ−, φ+)〉 =
1
2

(|00〉+ ei(φ+−φ−)/2|01〉+ ei(φ+−φ−)|02〉+ ei(φ++φ−)|2, 0〉). (5.58)

Dla powy»szego stanu mamy c00 = c01 = c02 = c20 = 1
2 , wobec czego otrzymujemy

nast¦puj¡c¡ macierz Fischera:

F =

(
F++ F+−
F+− F−−

)
=

(
11
16

1
16

1
16

35
16

)
(5.59)

Korzystaj¡c ze wzoru (2.12), otrzymujemy w tym przypadku, »e precyzja jest równa

∆φ− =
√

11
24 ≈ 0, 68.

Je±li z kolei by±my wzi¦li stan |Ψ〉 u±redniony po fazie, czyli stan o macierzy g¦sto±ci
ρ̂ przedstawiaj¡cej si¦ w bazie stanów Focka (|00〉, |01〉, |10〉, |02〉, |11〉, |20〉) nast¦puj¡co

ρ̂ =



1
4 0 0 0 0 0
0 1

4 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 1

4 0 1
4

0 0 0 0 0 0
0 0 0 1

4 0 1
4


, (5.60)

to wówczas nasza macierz Fischera byªaby równa

F =

(
0 0
0 2

)
(5.61)

W tym przypadku precyzja pomiaru ró»nicy faz b¦dzie równa ∆φ− = 0, 71 6= 0, 68.
Wynika st¡d, »e dla stanu nieu±rednionego po fazie otrzymujemy lepsz¡ dokªadno±¢.
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Dodajmy teraz trzeci mod odniesienia w stanie koherentnym |α〉 i zobaczmy, co dzieje
si¦ wraz ze zmian¡ nat¦»enia dodatkowej wi¡zki. Korzystaj¡c z postaci stanu Ψ oraz z
równa« (5.47), (5.48) i (5.49), otrzymujemy:

F++ =
9
4
− e−|α|

2

4

 1
1 + |α|2

+
∞∑
N=2

|α|2(N−2)

(N − 2)!

(4 + |α|2
N−1)2

2 + |α|2
N−1 + |α|4

N(N−1)


F−− =

9
4
− e−|α|

2

4

∞∑
N=1

N |α|2N

(N − 1)!(|α|4 +N |α|2 + 2N(N − 1))

F+− = −1
4

+
e−|α|

2

4

 1
1 + |α|2

+
∞∑
N=2

|α|2(N−1)

(N − 1)!

4 + |α|2
N−1

2 + |α|2
N−1 + |α|4

N(N−1)

 (5.62)

U»ywaj¡c teraz wzoru (2.12) otrzymujemy precyzj¦ ∆φ− w zale»no±ci od ilo±ci fotonów
w wi¡zce odniesienia. Rysuj¡c ∆φ− w funkcji |α|2, dostajemy wykres przedstawiony na
rys. 5.5. Wida¢ na nim, »e dla |α|2 znacznie wi¦kszych od liczby fotonów w wi¡zkach
sygnaªowych, czyli dla |α|2 � 1, 25, osi¡gana precyzja jest taka, jak przy wykorzystaniu
stanu nieu±rednionego po fazie. Dla przypadku bardzo sªabej wi¡zki odniesienia |α|2 → 0
precyzja jest taka, jak w sytuacji stanu u±rednionego po fazie bez wi¡zki odniesienia.
Warto zauwa»y¢, »e precyzja pomiaru ró»nicy przesuni¦¢ fazowych nie jest po prostu
równa pierwiastkowi z odwrotno±ci informacji Fischera dla ró»nicy faz. Je±li nie uwzgl¦d-
niliby±my pozostaªych elementów macierzy Fischera, otrzymana precyzja byªaby lepsza
od mo»liwej do osi¡gni¦cia w rzeczywisto±ci.

0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0
0.675

0.680

0.685

0.690

0.695

0.700

0.705

0.710

ÈΑ
2

D
Φ

-

Rysunek 5.5: Precyzja pomiaru ró»nicy przesuni¦¢ fazowych ∆φ−(|α|2) (linia ci¡gªa,
niebieska). Dla porównania na rysunku znajduj¡ si¦ linie odpowiadaj¡ce precyzji uzyski-
wanej przy u»yciu stanu u±rednionego po fazie (kolor �oletowy, kreski) i stanu czystego
(kolor zielony, kreski i kropki).
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Rysunek 5.6: Schemat ukªadu z wi¡zk¡ odniesienia w stanie |β〉.

5.3. Przykªad: stan ±ci±ni¦ty i koherentny na wej±ciu interferometru Macha-

Zehndera

Kolejnym przykªadem jest sytuacja rozwa»ana w rozdziale (3.6) z tym, »e teraz expli-
cite uwzgl¦dnimy obecno±¢ wi¡zki odniesienia w stanie koherentnym |β〉. Schemat roz-
wa»anego ukªadu znajduje si¦ na rys. (5.6).

Poniewa» u±redniamy po fazie, wi¦c na wej±ciu interferometru mamy stan mieszany
dany macierz¡ g¦sto±ci:

ρ̂ =
∫
dξ

2π
Ûξ|α〉〈α|Û †ξ ⊗ Ûξ|r〉〈r|Û

†
ξ ⊗ Ûξ|β〉〈β|Û

†
ξ =

=
∫
dξ

2π

∞∑
n,n′=0

∞∑
m,m′=0

∞∑
t,t′=0

e−(|α|2+|β|2)

cosh r
αnα∗n

′

√
n!n′!

βtβ∗t
′

√
t!t′!

(tgh r
2

)m+m′
2 Hm(0)Hm′(0)√

m!m′!
·

· eiθ(m−m′)/2eiξ(n+m+t−n′−m′−t′)|n,m, t〉〈n′,m′, t′| =

=
e−(|α|2+|β|2)

cosh r

∞∑
N=0

N∑
n,n′=0

N−n∑
m=0

N−n′∑
m′=0

αnα∗n
′

√
n!n′!

βN−n−mβ∗N−n
′−m′√

(N − n−m)!(N − n′ −m′)!

(tgh r
2

)m+m′
2 ·

· Hm(0)Hm′(0)√
m!m′!

eiθ(m−m
′)/2|n,m,N − n−m〉〈n′,m′, N − n′ −m′| (5.63)

Z racji, »e na wej±ciu ukªadu posiadamy stan mieszany, aby znale¹¢ macierz Fischera
musimy zastosowa¢ ogólny wzór (2.38). Interesuje nas, jak zwykle precyzja pomiaru ró»-
nicy przesuni¦¢ fazowych. Generator przesuni¦¢ dla ró»nicy faz jest dany w tym przy-
padku, tak jak w sekcji (4.1.1), przez Ĝ− = 1

2(1− 2τ)(b̂†b̂− â†â) +
√
τ(1− τ)(â†b̂+ b̂†â),

za± generator przesuni¦¢ dla sumy faz to Ĝ = 1
2(â†â+ b̂†b̂).

W przypadku gdy w ukªadzie posiadamy straty, ρ̂ musi jeszcze przez nie przej±¢ i
zosta¢ wy±ladowane po modach odpowiadaj¡cych za straty. Problem znalezienia ana-
litycznej formy macierzy Fischera staje si¦ wtedy trudny wobec czego konieczne jest
zastosowanie oblicze« numerycznych. Pomimo tego, mo»na uzyska¢ wynik analityczny
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dla η = 1, czyli gdy nie ma strat. W tym przypadku, ρ̂ jest ju» stanem który wchodzi na
pierwsz¡ pªytk¦ ±wiatªodziel¡c¡ interferometru.

Wektory wªasne macierzy ρ̂ maj¡ posta¢

|vN 〉 = AN
e−(|α|2+|β|2)/2
√

cosh r

N∑
n=0

N−n∑
m=0

αn√
n!

βN−n−m√
(N − n−m)!

(tgh r
2

)m
2 Hm(0)√

m!
eiθm/2|n,m,N−n−m〉

(5.64)
gdzie AN oznacza wspóªczynnik normalizacyjny i jest równe

AN =
[e−(|α|2+|β|2)

cosh r

N∑
n=0

N−n∑
m=0

|α|2n

n!
|β|2(N−n−m)

(N − n−m)!

(tgh r
2

)mH2
m(0)
m!

]−1/2
(5.65)

Obliczaj¡c ρ̂|vN 〉 dostajemy, »e warto±ci wªasne ρ̂ s¡ równe pN = 1
A2N

. Korzystaj¡c te-

raz ze wzoru (2.38) dostajemy elementy macierzy Fischera odpowiadaj¡ce sumie i ró»nicy
faz

F++ =
e−(|α|2+|β|2)

cosh r

∞∑
N=0

N∑
n=0

N−n∑
m=0

|α|2n

n!

(tgh r
2

)mH2
m(0)
m!

|β|2(N−n−m)

(N − n−m)!
(n+m)2+

−
∞∑
N=0

A2
N

(e−(|α|2+|β|2)

cosh r

)2( N∑
n=0

N−n∑
m=0

|α|2n

n!

(tgh r
2

)mH2
m(0)
m!

|β|2(N−n−m)

(N − n−m)!
(n+m)

)2

(5.66)

F−− = 4
e−(|α|2+|β|2)

cosh r

[ ∞∑
N=0

N∑
n=0

N−n∑
m=0

|α|2n

n!

(tgh r
2

)mH2
m(0)
m!

|β|2(N−n−m)

(N − n−m)!

((1− 2τ)2

4
(m−n)2+

+τ(1−τ)(n+m+2nm)
)
−2τ(1−τ)

∞∑
N=2

N∑
n=2

N−n∑
m=0

|α|2(n−1)

(n− 2)!

(tgh r
2

)m+1Hm(0)Hm+2(0)
m!

|β|2(N−n−m)

(N − n−m)!

]
+

−
∞∑
N=0

A2
N

(e−(|α|2+|β|2)

cosh r

)2( N∑
n=0

N−n∑
m=0

|α|2n

n!

(tgh r
2

)mH2
m(0)
m!

|β|2(N−n−m)

(N − n−m)!
(1−2τ)2(m−n)

)2

(5.67)

W celu policzenia wyrazów pozadiagonalnych w macierzy Fischera skorzystaªem z
równania (4.27). Aby je jednak zastosowa¢, konieczna jest znajomo±¢ diagonalnych ele-
mentów macierzy Fischera dla pomiaru przesuni¦cia fazowego w ka»dym z ramion z
osobna. Generatory przesuni¦¢ fazowych dla górnego i dolnego ramienia s¡ nast¦puj¡ce:

Ĝ1 = ĉ†ĉ = τ â†â+ (1− τ)b̂†b̂+
√
τ(1− τ)(â†b̂+ b̂†â) (5.68)

Ĝ2 = d̂†d̂ = τ b̂†b̂+ (1− τ)â†â−
√
τ(1− τ)(â†b̂+ b̂†â) (5.69)
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Korzystaj¡c z postaci generatorów oraz z wektorów i warto±ci wªasnych macierzy ρ̂,
dostajemy nast¦puj¡ce informacje Fischera:

F11 = 4
e−(|α|2+|β|2)

cosh r

[ ∞∑
N=0

N∑
n=0

N−n∑
m=0

|α|2n

n!

(tgh r
2

)mH2
m(0)
m!

|β|2(N−n−m)

(N − n−m)!
((τn+(1−τ)m)2+

+τ(1−τ)(n+m+2nm))−2τ(1−τ)
∞∑
N=2

N∑
n=2

N−n∑
m=0

|α|2(n−1)

(n− 2)!

(tgh r
2

)m+1Hm(0)Hm+2(0)
m!

|β|2(N−n−m)

(N − n−m)!

]
+

−4
∞∑
N=0

A2
N

(e−(|α|2+|β|2)

cosh r

)2( N∑
n=0

N−n∑
m=0

|α|2n

n!

(tgh r
2

)mH2
m(0)
m!

|β|2(N−n−m)

(N − n−m)!
(τn+(1−τ)m)

)2

(5.70)

F22 = 4
e−(|α|2+|β|2)

cosh r

[ ∞∑
N=0

N∑
n=0

N−n∑
m=0

|α|2n

n!

(tgh r
2

)mH2
m(0)
m!

|β|2(N−n−m)

(N − n−m)!
(((1−τ)n+τ)m)2+

+τ(1−τ)(n+m+2nm))−2τ(1−τ)
∞∑
N=2

N∑
n=2

N−n∑
m=0

|α|2(n−1)

(n− 2)!

(tgh r
2

)m+1Hm(0)Hm+2(0)
m!

|β|2(N−n−m)

(N − n−m)!

]
+

−4
∞∑
N=0

A2
N

(e−(|α|2+|β|2)

cosh r

)2( N∑
n=0

N−n∑
m=0

|α|2n

n!

(tgh r
2

)mH2
m(0)
m!

|β|2(N−n−m)

(N − n−m)!
((1−τ)n+τm)

)2

(5.71)

St¡d, korzystaj¡c z równania (4.27), dostajemy wyraz pozadiagonalny macierzy Fi-
schera dla pomiaru sumy i ró»nicy przesuni¦¢ fazowych

F+− = (1−2τ)
e−(|α|2+|β|2)

cosh r

∞∑
N=0

N∑
n=0

N−n∑
m=0

|α|2n

n!

(tgh r
2

)mH2
m(0)
m!

|β|2(N−n−m)

(N − n−m)!
(m2−n2)+

−(1−2τ)
∞∑
N=0

A2
N

(e−(|α|2+|β|2)

cosh r

)2( N∑
n=0

N−n∑
m=0

|α|2n

n!

(tgh r
2

)mH2
m(0)
m!

|β|2(N−n−m)

(N − n−m)!
(m+n)

)
·

·
( N∑
n=0

N−n∑
m=0

|α|2n

n!

(tgh r
2

)mH2
m(0)
m!

|β|2(N−n−m)

(N − n−m)!
(m− n)

)
(5.72)

Jak wida¢ z postaci F+−, wyrazy pozadiagonalne znikaj¡ dla τ = 1
2 , czyli dla symetrycz-

nego interferometru.
Wzory (5.66), (5.67) i (5.72) mo»emy jeszcze upro±ci¢, zamieniaj¡c kolejno±¢ sumo-

wania w pierwszych czªonach tych wyra»e« i wykonuj¡c sumowanie po N . Dostajemy
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wówczas nast¦puj¡ce rezultaty:

F++ =
e−|α|

2

cosh r

∞∑
n=0

∞∑
m=0

|α|2n

n!

(tgh r
2

)mH2
m(0)
m!

(n+m)2+

−
∞∑
N=0

A2
N

(e−(|α|2+|β|2)

cosh r

)2( N∑
n=0

N−n∑
m=0

|α|2n

n!

(tgh r
2

)mH2
m(0)
m!

|β|2(N−n−m)

(N − n−m)!
(n+m)

)2

(5.73)

F−− = 4
e−|α|

2

cosh r

[ ∞∑
n=0

∞∑
m=0

|α|2n

n!
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)mH2
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m!

((1− 2τ)2
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(m− n)2+
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Ze powy»szych wzorów wida¢, »e dla τ = 1
2 , F−− nie zale»y od β i równe jest kwan-

towej informacji Fischera dla ró»nicy faz dla stanu u±rednionego po fazie bez wi¡zki
odniesienia. Poniewa» w sytuacji gdy mamy symetryczny interferometr wyrazy pozadia-
gonalne w macierzy Fischera znikaj¡, wi¦c precyzja pomiaru ró»nicy faz b¦dzie dana

∆φ−(τ =
1
2

) =

√
F++

F++F−− − F 2
+−

=
1√
F−−

(5.76)

Wynik ten oznacza, »e dla bezstratnego, symetrycznego interferometru Macha - Ze-
hndera, niezale»nie od ilo±ci fotonów w wi¡zce odniesienia, otrzymamy to samo dolne
ograniczenie na precyzj¦ pomiaru ró»nicy faz. �wiadczy to o tym, »e w takim przypadku
nie musimy w ogóle u»ywa¢ wi¡zki odniesienia, by osi¡gn¡¢ optymaln¡ precyzj¦.

Dla niesymetrycznego interferometru (τ 6= 1
2) w którym nie ma strat poprzednie

twierdzenie nie jest jednak prawd¡. Je±li bowiem narzucimy wi¡z okre±lonej ±redniej
liczby fotonów w wi¡zkach sygnaªowych (N̄ = |α|2 +sinh2 r) i b¦dziemy szuka¢ najlepszej

75



mo»liwej do osi¡gni¦cia precyzji dla konkretnego |β|2, to okazuje si¦, »e w tym przypadku
optymalna precyzja pomiaru ró»nicy faz polepsza si¦ wraz ze wzrostem ±redniej liczby
fotonów w wi¡zce odniesienia. Wykres precyzji pomiaru ró»nicy faz w funkcji |β|2 dla
ró»nych wspóªczynników τ znajduje si¦ na rys. (5.7). Wida¢ na nim, »e im bardziej τ
ró»ni si¦ od 1

2 tym wi¦cej jeste±my w stanie zyska¢ zwi¦kszaj¡c liczb¦ fotonów w wi¡zce
odniesienia, niestety caªkowita precyzja i tak pogarsza si¦ wraz z τ → 0 lub τ → 1.

Powy»sza analiza przeprowadzona byªa przy zaªo»eniu, »e w ukªadzie nie ma strat.
Je±li pozwolimy na to, by η 6= 1, to wówczas, w stanie wej±ciowym danym równaniem
(5.63) musimy uwzgl¦dni¢ jeszcze obecno±¢ strat, co prowadzi do komplikacji i w efek-
cie konieczne jest u»ycie oblicze« numerycznych. Okazuje si¦, »e nawet w przypadku
symetrycznego interferometru (τ = 1

2), w obecno±ci strat, zwi¦kszanie ±redniej liczby fo-
tonów w wi¡zce odniesienia pozwala na poprawienie precyzji pomiaru ró»nicy przesuni¦¢
fazowych w wi¡zkach sygnaªowych, co wida¢ na rys. (5.8).

Osobn¡ kwesti¦ stanowi znalezienie schematu pomiarowego, dla którego ogranicze-
nie na precyzj¦ dane przez informacj¦ Fischera byªoby osi¡gane. W sytuacji gdy nie
ma wi¡zki odniesienia, odpowiednim ukªadem pomiarowym mo»e by¢ ten przedstawiony
na rys. (3.7). W bardziej ogólnym przypadku, dla wi¦kszej od zera ilo±ci fotonów w
wi¡zce odniesienia, obiecuj¡cy wydaje si¦ schemat przedstawiony na poni»szym rysunku
(rys.(5.9)). Niestety, to czy przy pomocy takiego pomiaru rzeczywi±cie jeste±my w stanie
osi¡gn¡¢ optymaln¡ precyzj¦ pozostaje kwesti¡ otwart¡ i wymaga dalszych bada«.
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Rysunek 5.7: Wykres optymalnej precyzji pomiaru ró»nicy faz w funkcji ±redniej liczby
fotonów w wi¡zce odniesienia dla ró»nych τ . τ = 0, 1 i τ = 0, 9 (niebieski, ci¡gªa), τ = 0, 2
i τ = 0, 8 (�oletowy, kropki), τ = 0, 3 i τ = 0, 7 (»óªty, kreski), τ = 0, 5 (czerwony, kropki
i kreski). Wykres zrobiony dla ±redniej ilo±ci fotonów w wi¡zkach sygnaªowych N̄ = 1
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Rysunek 5.8: Wykres optymalnej precyzji pomiaru ró»nicy faz w funkcji ±redniej liczby
fotonów w wi¡zce odniesienia dla τ = 1

2 , wspóªczynnika strat η = 0, 8 i ±redniej liczby
fotonów w wi¡zkach sygnaªowych N̄ = 0, 5. Kreskami (kolor zielony) oznaczona jest
precyzja w przypadku braku wi¡zki odniesienia, za± kreski i kropki (kolor czerwony)
oznaczaj¡ precyzj¦ w obecno±ci klasycznej wi¡zki odniesienia.
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Rysunek 5.9: Schemat ukªadu mog¡cego sªu»y¢ do estymacji fazy z uwzgl¦dnieniem wi¡zki
odniesienia.

5.4. Podsumowanie

Z analizy przeprowadzonej w tym rozdziale jasno wynika, »e w ogólno±ci istnieje
ró»nica w uzyskiwanej precyzji pomiaru ró»nicy przesuni¦¢ fazowych dla ró»nych ilo±ci
fotonów w wi¡zce odniesienia. W szczególno±ci okazuje si¦, »e w granicy klasycznej, dla
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bardzo silnej wi¡zki odniesienia, precyzja osi¡ga warto±¢ któr¡ mo»na by przewidzie¢
u»ywaj¡c po prostu stanu wej±ciowego w wi¡zkach sygnaªowych. Dzieje si¦ tak, gdy»
dzi¦ki obecno±ci trzeciego modu z du»¡ ilo±ci¡ fotonów jeste±my w stanie kontrolowa¢ faz¦
ka»dego z modów sygnaªowych. Oznacza to, »e uwzgl¦dniamy wówczas elementy macierzy
g¦sto±ci odpowiadaj¡ce ró»nym caªkowitym ilo±ciom fotonów w wi¡zkach sygnaªowych,
które to elementy s¡ czuªe na dziaªanie przesuni¦¢ fazowych. W sytuacji przeciwnej, w
nieobecno±ci wi¡zki odniesienia, osi¡galna precyzja jest równa tej, któr¡ mo»na uzyska¢
rozwa»aj¡c na wej±ciu stan u±redniony po wspólnej fazie. W takim wypadku posiadamy
informacj¦ tylko o wzgl¦dnej fazie pomi¦dzy wi¡zkami sygnaªowymi, co oznacza, »e w
macierzy g¦sto±ci wyst¦puj¡ wyª¡cznie elementy odpowiadaj¡ce tym samym caªkowitym
liczbom fotonów w wi¡zkach sygnaªowych. Zwi¦kszanie ±redniej liczby fotonów w wi¡zce
odniesienia powoduje w ogólno±ci zmniejszenie - czyli polepszenie - precyzji, cho¢ w
pewnych szczególnych przypadkach (takich jak np. bezstratny symetryczny interferometr
Macha-Zehndera), uzyskiwany wynik jest taki sam, niezale»nie od tego czy rozwa»amy
stan u±redniony po wspólnej fazie w wi¡zkach sygnaªowych (brak modu odniesienia) czy
te» stan z peªn¡ znajomo±ci¡ fazy (silna, klasyczna wi¡zka odniesienia).
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Rozdziaª 6

Zako«czenie

W pracy obliczyªem ograniczenie dolne na mo»liw¡ do uzyskania precyzj¦ pomiaru
przesuni¦¢ fazy w ró»nych mo»liwych scenariuszach. W pierwszym z nich rozwa»yªem
stratny interferometr Macha-Zehndera ze stanem ±ci±ni¦tym i koherentnym na wej±ciu
przy zaªo»eniu zliczania fotonów na wyj±ciu ukªadu. Otrzymane przeze mnie rezultaty
pozwalaj¡ stwierdzi¢, »e dla przypadku bez strat, optymalna precyzja pomiaru ró»nicy
przesuni¦¢ fazowych osi¡ga skalowanie Heisenberga. Niestety, dla wi¦kszych strat pre-
cyzja skaluje si¦ na poziomie szumu ±rutowego (standard quantum limit). Wykazaªem
te», »e dla wi¦kszo±ci wspóªczynników strat prawie wszystkie fotony opªaca wpuszcza¢
si¦ do ukªadu w stanie koherentnym. Tylko dla maªych strat optymaln¡ strategi¡ jest
dzielenie zasobów pomi¦dzy wi¡zki, w szczególno±ci w przypadku bez strat, dla du»ej
liczby fotonów najlepiej jest podzieli¢ energi¦ po równo mi¦dzy oba stany. Niewielk¡ po-
praw¦ precyzji daje procedura dopasowywania faz, ma to znaczenie gªównie dla maªych
liczb fotonów i niewielkich strat. Nie zmienia ona jednak osi¡ganego skalowania precyzji,
gdy» dla du»ej liczby fotonów ró»nice pomi¦dzy scenariuszem z dopasowywaniem faz a
zwykªym zliczaniem fotonów s¡ bardzo maªe.

W drugiej sytuacji rozwa»yªem taki sam ukªad, z tym »e nie ograniczaªem pomiaru do
zliczania fotonów. Dzi¦ki zastosowaniu formalizmu opisanego przez Helstroma w pracy
[16] udaªo mi si¦ znale¹¢ optymaln¡ precyzj¦ pomiaru ró»nicy faz w zarówno w przypadku
gdy posiadamy peªn¡ kontrol¦ nad faz¡ ka»dego z modów, co oznacza dost¦p do dodat-
kowej, silnej wi¡zki odniesienia jak i sytuacji gdy nie znamy fazy »adnego ze stanów, a
zetem gdy nie mamy »adnego odniesienia. Konieczne w tym celu byªo u»ycie caªej ma-
cierzy Fischera, która powstaje gdy we¹miemy pod uwag¦ wszystkie parametry ukªadu.
Rezultaty uzyskane przy uwzgl¦dnieniu tylko jednego z parametrów (np. wyª¡cznie ró»-
nicy przesuni¦¢ fazowych) mog¡ prowadzi¢ do precyzji które nie maj¡ bezpo±redniego
znaczenia w eksperymentach. W tym przypadku, podobnie jak przy scenariuszu ze zli-
czaniem fotonów, równie» otrzymaªem, i» precyzja osi¡ga skalowanie Heisenberga gdy
nie ma strat, za± gdy s¡ wi¦ksze tylko skalowanie szumu ±rutowego. Ponadto, okazuje
si¦, »e dla wi¦kszo±ci wspóªczynników strat opªaca si¦ wpuszcza¢ wi¦kszo±¢ fotonów w
stanie koherentnym, zwªaszcza dla wi¦kszej ±redniej liczby fotonów w ukªadzie. Jednak
dla maªej liczby fotonów, b¡d¹ dla maªych strat, optymaln¡ strategi¡ jest ju» dzielenie
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energii pomi¦dzy oba stany w odpowiednich proporcjach. Otrzymaªem tak»e, »e precyzja
jak¡ jeste±my w stanie osi¡gn¡¢ przy u»yciu stanów u±rednionych po fazie jest równa tej,
któr¡ otrzymali±my w przypadku pomiarów polegaj¡cych na zliczaniu fotonów i dopaso-
wywaniu faz, co dowodzi »e jest to optymalny pomiar w tej sytuacji.

Przeprowadziªem tak»e analiz¦ bardziej ogólnej sytuacji, w której explicite uwzgl¦dni-
ªem obecno±¢ dodatkowego modu odniesienia w stanie koherentnym i jednej, b¡d¹ dwóch
wi¡zek sygnaªowych w dowolnym stanie. Okazuje si¦ bowiem, »e w takim przypadku
mo»na udowodni¢, »e wraz z rosn¡c¡ ±redni¡ liczb¡ fotonów w wi¡zce odniesienia, pre-
cyzja pomiaru ró»nicy faz w wi¡zkach sygnaªowych zmierza do tej, otrzymywanej przy
u»yciu stanów czystych. Konieczne jest jednak u»ycie w wi¡zce odniesienia liczby fo-
tonów, b¦d¡cej co najmniej kwadratem liczby fotonów w wi¡zkach sygnaªowych. Do-
datkowo, wraz ze zmniejszaniem ilo±ci fotonów w wi¡zce odniesienia osi¡ga si¦ precyzj¦
przewidzian¡ przez u»ycie stanu wi¡zek sygnaªowych u±rednionego po wspólnej fazie.

Analiza przypadku pomiaru ró»nicy faz przy u»yciu stratnego interferometru Macha-
Zehndera ze ±wiatªem w stanie ±ci±ni¦tym i koherentnym oraz dodatkow¡ wi¡zk¡ odniesie-
nia w stanie koherentnym pozwoliªa na wykazanie, »e w obecno±ci strat, lub gdy u»ywany
interferometr nie jest symetryczny (tzn. pierwsza pªytka ±wiatªodziel¡ca ma transmisj¦
ró»n¡ od 1

2), ilo±¢ fotonów w wi¡zce odniesienia ma znaczenie i pozwala obni»y¢ precy-
zj¦. Z drugiej strony, je±li mamy do czynienia z symetrycznym ukªadem bezstratnym,
wystarczy u»ywa¢ stanów wej±ciowych u±rednionych po fazie i wi¡zka odniesienia nie
jest potrzebna. W tej sytuacji, okazuje si¦ te», »e aby osi¡gn¡¢ dolne ograniczenie na
precyzj¦ wystarczy pomiar liczby zlicze« fotonów w ka»dym z ramion na wyj±ciu interfe-
rometru (ograniczenie dane przez klasyczn¡ informacj¦ Fischera). W przypadku istnienia
strat, konieczne jest zastosowanie zmody�kowanego ukªadu, który b¦dzie dopasowywaª
przesuni¦cie fazowe w zale»no±ci od tego ile dokªadnie fotonów znajduje si¦ w ukªadzie -
mamy wówczas do czynienia z ograniczeniem danym przez klasyczn¡ informacj¦ Fischera
z dopasowaniem faz. Ogólny pomiar dzi¦ki któremu udaªoby si¦ uzyska¢ precyzj¦ dan¡
przez macierz Fischera niezale»nie od strat i wspóªczynnika transmisji pierwszej pªytki
±wiatªodziel¡cej w obecno±ci wi¡zki odniesienia nie jest jednak znany i stanowi to dobry
przedmiot do dalszych bada«.
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