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Metoda super-cell

Rachunki energii tworzenia defektow w Al,O,
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FIG. 1. (Color online) Supercell of Al,O; containing 2 X2 X |
copies of the hexagonal unit cell with 120 atoms. Left: side view
along the a axis. Right: top view down the ¢ axis.

N. D. M. Hine. K. Frensch. W. M. C. Foulkes, and M. W. Finnis PHYSICAL REVIEW B 79, 024112 (2009)
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Teoria funkcjonatu gestosci

ELECTRONIC STRUCTURE OF MATTER — WAVE
FUNCTIONS AND DENSITY FUNCTIONALS

Nobel Lecture, January 28, 1999
by
WALTER KOHN

Department of Physics, University of California, Santa Barbara, CA 93106-
9530, USA

wave-number-dependent susceptibility of the uniform gas. This suggested the
hypothesis that a knowledge of the groundstate density of n(r) for any electronic
system, (with or without interactions) uniquely determines the system. This hypothesis
became the starting point of modern DFT.

Hohenberg-Kohn

A. The Density n(r) as the Basic Variable

The Basic Lemma @he groundstate density n(r} of a bound system of

interacting electrons rsome external potential v(7) determines this potenti-
[l

al uniquely

:> the ground state properties of a many-electron system are uniquely determined by an
electron density that depends on only 3 spatial coordinates
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Przyblizenie Hartree (podejscie jednoelektronowe)

Poszukujemy rozwigzania w postaci:
Y, o6, 1= () 0,() ¢, () ....-¢, ()

Zaktadamy, ze na kazdy elektron dziata sredni potencjat pochodzacy
od jondw i pozostatych elektronow:

2
[Z;riT]_"ZVi (ﬁ)j LIj(ﬁjz’l_;s’"' I_’;‘l) = Ey '\P(ﬁ’FZ’FB’"' I_;n)

Stad mamy: [;r'n +V; (T, )j ¢;(F)=E; - o, (1) ZEi =E

Jesli kazdy z potencjatéw jest w przyblizeniu taki sam

to ...



Jednoelektronowe rownanie Schrodingera

2

V() |0, () = E, -0, (F)
m

gdzie n — zbior liczb kwantowych numerujgcych jednoczgstkowe stany
kwantowe ¢, (') oenergiachE,

. stany jednoczgstkowe mogg by¢ obsadzane przez kolejne elektrony
zgodnie z zasadg Pauliego

. trzeba pamietag, ze jesli np. zmienimy istotnie liczbe elektronéw w
danym pasmie, to mozemy spodziewaé sie modyfikacji potencjatu V (')
i zmiany widma jednoczgstkowego! (patrz np. renormalizacja przerwy
energetycznej)



Potencjat periodyczny (krysztat),
twierdzenie Blocha

,Nieskonczony problem”: funkcja falowa w catej nieskonczonej przestrzeni

U(r) e Rr?

,0graniczony problem”: funkcja falowa gdzie r i k sq ograniczone do 1 komorki
elementarnej (odpowiednio w sieci prostej i odwrotnej)

uz(7) - exp (’LE : fF’)

Zysk: k jest dobra liczbg kwantowg, a postac u(r) nas zwykle nie interesuje



Potencjat periodyczny (krysztat),
twierdzenie Blocha

. dla funkcji periodycznych z okresem sieci: ~ f (T + I?QS) = f(r)

gdzie: ~ _ . _
R, =na, +n,a, +n,a, n,n,,ne’z

jest dowolnym wektorem sieci Bravais,
dobrg baza rozwiniecia na szereg Fouriera sg funkcje postaci:

0¢ (F) =exp(iGr)
gdzie:  G=mad, +m,a +ma, m,m,m eZ
— wektor sieci odwrotnej
rzeczywiscie:

exp [iG(F + ﬁs)]: exp(iéF)- exp(iéF?S ): exp(iéf)- exp|27 - (nm, +n,m, +n,m,)] = exp(iéf)



Potencjat periodyczny (krysztat),
twierdzenie Blocha

. (jednoelektronowe) rdwnanie Schrodingera:

P ey | oo ’
[2 +V(r)j o(r)=E-o(r)
m
. rozwinigcie potencjatu: V()= ZVé exp(iéf)
G

e  rozwiniecie funkcji falowej:  @(F) = ZCR exp(ikr)
k

U

hk? . S N
> o C. exp(lkr)+EZC;;CE.Vé exp[l (k +G)r]:E‘ZE:C|z exp(ikF)

K




Potencjat periodyczny (krysztat),
twierdzenie Blocha

—

. po przemianowaniu wskaznikdw sumowania k' +G —k otrzymujemy:
= h°k?
Zexp(lkr)- ( o EJCE +ZV6CE_G =0
k G
. skoro powyzsze réwnanie ma byé spetnione dla dowolnego T , to:
— hk?
\vd ( P EJCIZ + ZVGCR_G =0
G

. A wiec dla kazdego K z osobna bedg istniaty rozwigzania

o(F) = ;CE exp(ikr) o , . L
Q _ zawierajgce wspotczynniki CIZ rozwiniecia
roznigce sie od K o dowolny wektor sieci odwrotnej|Oznacza to, ze
wektor K jest dobrg liczba kwantowg, numerujaca zaréwno stany, jak
ich energie.
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Potencjat periodyczny (krysztat),
twierdzenie Blocha

—

rozwigzanie numerowane , liczba kwantowa” K :
()= Ci_sexpli(k ~G)-T]
G

odpowiadajgce energii wiasnej ElZ = E(k)
kazde k — G jest rownie dobre do numerowania standw; wygodnie
jest wybraé wektor najkrotszy (nalezacy do pierwszej strefy Brillouina)

inaczej:

() = {ZCEG exp(—i 5 F)} : exp(ilz : F)z u. (1) exp(ilz : F)



Funkcja Blocha

_ . g unkcja
gan,k»(r):un,k.(r)-exp(lk-r) fBIochla

Wtasnosci funkcji Blocha

1. wektor falowy IZ nalezy do pierwszej strefy Brillouina i jest dobra
liczbg kwantowgq; n numeruje rézne rozwigzania odpowiadajgce temu
samemu K (indeks pasm)

2. funkcja U_ - () (amplituda blochowska) jest funkcja periodyczna z
okresem sieci: N
un,k.(r) = un’E(r +R,)
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4.

Funkcja Blocha

nk+G( ) ¢nk(r)

0 (F)= {Zc < expl-iG )} expli(k +G) =

En (IZ) — En (IZ 14 é) — wynika z punktu poprzedniego



Funkcja Blocha

Z niezmienniczosSci hamiltonianu wzgledem inwersji czasu (bez pola
magnetycznego):

E. (k) = Ey (k)

Jesli operacja inwersji (przestrzennej) nalezy do grupy punktowej
krysztatu, to niezaleznie od spinu:

E, (k) =E, (k)



Funkcja Blocha

Przypadek trywialny — staty potencjat (a wiec takze periodyczny!)

(—Z—A "'Voj @ (F) = E(K) - 9 (F)
m

rozwigzaniem sg fale ptaskie — tez funkcje Blocha z U, (F) = const:

0. ()= uE(F)-exp(iIZ.F)z A-exp(ilz - F)

z widmem energii: E(E) _ LS +V
0

W tym przypadku 71K jest wartoécig wtasng operatora pedu



Ped krystaliczny (kwaziped)
Czy zawsze funkcja Blocha opisuje elektron o dobrze okreslonym pedzie?

ﬁ[u ﬁ(F)-exp('q-*)]z—th[u ] p(iIZ-F)]:
[hku ~(r) 17Vu a(r)] exp( );é p[u ﬁ(r) exp( )]

. funkcja Blocha w ogélnosci nie opisuje elektronu o dobrze okreslonym
pedzie — FiK nie jest w ogélnosci wartoscig wtasng operatora pedu

. wyjatkiem jest przypadek, kiedy U (r) jest funkcjg statg (a wiec
funkcja okresowg, dla ktorej kazdy okres jest dobry)

o hlz nazywa sie kwazipedem lub pedem krystalicznym
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Prawa zachowania

przy oddziatywaniu z innymi kwaziczgstkami (elektrony, fonony, magnony
etc.) uwiezionymi w krysztale i prawdziwymi czgstkami przenikajgcymi
przez krysztat (np. fotony, neutrony) prawo zachowania pedu nalezy
zastapi¢ prawem zachowania kwazipedu:

>k + > B = > hki + > P +hG

prawo zachowania energii nie ulega w krysztale zmianie:

ZEi :ZE;
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Strefy Brillouina

Przypomnienie — 2 wazne wtasnosci funkcji Blocha:
1. ¢n,E+C§ (f) - ¢n,l€ (F)

2. E,(k+G)=E,(K)

wystarczy wiec, jesli chodzi o zaleznoé¢ od wektora falowego k.
ograniczyc sie np. do obszaru najmniejszych co do dfugosci wektoréow
k, lezacych wewnatrz komérki prymitywnej sieci odwrotnej. Taka
komadrka jest wystarczajgcym obszarem zmiennosci wektora
falowego.

Komodrka prymitywna w sieci odwrotnej skonstruowana w taki sam
sposob, jak komdrka Wignera-Seitza w sieci Bravais nazywa sie

pierwszq strefq Brillouina
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Strefy Brillouina

Pierwsza i druga strefa Brillouina w dwuwymiarowej, kwadratowe;j
sieci odwrotnej

7 S
R o

Ptaszczyzny (tutaj — linie) dzielgce na pot
odpowiednie wektory sieci odwrotnej
wyznaczajg obszary nalezgce do kolejnych
stref Brillouina. Kazda strefa ma taka
samag objetosc (tutaj — powierzchnie).
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http://www.doitpoms.ac.uk/tlplib/brillouin_zones/zone_construction.php

3/

O

7N
O

L
N
o
3/

o &

2~

2020-04-01 Fizyka materii skondensowanej i struktur pétprzewodnikowych - wyktad 5 18



Strefy Brillouina

e d

Wektor kg z granicy | strefy Brillouina:

-z g
kgéG—z — z definicji strefy Brillouina
| dalej:
L2 -k
2%,-G=|6] = [k,~G =|K,]

Wektor: lZg ~G=k' lezy po przeciwnej stronie I strefy Brillouina 1 jest
rownowazny wektorowi Kk g (w sensie wiasnosci funkcji Blocha). Dla wektorow
tych spetniony jest warunek Lauego:

K —K'= Ak =G
Stany z granicy I strefy Brillouina odpowiadajq elektronowym falom stojgcym
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Strefy Brillouina

Pierwsza strefa Brillouina dla struktury fcc - czternastos$cian

I strefa Brillouina dla strukturu regulame;
powierzchniowo centrowanej. Punkt I znajduje
sie w srodku strefy. Punkty typu A na
kierunkach typu [100] z punktem X na granicy
strefy; punkty typu A na kierunkach typu [111]
z punktem L na granicy strefy. Zauwazmy ze
punkty K 1 U ré7nig si¢ o d siebie o sieciowy
wektor falowy (w kierunku [111]) sq zatem
rownowazne. Linia UX robwnowazna jest
przedluzeniu linii I'K poza I strefe Brillouina.

Odlegtosci:

B \/§7Z' 27

d
I'L a a




Strefy Brillouina

Struktura heksagonalna

Pﬁ? _______

Struktura bcc X

H. Ibach, H. Luth, Solid-State Physics
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(a) Simple Cubic

Koi2

Ky =(1,0.0), K;=(0.1.0), K3 =(0.0.1)

(b) Body-Centered Cubic

Ky =(0.11), K;=(1,0,1), K3 =(1,1,0)

{e) Rhombohedral

2020-04-01 pe S =
K, =(1/V3,-1,a/c), K, =(1/¥3,1,alc), Ky =(-2/3,0,a/c)

(c) Face-Centered Cubic
X

e ——
[CER—

Ky =(-1,1,1), K; =(1.-1.1). Ky =(1,1,-1}

{d) Hexagonal Close Packed

:

K, =(2/43,0,0), K, =(113,1,0), K5 =(0,0,a/¢)

(f) Base-centered orthorhombic

K.=(1,-a/b,0), Ko=(1.+a/b,0), K;=(0,0,a/c)

Mizutani & Sato,
Crystals 7,9 (2017)
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