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Co ,transformuje sie wg reprezentacji”?

Pole skalarne (np. v (7))
Pole wektorowe (np. E(7))
Dowolna ich kombinacja (iloczyn, gradient, itp.)

O pe ratO I ( N p . H adm | |t0 N |a N - petny Hamiltonian odpowiada reprezentacji

petnosymetrycznej, ale np. Hamiltonian zaburzenia nlekonlecznle)
Deformacja czasteczki e Cip e 90
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Charaktery reprezentacji

Charaktery reprezentacji to slady macierzy reprezentacji

Dla wszystkich wzajemnie sprzezonych elementdow grupy charaktery
sg takie same (tzn. dla wszystkich elementdéw danej klasy)

Charaktery wszystkich macierzy /, A, B, ... danej reprezentacji G
tworza wektor charakterow reprezentacji:

(2(1))
x(A)
x(B)

() =




Charaktery reprezentacji

Wiasnosci wektorow charakterow reprezentacii

Dla kazdej reprezentacji nieprzywiedlnej (i tylko dla nieprzywiedlnej)
I kwadrat dtugosci wektora charakterow tej reprezentacji jest rowny
rzedowi grupy, n: uzyteczne kryterium
= 2 nieprzywiedlnosci
‘Z(r)‘ =1 reprezentacji!!!

Wektory charakterow dwoch réznych reprezentacji nieprzywiedlnych
sg ortogonalne

(1) x(13)=0



Charaktery reprezentacji

Wsrod reprezentacji nieprzywiedlnych zawsze istnieje
jednowymiarowa reprezentacja jednostkowa, dla ktorej wektor
charakteréw ztozony jest z samych jedynek (najczesciej nazywana
jest ona reprezentacja A;)

Rozktadu reprezentacji przywiedlnej 1" na nieprzywiedlne I, mozna
dokonad poprzez rozktad wektora charakteréw reprezentacji
przywiedlnej ¥ na wektory charakteréw reprezentacji
nieprzywiedlnych I :

;?(Y):Zai - x(17)

a, okresla ile razy w blokowej postaci 1" wystgpi blok macierzy
reprezentacji I



Charaktery reprezentacji

Tabela charakteréw reprezentacji nieprzywiedlnych grupy C,,

lub krocej:

E 2 -1 0 | (x), (Ry,R))




Teoria grup a mechanika kwantowa

Rownanie Schrodingera opisujace dany uktad fizyczny jest niezmiennicze
wzgledem operacji symetrii tego uktadu. Tak wiec dziatanie tych operacji
symetrii nie moze zmieniac energii uktadu (nie wyprowadza poza dany
poziom energetyczny)

Funkcje falowe zwigzane z danym poziomem energetycznym uktadu przy
operacjach symetrii przechodzg nawzajem na siebie, czyli wyznaczajg pewng
reprezentacje (nieprzywiedlng !) grupy symetrii ukfadu.

Wymiar reprezentacji okresla liczbe réznych funkcji falowych o tej samej
energii, a wiec degeneracje stanu.

Bardzo czesto stany nazywa sie nazwami nieprzywiedInych reprezentacji,
wedftug ktorych transformujq sie ich funkcje falowe.



Teoria grup a mechanika kwantowa

Teoria grup pozwala np.:

1. przewidzieé zerowanie sie elementéw macierzowych operatoréw z
funkcjami falowymi réznych standw (a wiec znalez¢ np. reguty
wyboru przejs¢ optycznych)

2. przewidzie¢ schemat rozszczepien stanow zdegenerowanych pod
wptywem zaburzenia obnizajgcego symetrie hamiltonianu

Ad. 1

- Stan poczatkowy ma okreslong symetrie (repr. )

- Hamiltonian zaburzenia ma okreslong symetrie (repr. ;)

- Przejscie do stanu koncowego o symetrii I, jest dozwolone gdy:

I'nel'y x Fp _
Pojedynczy foton o polaryzacji F||z
transformuje sie jak f(x) =«
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(w tym wypadku i tak wszystkie reprezentacje sg 1-wymiarowe)
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ELEMENTY MECHANIKI
KWANTOWEJ CIALA STALEGO



Klasyczny model Drudego

Naiwny obrazek: sztywne kulki — elektrony zderzajg sie ze
sztywnymi kulkami — rdzeniami atomowymi; rozproszenie jest

izotropowe
" o %e

—> YV, <«— E|

http://en.wikipedia.org/wiki/File:Electrona_in_crystallo_fluentia.svg
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http://upload.wikimedia.org/wikipedia/commons/4/4d/Electrona_in_crystallo_fluentia.svg

Klasyczny model Drudego

Srednia droga swobodna lgr— rzedu odlegtosci miedzyatomowych
Sredni czas pomiedzy zderzeniami:

|

Sr

- d(p)

klasyczne rownanie ruchu: — L =—ek-——-

T. =

Sr

w stanie ustalonym dostajemy:

2 2
j=—-env, = en<p>:enré”I§:oE
m m

!

liczymy t,, dla miedzi:

o (300 K) ~5,85-107 /Q-m 1
n~8510% m3 — Ty = 2,510 S

m=9,1-1031 kg



Klasyczny model Drudego

jak obliczy¢ v, ?
tak jak Drude — gaz doskonaty (rozktad Boltzmanna), T=300K:

vérz‘/?’k—Tzl,Z-losm/s = |,.~3nm=30A
m

tak jak Sommerfeld — zdegenerowany gaz Fermiego (rozktad Fermiego-
Diraca):

2F,
m

Ve = ~16-10°m/s => |~ 40 nm = 400A
to juz jest znacznie wiecej niz odlegtos¢ miedzy atomami, a w
niskich temperaturach i czystych metalach /_ér moze by¢ jeszcze
znacznie wieksze (rzedu milimetréw)

klasyczny obraz zatamuje sie



Dygresja — prawo Wiedemanna-Franza

i . k — przewodnictwo cieplne
— =T . o — przewodnictwo elektryczne
O . L — liczba Lorentza
2
3(k
. Drude: LDrude =—| £
2\ e

Sind nur einfache Kerne vorhanden, deren Ladung + e
18t, so folgt:
k

(20) LIS (-.“‘_)ﬂ 7,

o €



Dygresja — prawo Wiedemanna-Franza

i . k — przewodnictwo cieplne
— =T . o — przewodnictwo elektryczne
O . L — liczba Lorentza
2
3k
. Drude: LDrude = —| —
2\ e
2
1 B 7° (kg
. Sommerfeld: Sommerfeld — 3 o
. Model Drudego kompletnie zle opisywat elektronowy wktad do

ciepta wiasciwego



Rownanie Schroedingera catego uktadu

e Zacznijmy od wypisania petnego hamiltonianu...



Przyblizenie Borna-Oppenheimera

Petny nierelatywistyczny hamiltonian uktadu jader i elektrondéw:

Pz 1 % 1 < Z,Z,¢€

gdzie: F=(F,F,,F,...), R=(R,R,,R;,...)

Z P, 1 S ez 1V (F,R)+G(R)
2m 2M,, F rj\ |

472.‘90 i<j (N —

. wspoitrzedne obu poduktadow — elektronowego i jgdrowego
(jonowego) sg nietrywialnie przemieszane, sugerujac, ze separacja
zmiennych elektronowych i jgdrowych jest niemozliwa

. mozliwe rozwigzanie: przyblizenie adiabatyczne Borna-Oppenheimera



Przyblizenie Borna-Oppenheimera

1.  Jony (sie¢) drgajg powoli w porodwnaniu z czestoSciami charakterystycznymi
dla elektrondw; mozna wobec tego przyjac, ze dla kazdego chwilowego
pofozenia jondw elektrony znajdujg sie w stanach kwantowych
odpowiadajgcych potencjatowi aktualnej konfiguracji jonéw.

2. ,Zamrazamy” wiec jony w ich chwilowych potozeniach i rozwigzujemy
elektronowe rownanie Schrodingera:

2

e _— — _. R
> ——+V(F,R) [wq(F;R)=E4(R) - vy (F;R)
om 47ng Sn-r

Hawe (F;R) = Z

otrzymujemy wieloelektronowe funkcje falowe l//ek| (F; R) zalezne od
pofozen wszystkich elektrondw, sparametryzowane chwilowymi
pofozeniami wszystkich jgder (jonow) R . Wskaznik k reprezentuje zblor
liczb kwantowych wieloelektronowego stanu kwantowego. Energie EeI (R)
takze zalezg od parametrow R.



Przyblizenie Borna-Oppenheimera

Rozwigzania dla petnego hamiltonianu uktadu elektrondw i jader (jonéw)

poszukujemy teraz w postaci (ewentualnie w postaci kombinacji Iiniowel

takich rozwigzan odpowiadajgcych réinym mozliwym funkcjom z//ekI (r;R)):
¥(F,R) = ®(R) v’ (F;R)

Pamietajac, ze operatory pedu dla jonow bedg dziataty takze na Wd (r; R)

otrzymujemy:
2

HY¥(F,R) :(Z 2|F\)/|N

N N

EX(R) +G(F§)]\P(r, R) =
P

ViERIT

2
N

EX(R) +G(F§)}q>(fa) +

n’ 5 5 3 R
_ZZM {2V§N®(R)-V§ng(riR)+CD(R)AF;N‘//:|(“R)}
N

N



Przyblizenie Borna-Oppenheimera

Jesli mozna zaniedbac drugg linijke powyzszego wzoru (rézniczkowania
wieloelektronowej funkcji falowej po wspadtrzednych jonéw) — patrz J.M.
Ziman, ,\Wstep do teorii ciata statego”, to otrzymujemy réwnanie na funkcje
®(R) w formie rownania Schrédingera:
P2 e
> EX(R)+G(R) |®(R) = E*O(R)
2M

N

tzn. cI)(R) ma sens funkcji falowej opisujacej ruch jader (jonow) w
potencjale wzajemnego ich oddziatywania G(R) oraz ad/abatycznego
wktadu elektronéw w energie ruchu jgder/jonéw (energie sieci) EeI (R)

Cztony zaniedbane dajg sprzezenie pomiedzy poduktadami elektrondw i
jader (jondw) — sprzezenie elektron-fonon



Ruch jondéw (drgania sieci), przyblizenie harmoniczne

Réwnowagowy ukfad potozen jader/jondw (réwnowagowa wartos¢ statej
sieci) odpowiada minimum efektywnego potencjatu:

U« (R) = EX (R)+G(R)
w ktérym poruszajg sie jadra (jony)

—

Rozwijajac U, wokdt potozenia rownowagi Ro (czton liniowy zniknie)
Ug (R)=Uy (R))+U (R)

otrzymujemy energie potencjalna sieci jako funkcje zawierajacg cztony co
najmniej kwadratowe we wzglednych przesunieciach jonéw JOR.
Ograniczenie sie do cztondw kwadratowych daje nam obraz drgan sieci jako
zbioru sprzezonych oscylatorow harmonicznych; dotozenie wyzszych
cztondw rozwiniecia daje efekty anharmoniczne (np. rozszerzalnos¢
termiczng, oddziatywanie fonon-fonon)



Wieloelektronowe rownanie Schrodingera

2

e - —_ - —_ — - —_
> ——+V(F,R) [wq (F;R) = E4(R) -y (F;R)
2m 47[50 = T — rj‘

Hawe (F;R) = Z

Jak je rozwigzac?
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Wieloelektronowe rownanie Schrodingera

. Jedna z metod: LCAO-MO z przyblizeniem Hartree-Focka — metoda
samouzgodniona (rozwigzania iteracyjne), n-elektronowa funkcja
falowa w postaci pojedynczego wyznacznika Slatera, automatycznie
zapewniajgcego antysymetrycznosc funkcji falowej ze wzgledu na
przestawienie dwoch dowolnych elektronéw:

(Dls (rl’S) (Dlp(rZ’S ) p(rn’ n)
o 1 @)y (F,s P (r,,s,) .. @o;(F,s,
¥(r,F,, 1. [,8,5,5,. S )=—x|’ (F:8,) @2°(T2:52) ( )
(rl’sl) (an(rZ,S) p(rn’ n)

. kazdy z jednoelektronowych spinorbitali (p,p( i1 ,) musi by¢

inny — dwa spinorbitale mogg np. miec¢ te samg czesc orbitalng, ale

wtedy muszg sie rdznic¢ spinem: 11 _ 10
@; (1) 0 ' o, (1) 1




Wieloelektronowe rownanie Schrodingera

. W metodzie ,,oddziatywania konfiguracji” poszukuje sie rozwigzania
zagadnienia wieloelektronowego w postaci kombinacji liniowej
réznych mozliwych wyznacznikdw Slatera (jeszcze trudniejsza

rachunkowo)
. Dla duzej liczby elektrondw metody te sg niewykonalne!
. Sposob na efektywne zmniejszenie uktadow — np. metoda super-cell:

relatywnie nieduzy ukfad periodycznie powtarzany, co imituje uktad
duzy i np. pozbywamy sie w ten sposéb wptywu ,brzegdow” (zerwane
wigzania etc.) — rachunki defektow w krysztatach, struktur
pasmowych krysztatéw mieszanych etc.



Metoda super-cell

Rachunki energii tworzenia defektow w Al,O,

FIG. 1. (Color online) Supercell of Al,O3 containing 2 X2 X 1
copies of the hexagonal unit cell with 120 atoms. Left: side view
along the a axis. Right: top view down the ¢ axis.

N. D. M. Hine. K. Frensch. W. M. C. Foulkes. and M. W. Finnis PHYSICAL REVIEW B 79, 024112 (2009)
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Teoria funkcjonatu gestosci

ELECTRONIC STRUCTURE OF MATTER - WAVE
FUNCTIONS AND DENSITY FUNCTIONALS

Nobel Lecture, January 28, 1999
by
WALTER KOHN

Department of Physics, University of California, Santa Barbara, CA 93106-
9530, USA

wave-number-dependent susceptibility of the uniform gas. This suggested the
hypothesis that a knowledge of the groundstate densily of n(r) for any electronic
system, (with or without interactions) uniquely determines the system. This hypothesis
became the starting point of modern DFT.

Hohenberg-Kohn

A. The Density n(r) as the Basic Variable

The Basic Lemma @he groundstate density nir} of a bound system of

interacting electrons irsome external potential v(r) determines this potenti-
[l

al uniquely

:> the ground state properties of a many-electron system are uniquely determined by an
electron density that depends on only 3 spatial coordinates
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Przyblizenie Hartree (podejscie jednoelektronowe)

Poszukujemy rozwigzania w postaci:
W, B £) =0, (£)-0,(5) 05 (B) - 0, (F,)

Zaktadamy, ze na kazdy elektron dziata sredni potencjat pochodzacy
od jonow i pozostatych elektronow:

2
[Zzprin+ZVi<ﬁ>]‘P(ﬁ,n,@,--- )= B V(0,5 By Ty)

2
Stad mamy: [grln +V; (T, )j ¢, () =E; - ¢,(F) Z E; = E

Jesli kazdy z potencjatéw jest w przyblizeniu taki sam

Vi(n) =V, () = .=V, () =V(r)

to ...



Jednoelektronowe rownanie Schrodingera

2

V() | 0,(1) =, 0,(")
m

gdzie n — zbior liczb kwantowych numerujgcych jednoczgstkowe stany
kwantowe @,(F) oenergiachE,

. stany jednoczgstkowe mogg by¢ obsadzane przez kolejne elektrony
zgodnie z zasadg Pauliego

. trzeba pamietag, ze jesli np. zmienimy istotnie liczbe elektronéw w
danym pasmie, to mozemy spodziewac sie modyfikacji potencjatu V (")
i zmiany widma jednoczgstkowego! (patrz np. renormalizacja przerwy
energetycznej)



Potencjat periodyczny (krysztat),
twierdzenie Blocha

,Nieskonczony problem”: funkcja falowa w catej nieskonczonej przestrzeni

U(f) FeR’

,0graniczony problem”: funkcja falowa gdzie r i k sq ograniczone do 1 komorki
elementarnej (odpowiednio w sieci prostej i odwrotnej)

up(7) - exp (ZE F)

Zysk: k jest dobra liczbg kwantowg, a postac u(r) nas zwykle nie interesuje



Potencjat periodyczny (krysztat),
twierdzenie Blocha

e dla funkcji periodycznych z okresem sieci: ~ f (F+R_) = f (F)

gdzie: ~ N . .
R, =na, +n,a, +n,a, n,n,,n,eZ

jest dowolnym wektorem sieci Bravais,
dobrg baza rozwiniecia na szereg Fouriera sg funkcje postaci:

g, (7) = exp(iGF)

—_

gdzie: G=ma, +m,a, + m,a, m,m, m, e’z
— wektor sieci odwrotnej

rzeczywiscie:

exp[ié(F+§ )] exp( ) exp(éﬁ ) exp( ) exp[27i - (nm, +n,m, +n,m,)]= exp(iéf)



Potencjat periodyczny (krysztat),
twierdzenie Blocha

. (jednoelektronowe) réwnanie Schrodingera:

[2'“+V(r>] o(F) = E-o(F)
m

. rozwinigcie potencjatu: V(r) = ZVG exp(iéF)
G

. rozwiniecie funkcji falowej:  ¢(T) = ZCE eXp(iIZF)
k

U

C, exp(ikP) + 3. C,V; expli (K +G)F|= E- Y C, exp(ikr)
k ,G k

7k ?
Z 2m

k




Potencjat periodyczny (krysztat),
twierdzenie Blocha

. po przemianowaniu wskaznikéw sumowania k' +G —>k otrzymujemy:
Zexp(lkr) K jC + Z }
. skoro powyzsze réwnanie ma by¢ spetnione dla dowolnego T, to:

— h°k®
vk ( P EJCE +ZVGCE_G =
G
. A wiec dla kazdego K zosobna bedg istniaty rozwigzania

o(F) = ;C exp(ikF)
zawierajgce wspotczynniki C rozwiniecia
roznigce SIQ od k o dowolny wektor sieci odwrotne;j. Oznacza to, ze
wektor k jest dobrg liczba kwantowg, numerujacg zaréwno stany, jak
ich energie.
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Potencjat periodyczny (krysztat),
twierdzenie Blocha

—

rozwigzanie numerowane ,liczba kwantowa” K :
@.(F) = ZCE—G exp[i(k —=G)-r]
G

odpowiadajgce energii wtasnej EE = E(k)
kazde Kk — G jest rownie dobre do numerowania stanéw; wygodnie
jest wybraé wektor najkrotszy (nalezacy do pierwszej strefy Brillouina)

inaczej:

0. (T) = {ZC exp( iG-T )]exp(il?-F):UE(F)-exp(iIZ-F)



Funkcja Blocha

_ . i unkcja
gon,ﬁ(r):unik.(r)-exp(lk-r) fBIochla

Wtasnosci funkcji Blocha

1. wektor falowy |Z nalezy do pierwszej strefy Brillouina i jest dobra
liczbg kwantowgq; n numeruje rézne rozwigzania odpowiadajgce temu
samemu K (indeks pasm)

2. funkcja U . () (amplituda blochowska) jest funkcjg periodyczna z
okresem sieci: N
u (F)=u (F+R)
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Funkcja Blocha

E,(k)=E,(k +G)

expl-iG'T )} expli(k +G)-F=

— wynika z punktu poprzedniego



Funkcja Blocha

Z niezmienniczosSci hamiltonianu wzgledem inwersji czasu (bez pola
magnetycznego):

E'(k) =E’(-k)

n n

Jesli operacja inwersji (przestrzennej) nalezy do grupy punktowej
krysztatu, to niezaleznie od spinu:

E, (k) =E,(-k)



Funkcja Blocha

Przypadek trywialny — staty potencjat (a wiec takze periodyczny!)

(— hZ—A +Voj @ (F) = E(K) - 9 (F)
m

rozwigzaniem sg fale ptaskie — tez funkcje Blocha z U, (F) = const:

0. (F) =u_ () -explik - )= A-explik - 7)

thZ
z widmem energii: E(IZ) — +V,
2m

W tym przypadku 7K jest wartoécig wiasng operatora pedu



Ped krystaliczny (kwaziped)
Czy zawsze funkcja Blocha opisuje elektron o dobrze okreslonym pedzie?

I%[Un,lg (F)- eXp(iIZ - F)]: —ihV[un,lz (F)- exp(ilz : F)]:
- [iku, , () invu_ ()] explik - )« plu, () - explik ¢

. funkcja Blocha w ogdlnosci nie opisuje elektronu o dobrze okreslonym
pedzie — FiK nie jest w ogdlnosci wartoscig wfasng operatora pedu

. wyjatkiem jest przypadek, kiedy U (r) jest funkcja statg (a wiec
funkcja okresowg, dla ktorej kazdy okres jest dobry)

J hlz nazywa sie kwazipedem lub pedem krystalicznym
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Prawa zachowania

przy oddziatywaniu z innymi kwaziczgstkami (elektrony, fonony, magnony
etc.) uwiezionymi w krysztale i prawdziwymi czgstkami przenikajgcymi
przez krysztat (np. fotony, neutrony) prawo zachowania pedu nalezy
zastapi¢ prawem zachowania kwazipedu:

>k + > P= Y Ak + > P +hG

prawo zachowania energii nie ulega w krysztale zmianie:

ZEi:ZE;
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Strefy Brillouina

Przypomnienie — 2 wazne wtasnosci funkcji Blocha:
1. ¢n,l2+(§ (F) - %,E (F)

2. E,(k+G)=E,(K)

wystarczy wiec, jesli chodzi o zaleznoé¢ od wektora falowego Kk
ograniczy¢ sie np. do obszaru najmniejszych co do dtugosci wektoréw
k, lezacych wewnatrz komérki prymitywnej sieci odwrotnej. Taka
komadrka jest wystarczajgcym obszarem zmiennosci wektora
falowego.

Komodrka prymitywna w sieci odwrotnej skonstruowana w taki sam
sposob, jak komdrka Wignera-Seitza w sieci Bravais nazywa sie

pierwszq strefq Brillouina
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Strefy Brillouina

Pierwsza i druga strefa Brillouina w dwuwymiarowej, kwadratowej
sieci odwrotnej

/Gg O Ptaszczyzny (tutaj — linie) dzielgce na pot
odpowiednie wektory sieci odwrotnej
D /{U’( wyznaczajg obszary nalezgce do kolejnych
stref Brillouina. Kazda strefa ma taka
\(\

pod
/u
O

FA MY
3/
' DY

"

O/GD/O

>§ é < O samg objetosc (tutaj — powierzchnie).
eV /0\ A

oD

X

1o N o

http://www.doitpoms.ac.uk/tlplib/brillouin_zones/zone_construction.php

® \69\

o
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Strefy Brillouina

Wektor Izg z granicy | strefy Brillouina:

H = 5 — z definicji strefy Brillouina

- - -2
2K -Gz‘ \ — ‘k _G

Wektor: IZg ~G=k' lezy po przeciwnej stronie I strefy Brillouina 1 jest
rownowazny wektorowi K g (w sensie wiasnosci funkcji Blocha). Dla wektorow
tych spetniony jest warunek Lauego:

K —K'=AK =G
Stany z granicy I strefy Brillouina odpowiadajq elektronowym falom stojgcym
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Strefy Brillouina

Pierwsza strefa Brillouina dla struktury fcc - czternastos$cian

I strefa Brillouina dla strukturu regulame;
powierzchniowo centrowanej. Punkt I znajduje
si¢ w srodku strefy. Punkty typu A na
kierunkach typu [100] z punktem X na granicy
strefy; punkty typu A na kierunkach typu [111]
z punktem L na granicy strefy. Zauwazmy ze
punkty K 1 U réznig sie o d siebie o sieciowy
wektor falowy (w kierunku [111]) sq zatem
rownowazne. Linia UX réwnowazna jest
przedhuzeniu lini1 I'K poza I strefe Brillouina.

Odlegtosci:

B Jar 27

d
' a a




Strefy Brillouina

Struktura heksagonalna

Q:r _______

Struktura bcc X

H. Ibach, H. Luth, Solid-State Physics
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(a) Simple Cubic

K,i2

Ky =(1.0,0), K2 =(0.1.0), K3 ={0,0,1)

(b) Body-Centered Cubic

K| =(0.1,1), K2=“‘0.1). Kg=('.1-0)

{e) Rhombohedral

Ky =(1143,-1,/c), Kp =(11¥3,1,alc), Ka =(-273,0,2/c)

(c) Face-Centered Cubic

Mizutani & Sato,
Crystals 7,9 (2017)

Ky =(-1,1,1), Ky =(1.-1,1). Ky =(1,1,-1)

(d) Hexagonal Close Packed

:

K, =(2/43,0,0), K, =(113,1,0), K5 =(0,0,a/c)

(f) Base-centered orthorhombic

K=(1,-a/,0). K,=(1.+a/b,0), K,=(0,0,a/c) 45



WARUNKI PERIODYCZNOSCI
BORNA-KARMANA



Warunki periodycznosci Borna-Karmana

. krysztaty sg skorniczonych rozmiarow — mozna wprowadzi¢ warunki
brzegowe znikania funkcji falowej na brzegach krysztatu

. prowadzi to jednak do tego, ze wszystkie fale (elektronowe,
sieciowe etc.) bedg stojgce, co w wielu wypadkach utrudnia opis

. poniewaz w krysztatach makroskopowych drogi swobodne
elektrondw sg duzo mniejsze niz rozmiary krysztatow,
najwygodniejszym rozwigzaniem jest przyjecie tzw. warunkow
periodycznosci Borna-Karmana:

W(F+NE)=P(F); j=123

gdzie éj sg wektorami sieci Bravais, a Nj duzymi liczbami
catkowitymi, takimize N ia; = |_j jest rzedu rozmiaru catego
krysztatu



Warunki periodycznosci Borna-Karmana

02.04.2024

w przypadku funkcji Blocha mamy:
o (F+Nd)=u (F+N,a) expfik-(F+ N a)|=

=u_(F)- exp(k )exp( k- a’j)

zadanie, aby expliN
prowadzi do:

—_—
~
~—
Il
[HEN

— n % n %
k = —a+ 2 3 +-323 n,n, Nn,eZ
2 3 1 2 3
N, © N, ° N,

dozwolone wektory falowe K stanowia dyskretna sieé¢ punktéw
rownomiernie roztozong w przestrzeni wektora falowego; komorke
elementarng sieci odwrotnej (strefe Brillouina) wypetnia

N,-N,-N,
takich punktow. Tyle tez bedzie stanow w kazdym pasmie.
N,,N,, N, moga byc rozne, ale najczesciej przyjmujemy takie same
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Struktura pasmowa stanow elektronowych

MODEL PUSTEJ SIECI

2020-04-01
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Model pustej sieci

Zaleznos¢ E(K) = E(k +G), dla potencjatu periodycznego, ale
dazgcego do zera daje: ,

2
E(K) =E(k +G) :h—‘k +G
2m

. w przypadku jednowymiarowym:
tE
LTt 21T 21 Lt T
& % ez T T K

H. Ibach, H. Lith, Solid-State Physics
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Model pustej sieci

(a) A E (b) A E

|
|
|
|
|
|
|
|
z
a

27 -
a a 0

21 gL
a 0 a k

8|
=

Fig. 2.1. The band structure of a free particle shown in (a) the extended zone scheme and
(b) the reduced zone scheme

P. Y. Yu, M. Cardona, Fundamentals of Semiconductors
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Model pustej sieci

. w przypadku tréjwymiarowym (struktura sc):

Pasmo

1

5.8

4,5,6,7
8,9,10,11
12,13,14,15
16,17,18,19

£(000)

0
(27/a)?
(27t/a)?
2(27t/a)?
2(27t/a)?
2(27t/a)?

Ch. Kittel, Wstep do fizyki ciata statego.

Ga/27c

000

100, 100
010,010,001, 001
110,101,110, 101
110,101,110, 101
011,011,011,011

£(ky, 00)

kZ

(ks =+ 27c/a)?

k3 + (27t/a)?

(kx + 27t/a)? + (27t/a)?
(ke — 27t/a)? + (271/a)?
k2 + 2(27t/a)?
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Model pustej sieci

W obrazie zredukowanym do | strefy Brillouina wystepuje wiele
roznych zaleznosci  E(K) i konieczne jest ich numerowanie (numer

pasma): En(IZ)

Funkcje Blocha (bez uwzglednienia spinu) sg wigc numerowane
wektorem falowym K oraz indeksem pasma n:

o (F)=u_.(F)-explik -F)



Model pustej sieci

Struktura diamentu

pusta siec rachunki metoda pseudopotencjatu

Energy

r’_)-+r25'+r| 2
| [200]

[331] %
Li+Ly+Ly+Ly (111] A +Ag+As 2
Q
[011] X,+X, &
r]+r2'+r25'+r15
K5
[100] X,
111
[331] &
Li+Ly r
L I" [000] X L A r A X UK X r
Wavevector k Wavevector k
P. Y. Yu, M. Cardona, Fundamentals of Semiconductors
02.04.2024
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Nazewnictwo pasm, grupa wektora falowego

Wektor E jest dobrg ,liczbg” kwantowg; dla kazdego rownowaznego
k'=k + G funkcja Blocha jest taka sama

Co robig operacje symetrii z wektorem falowym k (awieciz
funkcjami falowymi)? Czy transformuja go w rownowazny mu
k'=k +G czy tez nie?

Zbidr tych operacji symetrii pefnejgrupy punktowej krysztatu, ktore
transformuja dany wektor falowy k w réwnowainy mu k'=k +G
stanowi grupe wektora falowego K (i jest podgrupa pefnej grupy
punktowej krysztatu)

W zaleznosci od tego, czy k jest jakims symetrycznym punktem 1BZ
(np. T, X, L), czy lezy na jakims symetrycznym kierunku (np. A, 4) czy
tez nie — grupa wektora falowegok jest inna

Dla k =0 (punkt I strefy Brillouina) kazda operacja grupy punktowe;j
krysztatu przeprowadza go w wektor mu rownowazny, a wiec grupa
wektora falowego z punktu I rdwna sie petnej grupie punktowe;j
krysztatu



Nazewnictwo pasm, grupa wektora falowego

. Stany klasyfikujemy (nazywamy) nieprzywiedlnymi reprezentacjami
odpowiednich grup wektora falowego. Przyjeto sie w tym wypadku

uzywaé w nazwach reprezentacji nazw punktow (kierunkow) w strefie
Brillouina

. Przyktad: struktura blendy cynkowej, grupa punktowa T,. Reprezentacje
nieprzywiedlne: A, (1-wym.), A, (1-wym.), E (2-wym.), T, (3-wym.), T,
(3-wym.). Grupa wektora falowego z punktu I — tez T,. Teraz jednak
nazewnictwo inne:

Table 2.4. Commonly used notations for the irreducible representations of the 7, point

group
@’* Bouckaert, Smoluchowski,
Koster notation® BSW notation Molecular notation ViereT

I Iis T P.fYS. Yu,‘ M. Eardona, Fundamentals
Is L T of Semiconductors

Note that 7'y and /5 are sometimes reversed in the literature.
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Nazewnictwo pasm, grupa wektora falowego

- Wektor falowy z punktu L lub Bty

na kierunku A: operacje, ktore A

przeprowadzajg taki wektor w

rownowazny mu tworzg 1200

grupe C,,. Trzy nieprzywiedlne

reprezentacje: A; (1-wym.), A, Titlsly

(1-wym.), E (2-wym.) = [311] N

/11, /12, /13 L+L,+2L, [111] 2A+A3+A,

22T
[011] X;+X5+X

- Podobnie z punktem X (grupa A

D,4) czy z kierunkiem A (grupa [100] X,+X,

C,,). Reprezentacje: X,, X,, X;, [2%1%]%] A

X, (wszystkie 1-wym.), X; (2- 14

L " [000] X

wym.)oraz 4,, 4,, 45, 4,
(wszystkie 1-wym.).

Wave vector k

P. Y. Yu, M. Cardona, Fundamentals
of Semiconductors
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Nazewnictwo pasm, grupa wektora falowego
Uwzglednienie spinu

. Mechanika kwantowa uczy, ze obrét funkcji spinowej |a) = Cl‘T> + c2‘¢>
wokoét wybranej osi (tutaj — z) o kat ¢ daje wynik:

). =U(R)\a>:exp(— iS;;¢j‘a> exp(—igjc ‘T>+exp( )c )

. Dla kata f = 2 otrzymujemy:

——C‘T> c‘¢> ) (1)

. a wiec obrot funkcji spinowej o kat 2m nie jest operacjg tozsamosciowa.
Dodanie takiej operacji do grupy podwaja liczbe elementéw grupy

— grupy podwaojne
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Nazewnictwo pasm, grupa wektora falowego

Table 2.23. Character table of the double group of the point I' in zinc-blende-type semi-
conductors

{E} . 3G 65} ool - {8C} - (B} - JeES:) - PBEG)

IEG) 6Eo}

E 1 1 1 1 1 1 1 1
I 1 1 -1 ~1 1 1 - 1
I 2 2 0 0 -1 2 0 ~1
I, 3 —~1 -1 1 0 3 ~1 0
I 3 —1 1 —1 0 3 1 0
I 2 0 V2 0 1 -2 —V2 -1
1 D 0 —V2 0 1 ~2 V2 -1
I 4 0 0 0 -1 —4 0 1
N

P. Y. Yu, M. Cardona, Fundamentals of Semiconductors
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Nazewnictwo pasm, grupa wektora falowego

6 L5

7
\/\{ m GaAs

Energy [eV]

L A I A X K h 3 I
Wavevector k
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