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Gestosc standw w przestrzeni odwrotne;

Gestos¢ stanow w przestrzeni wektora falowego liczona na jednostke
objetosci krysztatu (bez uwzglednienia mozliwosci obsadzenia kazdego
stanu przez 2 elektrony o przeciwnych spinach), dla n-wymiarowe;
przestrzeni wektora falowego (n=1, 2, 3):

(E) B 1 x2 w przypadku uwzglednienia
Pn — (272')n degeneracji spinowej
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Gestosc standw w przestrzeni odwrotne;

Gestosc standw w przestrzeni energii:
E+dE

p(EYIE = [p(K)dV,
prostopadty do powierzchni

- - E - /’
dE = (Vk E(k)). dk = ‘Vk E(k statej energii
_,| element powierzchni
dVlz statej energii

E+dE 1 dS

«  p(E)dE= [p(k)aV. = —— E__dE
-I‘E‘ ‘ (Zﬂ-) E(E)Iconst Vk E(k)‘
. obszary, w ktorych:
Vk E(IZ)‘ ~0 daja istotny wktad do  P(E)

— osobliwosci van Hove
L. van Hove, Physical Review 89, 1189 (1953)
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Gestosc standw w przestrzeni odwrotne;

Gestosc standw w przestrzeni energii:
E+dE

N = p(E)dE = |p(K)aV,




Gestosc standw w przestrzeni odwrotne;

Gestosc standw w przestrzeni energii:
E+dE

N = p(E)dE = [p(K)aV,
prostopadty do powierzchni

~ _E ~ —
o dE = (Vk E(k)). dk = ‘Vk E(k statej energii
U
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Osobliwosci van Hove

depositphotos

Analogia troche kulawa — dlaczego?
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Osobliwosci van Hove

Wktad do gestosci stanow okolic punktow osobliwych:

3D:

01.06.2024

MO M 1 MZ M3
Minimum Saddle point | Saddle point I Maximum
D(E) D(E) D(E) D(E)
A 4 'Y 4
| | |
| |
| |
| | 1
| | |
| |
! - I - l 5 .
E. E E. E E. E Ec E
1 1
D=Dp+CIE-E.? | D=Dy-CE.-EF | D=Dy-ClE-E D=DgsC(E.-EP
Qy, A,a; >0 Q,, a,>0; a;<0 a;>0;0,,05<0 Q;,Q,0; <0
and cyclic and cyclic
permutations permutations
E(k)=Ec+ X ailki-ke)?, i=12.3

H. Ibach, H. Lith, Solid-State Physics
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Osobliwosci van Hove

3D:

Wktad do gestosci stanow okolic punktow osobliwych:

MO Ml MZ M3
Minimum Saddle point |
E(E) E(E) ds
| PE X S ——
| | VE|
2
| R : - SO((kZ—k‘CZ) OCE—EC
E, 3 E. E
1 -
D =Dy+CIE-E_ )2 D = Dy-CIE,-E)? \VE| = z 20 (ki — kei)éi| <V E — B,
Qy, Q03 >0 Q,, a,>0; A;3<0 ¢
and cyclic dariig Cyciic

permutations

permutations

E(k)=Ec+ ¥ Qilki-kei)?, i=1,2,3

H. Ibach, H. Lith, Solid-State Physics
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Osobliwosci van Hove

Wktad do gestosci stanow okolic punktow osobliwych:

2D:
minimum punkt siodtowy maksimum
PE ™ Jk p(E) |
E. E E.E E, E

p(E)=C—A-In

1 E
E

c




Osobliwosci van Hove

Wktad do gestosci stanow okolic punktow osobliwych:

1D:

minimum maksimum

p(E)t p(E)?
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Osobliwosci van Hove

Wktad do gestosci stanow okolic punktow osobliwych:

3D:

IVIO Ml MZ M3
Minimum Saddle point |
E(E) E?(E) dS
| PE X —
| | VE|
2
| R : - SO((kZ—k‘CZ) OCE—EC
E. E E. E
1 -
D-0pCE-ER | Denpceep | IVEI =) 20i(ki — kei)éi| o / E — E,
Qy, Q03 >0 Q,, a,>0; A;3<0 ¢
and cyclic dariig Cyciic
permutations permutations
E(k)=Ec+ ¥ Qilki-kei)?, i=1,2,3

H. Ibach, H. Lith, Solid-State Physics
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Energy (eV)

Przyktady gestosci stanow
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Przyktady gestosci stanow

Widmo fonondw oraz gestosc¢ standw fononowych w diamencie

1500
Diamond
h =

= 1000} e -
E
(=
a2 / .
£ /
T 154
£ s [// —

0

T W L D05 —=—

Wavevector g

Warren, I. L., Yarnell, J. L., Dolling, G., Cowlev, R. A.: Phys. Rev. 158 (1967) 805.
Burkel, E.: "Inelastic Scattering of X-Rays with Very High Energy Resolution”, Springer, Berlin, etc.
(1991).

Pavone, P., Karch, K., Schatt, O., Windl, W., Strauch, D., Giannozzi, P., Baroni, S.: Phys. Rev. B 48
(1993) 3156.
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Energy (Ry, | Ry=13.6 eV)

01.06.2024

Przyktady gestosci stanow
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Kunz, A.B.: Phys. Rev. B26, 2056 (1982)
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ENERGY (Ry)
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FIG. 1. Electronic structure of Al along symmetry directions.

Szmulowicz, F., Segall, B.: Phys. Rev. B21, 5628 (1980).
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Przyktady gestosci stanow
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FI1G. 2. Density of states of Al. The states responsible for structure are indicated by letters denoting their irreducible

representations. The arrows at 1.4, 2.4, 5.5, and 13 eV indicate the location of structure in the experimental K absorption in
Ref. 6.

gestosc stanow prawie jak dla elektronow swobodnych!

Szmulowicz, F., Segall, B.: Phys. Rev. B21, 5628 (1980).
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Przyktady gestosci stanow
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Fig. 7.12. Bandstructure E (k) for copper along directions of high crystal symmetry (right).
The experimental data were measured by various authors and were presented collectively
by Courths and Hiifner [7.4]. The full lines showing the calculated energy bands and the
density of states (left) are from [7.5]. The experimental data agree very well, not only
among themselves, but also with the calculation

Cu:
[1522522p®3s23p®] 3d104s?
[Ar] 3d104s1

elektrony d !

bardzo stabo dyspersyjne
pasma d

H. Ibach, H. Luth, Solid-State Physics —
za H. Eckhardt, L. Fritsche, J. Noffke: J.
Phys. F, 14, 97 (1984)

01.06.2024 Fizyka materii skondensowanej i struktur pétprzewodnikowych - wyktad 7 18



Gestosc stanow w ciatach amorficznych

Gestosc¢ stanow P(E) ma sens niezalezinie od tego, czy mamy do
czynienia z krysztatem, czy np. z ciatem amorflcznym Opis stanow
za pomocg wektora falowego k (a wiec takze p(k)) ma jednak sens
wyfgcznie w przypadku istnienia symetrii translacyjnej hamiltonianu

(krysztat).

H. Ibach, H. Lith, Solid-State Physics
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Fig. 7.15. Schematic density of states of an ideal amorphous material with saturated tetra-
hedral bonds to the nearest-neighbors (full line). The numbers for the density of states
correspond to amorphous silicon. Compared to crystalline silicon (dashed line) the density
of states possesses exponential tails into the band gap. Non-saturated bonds in the amor-
phous network lead to additional states in the forbidden zone. For practical applications
of amorphous silicon (e.g. in solar cells) one attempts to reduce the number of unsatu-
rated bonds by adding hydrogen
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Gestosc standw — pasmo paraboliczne i sferyczne

. Zaleznosc dyspersyjna dla pasma parabolicznego i sferycznego:
21,2
K

E(k)=E(k)=E, +—
2m

. Liczba stanow w obszarze energii E, + E:
E
N(E) = j p(E')dE!
Eo
. Gestosc stanow: dN (E)
E)=
PE)=—

. Trzeba obliczy¢ N(E) i zrézniczkowaé, pamietajac ze (z
uwzglednieniem spinu):

(k)= 2

(27)




Gestosc standw — pasmo paraboliczne i sferyczne

n=1 n=2 n=3
N(E)=2k(E)-p,(K)= | N,(E)=zr[k(E)[-p,(K)=| N (E)——[k(E>]3 - ps(K) =
2 , 2
= 2k(E) - — =lk(E)f = _ AT EVE.
27 (27[) 3 [k(E)] (2%)3
B 2m*(E—EO); , o\ 2m(E-E,) sy _| 2 (E-E,) .
k(E)_{ . } k?(E) = v k*(E) { 2 }
2m” (E - E,) : 2 _ 2m(E-E)) 2 4z 2m (E-E,) : 2
Nl(E)ZZ{ 1?2 } o No(E) =7 1 (2x) N, (E) = 3{ h’ } (27 )
2m’ 1 im

p(E) = %( 52

p,(E) =
T

@

3
1 (2m" )2
pB(E): 27[2( 72 j '

01.06.2024

Fizyka materii skondensowanej i struktur pétprzewodnikowych - wyktad 7 21



Gestosc standw — liniowa zaleznos¢ dyspersyjna

Metoda ciasnego wigzania

Przy uwzglednieniu oddziatywania wytfgcznie
pomiedzy najblizszymi sgsiadami:

. k,a k.a
Ek)==_|ys 1+40052L+4cos%~coskx—\2@a

6 punktow na granicy 1BZ w k = Izi, wokot
ktorych mamy liniowg zaleznos¢
dyspersyjna:

E(K) = hE\E - R’i\

jak w takim przypadku wyglada gestos¢
stanow?
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Gestosc standw — liniowa zaleznos¢ dyspersyjna

e  Energia: E(k) = hc‘lz ‘

E(k)
hC

. Wektor falowy: ‘IZ — Ei ‘

o Liczba stanow:

N, (E) = 2lk(E) - p, (K) = 2k —K|"-

. Gestosc stanow:

E
E) =
pE) 1 P ey

liniowa w funkcji energii

E
>
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KLASYFIKACJA CIAL STALYCH
(METALE, NIEMETALE)



Klasyfikacja ciat statych

Jesli w krysztale makroskopowym mamy N komorek elementarnych,
to kazdemu stanowi atomowemu (patrz metoda ciasnego wigzania),
odpowiada N lub 2N miejsc na elektrony — odpowiednio: bez
uwzglednienia spinu lub z uwzglednieniem spinu

W takim razie, jesli uwzglednic spin, to w kazdym pasmie jest 2N
miejsc na elektrony

] x

2N 2N 2N 2N

|—|-
-

2N
. ta liczb parzysta liczba elektronéw parzysta liczba elektronéw
nlleli)arzys: ) |czka (i na komorke i na komorke, ale przekrywajace
elektronow na komorke — . . . .
tal © nieprzekrywajace sie pasma sie pasma — metal (metale Il
meta .
— niemetal grupy — np. Be)
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Klasyfikacja ciat statych

Niemetale: izolatory i pétprzewodniki — klasyfikacja zalezna od wielkosci
przerwy energetycznej oddzielajgcej najwyzsze pasmo catkowicie zapetnione
od najnizszego catkowicie pustego (w T=0 K). Granica umowna okoto 4 -5 eV,

Czesto wyrodznia sie tez osobng klase pdétmetali (,,semimetals”, odrézniaé od
,half-metals”) — s to materiaty ze stykajgcymi sie pasmami (lub
przekrywajacymi sie bardzo nieznacznie) — zapetnionym i pustym w T=0 K, ale
mata (badz zerowa) gestoscig standw dla energii styku pasm. Przyktad:

grafen

Wtasciwe dokonanie klasyfikacji wymaga:

1. okreslenia liczby elektronéw na komarke
elementarng

2. znajomosci struktury pasmowej (czy
odpowiednie pasma przekrywajg sie)
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Energy (Ry, | Ry=13.6 eV)
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Metale — Al
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FI1G. 2. Density of states of Al. The states responsible for structure are indicated by letters denoting their irreducible
representations. The arrows at 1.4, 2.4, 5.5, and 13 eV indicate the location of structure in the experimental K absorption in

Ref. 6.

gestosc stanow prawie jak dla elektronow swobodnych!

Szmulowicz, F., Segall, B.: Phys. Rev. B21, 5628 (1980).
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Metale — Cu
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Fig. 7.12. Bandstructure E (k) for copper along directions of high crystal symmetry (right).
The experimental data were measured by various authors and were presented collectively
by Courths and Hiifner [7.4]. The full lines showing the calculated energy bands and the
density of states (left) are from [7.5]. The experimental data agree very well, not only
among themselves, but also with the calculation

Cu:
[1522522p®3s23p®] 3d104s?
[Ar] 3d104s1

elektrony d !

bardzo stabo dyspersyjne
pasma d

H. Ibach, H. Luth, Solid-State Physics —
za H. Eckhardt, L. Fritsche, J. Noffke: J.
Phys. F, 14, 97 (1984)
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Metale — Ni

iE 14 Ni:

L o .
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Fig. 8.6. (a) Calculated density of states of nickel (after [8.3]). The exchange splitting is cal-

culated to be 0.6 eV. From photoelectron spectroscopy a value of about 0.3 eV is obtained. .

However the values cannot be directly compared, because a photoemitted electron leaves a ngby n |e e | e kt ro ny S’
hole behind, so that the solid remains in an excited state. The distance 4 between the upper

edge of the d-band of majority spin electrons and the Fermi energy is known as the Stoner byi'by to h a |f_ m eta I”
gap. In the bandstructure picture, this is the minimum energy for a spin flip process (the s- ”

electrons are not considered in this treatment).

H. Ibach, H. Luth, Solid-State Physics — za J. Callaway, C.S. Wang, Physical Review B, 7, 1096 (1973)
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Potprzewodniki

Potprzewodniki grupy IV (Si, Ge) — struktura diamentu

Zwigzki poétprzewodnikowe A"BY (np. GaAs, GaN) i A'BV! (np.
ZnTe, CdSe) — struktura blendy cynkowej lub wurcytu

Zwigzki pétprzewodnikowe AVBY! (np. SnTe, PbSe) — struktura
NaCl



Potprzewodniki — GaAs

o Przerwa energetyczna prosta, £, =
1,42 eV
. Maksimum pasma walencyjnego

w punkcie I, m,=0,076 m,,
m,,=0,5m, m_=0,145m, A =
0,34 eV

o Minimum pasma przewodnictwa
w punkcie I, powierzchnie statej
energii — sfery , m_=0,065 m,

[ N\

L A T A £ UK z I
K

Chelikowsky, J.R., Cohen, L.: Phys. Rev. B 14, 556 (1976)
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Struktura wierzchotka pasma walencyjnego
potprzewodnikow grupy IV

. W potprzewodnikach grupy IV oraz w zwigzkach

potprzewodnikowych A"BY i ABV! wierzchotek pasma
walencyjnego znajduje sie w punkcie I

. Pasmo utworzone jest giownie ze stanow typu p (tzn. L=1) anionu

. 6-krotna degeneracja (z uwzglednieniem spinu) jest zniesiona przez
oddziatywanie spin-orbita

s-0=0 AE s-0=0 AE
\\ O~ " Ago \\
\\ / T o} =32
/ N
/ \\

N,

/ \ 1=1/2



Struktura wierzchotka pasma walencyjnego
potprzewodnikow grupy IV

. Przy obnizeniu symetrii punktowej krysztatu (wurcyt), 4-krotna
degeneracja standw J=3/2 jest zniesiona

Absorbcja Ekscytonowa w GaN @‘{mg&f@

=ll=
.

—

240
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- - T=12K —,
A
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FIG. 1. Twe spectra of the fundamental abzorprien edge of GalN measured
in the same GalMN'ALGalN heterostocture at the same femperamre of 12 K.
The broad one was measured after the sample had been cooled in darkness
from 300 to 12 K. The sharp ane was measured after the sample had been
tlnminated at the low temperamrs. The broad spectrom was shifted by
—04%10° cm ! for clanty of presentation.

P. Trautman et al., Appl. Phys. Lett. 83, 3510 (2003)
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Struktura wierzchotka pasma walencyjnego
potprzewodnikow grupy IV

G. Dresselhaus, A.F. Kip, C. Kittel: Phys. Rev. 98, 368 (1955), takze
np.: P. Yu, M. Cardona ,,Fundamentals of Semiconductors”

Ig
/\\_; . Metoda k-p z oddziatywaniem spin-
/‘\E

V orbita
A
Xs . Pod uwage brane: pasma walencyjne
T~ ____E} el e
/ I, [goraz najblizsze pasma
Xy /"' przewodnictwa I, [, [ —razem 14
K stanow
LO

. Wptyw pasm przewodnictwa
uwzgledniany w 2. rzedzie rachunku
zaburzen, podczas gdy hamiltonian

K
\¥ k-p diagonalizowany w bazie funkgji
— pasm walencyjnych (6 funkcji,

macierz 6x6)

Chelikowsky, J.R., Cohen, L.: Phys. Rev. B 14, 556 (1976)
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Struktura wierzchotka pasma walencyjnego
potprzewodnikow grupy IV
Wyniki takiej procedury (uwzgledniajgcej wyzsze pasma w 2. rzedzie

rachunku zaburzen):

pasmo I, odszczepione spin-orbitalnie
21,2 2 2
= :—Ao+h K 1—E P + 2Q
2m 3{m(E, +A,) m(E',+A,)

dwa pasma I (dziury ciezkie i lekkie):

E. = Ak? £ /B%k* +C?(k?k? + k2k2 + k2k?)



Struktura wierzchotka pasma walencyjnego
potprzewodnikow grupy IV

gdzie parametry A, B, C: 5 &
,ﬁ_-
2m 2( P? 2Q° '
A=1-= L9 of TN
7 3\ mE, mE, | ot ;
_2 - T
om . 2[(-P? 2 ! 7
— B=— + Q : 4
h 3 mEO mE 0 5|
2 22 M
Z_mC . 16P Q a0k
h? 3m*E,E', s
L A T A X UK E r
k .
IP= <X f)x F6C> — element macierzowy operatora pedu pomiedzy funkcjami typu
p pasma walencyjnego i funkcjg pasma przewodnictwa Fsc
iQ = <X ‘ ﬁy‘r8c(z)> — element macierzowy operatora pedu pomiedzy funkcjami typu
p pasma walencyjnego i funkcjami typu p pasma przewodnictwa FSC
E,, E'\, A, —przerwa I'g. =Ty, T —15, i rozszczepienie spin-orbitalne

1_‘8v o 1_‘7v
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Struktura wierzchotka pasma walencyjnego
potprzewodnikow grupy IV
Wyniki takiej procedury (uwzgledniajgcej wyzsze pasma w 2. rzedzie

rachunku zaburzen):

pasmo I, odszczepione spin-orbitalnie
21,2 2 2
= :—Ao+h K 1—E P + 2Q
2m 3{m(E, +A,) m(E',+A,)

dwa pasma I (dziury ciezkie i lekkie):

E. = Ak? £ /B%k* +C?(k?k? + k2k2 + k2k?)



Struktura wierzchotka pasma walencyjnego
potprzewodnikow grupy IV

Podsumowanie:

Wszystkie pasma w ramach zastosowanych przyblizen sg w
poblizu punktu I paraboliczne

Pasmo [ odszczepione spin-orbitalnie jest sferyczne

Pasma FSV sg silnie niesferyczne, ,pofatdowane” (tzw.
warping) — dotyczy to zarowno dziur ciezkich jak i lekkich. Masa
efektywna zalezy od kierunku i nie da sie traktowac jej jak
,tensor masy efektywnej” w zrozumieniu A010)

definicji wprowadzonej przy omawianiu dzjury

cigzkie

metody k-p: ( =1
e (0~ 0+ Y[ L | 7KK (O
! ! i ] m; i 2 Q\/J 1o
Przekréj przez powierzchnie statej qznry /

energii w pasmie walencyjnym [



Potprzewodniki — GaAs

o Przerwa energetyczna prosta, £, =
1,42 eV
. Maksimum pasma walencyjnego

w punkcie I, m,=0,076 m,,
m,,=0,5m, m_=0,145m, A =
0,34 eV

o Minimum pasma przewodnictwa
w punkcie I, powierzchnie statej
energii — sfery , m_=0,065 m,

[ N\

L A T A £ UK z I
K

Chelikowsky, J.R., Cohen, L.: Phys. Rev. B 14, 556 (1976)
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Potprzewodniki — Si

. Przerwa energetyczna skosna, E, =
1,1eV
o Minimum pasma przewodnictwa

na kierunku A, powierzchnie statej
energii — elipsoidy obrotowe (6
sztuk), m;=0,92 m;, m,=0,19 m,,

. Maksimum pasma walencyjnego
w punkcie I, m,=0,153 m,,
m,,=0,537 m, m_=0,234 m, A =

0,043 eV
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Potprzewodniki — Ge

/ Q
o . Przerwa energetyczna skosna, E, =
AN 0,66 eV
G
I
: . Maksimum pasma walencyjnego
w punkcie I, m,=0,04 m,,
m,,=0,3 m, m_=0,09m, A,
0,29 eV
o Minimum pasma przewodnictwa
w punkcie L, powierzchnie statej
I; energii — elipsoidy obrotowe (8
L A T A Y UK L T potowek), m,;=1,6 m, m, =0,08
k
my,

Chelikowsky, J.R., Cohen, L.: Phys. Rev. B14, 556 (1976)
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Potprzewodniki — a-Sn

4
e?ﬁy - Sn
ri"

N

=~
=
=
gt
-

Chelikowsky, J.R., Cohen, L.: Phys. Rev. B14, 556 (1976)

Struktura diamentu

Zerowa przerwa energetyczna,
E,=0eV (tzw. odwrocona
struktura)

Maksimum pasma walencyjnego
w punkcie I, m =0,195 m,,
m,,=0,058 m, D, ,=0,8 eV

Minimum pasma przewodnictwa
w punkcie I, powierzchnie statej
energii — sfery, m_=0,024 m,

01.06.2024 Fizyka materii skondensowanej i struktur pétprzewodnikowych - wyktad 7 45



Potprzewodniki — PbSe

| Przerwa energetyczna prosta w
punkcie L, £, =0,28 eV

. Maksimum pasma walencyjnego
w punkcie L, powierzchnie statej
energii — elipsoidy obrotowe,
m,;=0,068 m, m,=0,034 m,,

ENERGY _(eV)

J Minimum pasma przewodnictwa
i | | Pbse - w punkcie L, powierzchnie statej
i ’ ls | 7 energii — elipsoidy obrotowe,
-f‘&rs; il jﬁKxu\; m,=0,07 m, m,=0,04 m,,

Martinez, G., Schliter., Cohen, L.: Phys. Rev. B11, 651 (1975)
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