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STATYSTYKA ELEKTRONOW W
KRYSZTALACH W ROWNOWADZE
TERMODYNAMICZNEJ — METALE



f(E)

Statystyka elektronow — klasyczny metal

W T # 0 rownowaga uktadu termodynamicznego (w warunkach V = const i
N = const) odpowiada minimum energii swobodnej Helmholtza F= U - TS,
a nie minimum U — obsadzane sg stany o wiekszych energiach.

Dla fermionow w rownowadze termodynamicznej — rozktad Fermiego-
Diraca: 1

ET)=—
J(E,T) E-p U — potencjat chemiczny lub
e kT _|_1 . .
poziom Fermiego
"""" 3kT
1.0 . O0<f(E)<1
T=0 e flu)=0,5

dla T = 0 — rozktad schodkowy
dla T # 0 — rozmycie rzedu 3 kT

1-f(E) — prawdopodobienstwo,
ze stan jest nieobsadzony

0.0




Statystyka elektronow — klasyczny metal

Pochodna rozktadu Fermiego-Diraca

wprowadzajac szk_T“ mamy f(x)= T
e
(_ df(X)j: e _ e — funkcja parzysta, dla ktoérej: j(— df(x)jdle
dx (e’“+1)2 (e"“+1)2 - dx

stad:

af 1,0

T—>0 ——— |=>0(E£ -
( dEj (E—p)

0.0




Statystyka elektronow — klasyczny metal

Srednie statystyczne wielkosci fizycznych zaleznych od energii elektronu.

. Niech A(E) bedzie jakas ekstensywng wielkoscig fizyczng zalezng od energii
elektronu.

4,(T) = [AEO)FEER.T)pk)dk = [ AE)f(E.T)p(E)dE

pasmo

jest usrednionym termodynamicznie catkowitym wktadem do wielkosci A
od wszystkich elektronow w pasmie;

w szczegolnosci koncentracja elektrondw w pasmie bedzie réwna (A = 1):

()= [ f(E.T)p(E)dE

pasmo
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Statystyka elektronow — klasyczny metal

Metale: u~5eV, poniewaz kT|;p ®25meV,to 7= % >> 1

— silnie zdegenerowany gaz elektronowy

Kolejne kroki prowadzqgce do wzoru opisujgcego A, (T) dla gazu
zdegenerowanego:

Wprowadzamy wielkos¢ G(E) = _[A p(E')dE' i otrzymujemy

4,(= | —fET)dE

pasmo

Catkujemy przez czesci i rozszerzamy granice catkowania po energii do oo:

A4, (1) =] G(E)( J j
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Statystyka elektronow — klasyczny metal

E—p
kT

Wprowadzamy nowg zmienng x =

W nowej zmiennej: 4 (1) = ]3 G(y+ka)(—gijdxz TG(,uankT)(—gijdx
X i X

_H
kT

Ze wzgledu na silng degeneracje istotny wktad do catki daje tylko obszar w

poblizu x=0 = rozwijamy funkcje G:

E = u+xkT

oG 1(0°G 2
G(u+xkT)=G(u)+| — | xkT +— YAT) +...
(4 +XKT) = G(p) (@E]f 2(8 Jx( )

E2
U

Korzystamy z parzystosci (— @j i ztego, ze

. »

© 2

_[ o ax="

e’ +1 12

0

A(E) p(E))

A (T) = TA(E) p(E)dE+ %z(kT)z{a(

OFE

|
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Statystyka elektronow — klasyczny metal

Podstawiajgc A =1 i zaktadajgc, ze n(T) = const mozna wyznaczy¢
zaleznos¢ poziomu Fermiego u od temperatury:

=g - ”_2(”)2{5(111 P(E))L

6 OE

Z kolei podstawiajgc A = E mozna wyznaczyC energie wewnetrzng gazu
elektronowego:

2
T 2
U(T) = Uy +~=(kT) p(p)
i, liczgc gestosc standw na poziomie Fermiego, elektronowe ciepto
molowe, ktore jest zredukowane o czynnik rzedu (k—Tj

Y7
w stosunku do przewidywan klasycznych 3/2 R:

2
Cel:ﬂ- R(ij
2 \u




STATYSTYKA ELEKTRONOW -
POLPRZEWODNIK NIEZDEGENEROWANY
| IZOLATOR



Statystyka elektrondw — potprzewodnik
niezdegenerowany i izolator

Jesli gaz elektronowy (dziurowy) nie jest silnie zdegenerowany, to w celu
policzenia A, ,(T) trzeba wykonywac catkowania bez przyblizen stosowanych
powyzej dla metali:

A, ()= [AE)f(E,T)p(E)dE

pasmo

Zaréwno A(E)jak i p(E) mozna rozwingd¢ na szereg:  f(E)=E“ -ian”
n=0

a wiec A,,,(T) bedzie sie wyrazato poprzez tzw. catki Fermiego-Diraca
(czasami definiowane bez funkcji I Eulera stojgcej przed catka):

1 5 g’
F‘ : d [ ] o - [ 4
] (77 ) rG+1) _([ exp (8 B 77) T £ catki Fermiego-Diraca

| tak na przyktad dla A = 1 oraz tréjwymiarowej gestosci stanow
parabolicznego pasma przewodnictwa: N
1 (2m )?
p(E) = 5 VE

2 2
7\ h




Statystyka elektronow — potprzewodnik

nlezdegenerowany | izolator
otrzymujemy (przy podstaw

k koncentracja elektronéw w
n(T) = _[ f(E,T)p(E)dE y ) funIfCJI Zreduk(?wan.ego
0 2 poziomu Fermiego i
N (T) = temperatury

Przypadek potprzewodnika, w ktorym zarowno gaz elektronow jak
i dziur sq dalekie od degeneracji

kT o
“-E, >> 1 ob——M— H
kT
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Statystyka elektrondw — potprzewodnik
niezdegenerowany i izolator

prawdopodobieristwo obsadzenia 1= 1
standéw przez elektrony: e E-u
e’ T +1
. dziury: 1
| przez dziury: fd :1_](; =
e T +1
, E _ EG
dla elektronéw: FE = 7G +E, dla dziur: FE = 5 E,
_ 1 1
]2 o Ec; E, u fd — E. E; u

e2kT kT kT‘|‘1 eZkT kT kT_|_1



Statystyka elektrondw — potprzewodnik

niezdegenerowany i izolator
u—FE

o Jesli —H >>1 | v >~ 1 , to:
kT kT
_Ee E, u Ee E; p
~ 2kT kT kT " 2kT kT kT rozktady Boltzmanna
Jome Ja=e

. po wykonaniu catkowan po energii ( j\/}exdx:*/_f):
0
3 3
2 2

* _EG * _EG
nzz[mekrjz = pzz[mdij =

2 7th? 27h?

—(E.—n) —(u-E,)

n=N/(T)-e * p=N,T)-e




Statystyka elektrondw — potprzewodnik

Przypadek samoistnyn=p=n.:

3

m;

* 2 -E,
m,m, kT

niezdegenerowany i izolator

3

/Jszsz°1n m*j n,=+n-p =7 27211;22 .e%
e
Koncentracja samoistna tvypowvch polprzewodnikow
Eg\T 77K 300K 1200K material
0,25eV 10° cm™ 10 em™ 10" ¢m™ InSb PbSe
leV - 10" em™ 10" em™ Ge, S1. GaAs
4eV - - 10" em™ ZnS, Si1C, GaN,

Zn0, C (diament)




Statystyka elektrondw — potprzewodnik
niezdegenerowany i izolator

np=3.10X 10275 exp(—0.785/ET).  (12)

TEMPERATURE IN DEGREES KELVIN
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Statystyka elektrondw — potprzewodnik
niezdegenerowany i izolator

np=3.10X 10275 exp(—0.785/ET).  (12)
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DOMIESZKI | DEFEKTY
W POLPRZEWODNIKACH



Domieszki i defekty

Defekty — odstepstwa od idealnej periodycznej struktury krysztatu

Klasyfikacja defektow:

. ze wzgledu na zawartosc obcych atomow: rodzime (niezawierajgce obcych
atomoéw) i niesamoistne (np. domieszki)

. ze wzgledu na wymiar:

- punktowe — luki (np. Vg,, Vo, W GaAs), atomy miedzyweztowe (np. Ga,), atomy
antypodstawieniowe (np. As w miejscu Ga: As._,), obce atomy podstawieniowe,
tzn. domieszki (np. Sig,)

— kompleksy defektow punktowych, np. pary Frenkla V,— A,
— liniowe (np. dyslokacje),

— defekty powierzchniowe (np. granice ziaren)

— defekty objetosciowe (np. wytracenia)
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Domieszki i defekty

. ze wzgledu na ich aktywnosc elektryczng: donory (ewentualnie wielokrotne
— np. As;, w GaAs jest podwdjnym donorem), akceptory, domieszki
izoelektronowe (np. N, w GaP czy C;; w krzemie)

. ze wzgledu na charakter (w szczegolnosci lokalizacje) funkcji falowej
elektronu zwigzanego przez defekt:

- plytkie (wodoropodobne, opisywane w przyblizeniu masy efektywnej,
gdzie potencjat wigzacy jest wolnozmienny — kulombowski) i
- glebokie

Te ostatnie mogg dawac stany zlokalizowane lezgce w przerwie
energetycznej, jak i stany rezonansowe, zdegenerowane z kontinuum
standw pasmowych, ale pomimo teqo majgce w duzym stopniu charakter
zlokalizowany — np. luki, domieszki metali przejsciowych, tzw. centra DX w
zwigzkach potprzewodnikowych A B, i A B, czy izoelektronowe domieszki
N w GaAs lub GaP. Potencjat wigzacy jest w duzym stopniu
krotkozasiegowy.
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Domieszki i defekty

Domieszki/defekty:

wprowadzajg stany zlokalizowane — zarowno w przerwie jak i stany
rezonansowe

determinujg wtasnosci elektryczne potprzewodnikow

mogg mie¢ bardzo powazny wptyw na niektére wtasnosci optyczne (np.
wydajnos¢ rekombinacji promienistej)

prowadza do powstawania obszardw tadunku przestrzennego (takze w

izolatorach)

mogg miec istotny, niepozadany wptyw na funkcjonowanie przyrzadow
potprzewodnikowych — np. dyslokacje



OBSADZENIE STANOW DOMIESZKOWYCH W
STANIE ROWNOWAGI TERMODYNAMICZNE)



Obsadzenie poziomdéw domieszkowych

,Obsadzanie” standw (nie tylko zlokalizowanych — domieszek czy defektow, ale
takze standw pasmowych) elektronami oznacza wymiane czgstek
(elektronow) pomiedzy rezerwuarem i rozwazanym poduktadem.

U

wielki zespof kanoniczny (poduktad wymienia czastki i energie z otoczeniem)

J

Prawdopodobienstwo termodynamiczne (nieunormowane) znalezienia
poduktadu w stanie j, w ktdrym znajduje sig n; czastek (elektronéw) i w ktorym
energia podukfadu wynosi E; (jest to catkowita energia, obejmujgca wszystkie

n; czastek): p - e_ﬂ(Ej_njﬂ)

1 : :
- U — potencjat chemiczny
J p kT

Suma statystyczna:

7 — ZPJ _ Ze_ﬁ(Ej_”jt”)
J J
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Obsadzenie poziomdéw domieszkowych

p - (E =N y)
Srednie statystyczne: Z A e

A)=-
< > Ze—ﬁ(Ej—njy)
J
elektron swobodny obsadzajacy (lub nie)

jednoelektronowy stan o danym ki danym spinie:

mozliwe 2 stany poduktadu:
n,=0; E;=0
n,=1; E,=E

srednia liczba czgstek poduktadu:
()=
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Obsadzenie poziomdéw domieszkowych

obsadzanie przez elektrony swobodne stanu

elektronowego o danym k (spin dowolny):

mozliwe 4 stany poduktadu:
n,=0; E,=0
n,=1; E,=E (spin T)
n,=1; E,=E (spin 1)
ny=2; E;=2E (spiny Tid)

Srednia liczba czgstek poduktadu:

(n)=

20.05.2025 Fizyka materii skondensowane;j i struktur pétprzewodnikowych - wyktad 8
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Obsadzenie poziomdéw domieszkowych

Poziomy domieszkowe/defektowe

stosunek prawdopodobienstw znalezienia domieszki/defektu z n+1
elektronami i z n elektronami: R

el LTI L g

- \\____\ {-/0) \<:¢'7/ .
., _ L. \ -
pn+1 — NI’H—I — J'nj_n+1 _ gl’H—l . e_ﬂ[(EnH_En )—y] (0]
= — — sl _
—-B|E, —n
D, N, Z o PlE—nu] g, )
king=n s ]
g(ll'. - i
Pt — Nn+1 _ Entl e—ﬂ[EnH/n—,U] “L eiel _
p— — . [ #4e) {+/4)
N 0z =
Py n En zapetnianie kolejnych - / .
2 :N - N pozioméw domieszkowych 0 1—./ 77777 7 %
n przy podnoszeniu poziomu velonce band ' '
iz Fermi ego ~ Fig. 15. Energy levels of interstitial 3d metals in silicon (ful lines), see

Table 3, compared with the results of X, caleulations of DeLeo et al.
[15] (broken lines)

N — koncentracja domieszek

E,.i | E, —najnizsze sposrod wszystkich energii £; poduktadu odpowiednio z
n+1 i n elektronami
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Obsadzenie poziomdéw domieszkowych

E n*1/n — tzw. energia poziomu domieszkowego/defektowego ,numerowana”
liczbami obsadzajgcych go elektrondw (stanami tadunkowymi) n+1in

d..; | 9, —tzw. degeneracje stanéw poduktadu z n+1 i n elektronami

Degeneracje g,,, i g, uwzgledniajq mozliwos¢ wystepowania wielu
roznych stanow poduktadu odpowiadajgcych tej samej liczbie czgstek (w tym
standw wzbudzonych):

— _ﬂgn,i
gn o an,O + Zan,i €
i=1,2,..

a, i O,; sy degeneracjami odpowiednio stanu podstawowego poduktadu z n
elektronami oraz stanow wzbudzonych z energiami wyzszymi od stanu
podstawowego o &, . (energie wzbudzen)

Tak definiowane degeneracje g, na ogot zalezq od temperatury
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Obsadzenie poziomdéw domieszkowych

prosty donor (pomijamy stany wzbudzone):

. stan fadunkowy (+) realizowany na 1 sposob: g, =1
. stan tadunkowy (0) realizowany na 2 sposoby (spin T lub {): gy =2
J energia poziomu donorowego £ %* = E,,
. koncentracja donorow N,

Po _ 8o ,AEs-p) p.+p, =1

P, 84 U

< > 1 1 prawdopodobienstwo
p ={(n)= = °
0 {4 8 plEsn) 1+1. S(E, ) obsadzenia stanu
5 € donorowego
8o
N

n,= d

koncentracja obsadzonych donorow

1 B(E;—p)
1+ —-¢ # (donorow neutralnych)
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Obsadzenie poziomow domieszkowych

Rownanie neutralnosci krysztatu |- przyktad: koncentracja

nosnikow w niezdegenerowanym potprzewodniku niesamoistnym

Np — koncentracja donorow

N, — koncentracja akceptoréw

N9, — koncentracja neutralnych donoréw
NO, — koncentracja neutralnych akceptoréow

n — koncentracja elektronéw w pasmie
przewodnictwa

p — koncentracja dziur w pasmie walencyjnym

Rownanie neutralnosci krysztatu
(bilans tadunkow ujemnych i dodatnich):

n+(N,—NO%)=p+(Ny—NO)
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