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Statystyka elektronów – klasyczny metal
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• W T  0 równowaga układu termodynamicznego (w warunkach V = const i 
N = const) odpowiada minimum energii swobodnej Helmholtza F = U – TS, 
a nie minimum U – obsadzane są stany o większych energiach.

• Dla fermionów w równowadze termodynamicznej – rozkład Fermiego-
Diraca:

µ – potencjał chemiczny lub
poziom Fermiego 

µ

• 0 < f(E) < 1

• f(µ) = 0,5

• dla T = 0 – rozkład schodkowy

• dla T  0 – rozmycie rzędu 3 kT

• 1–f(E) – prawdopodobieństwo,
że stan jest nieobsadzony
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• Pochodna rozkładu Fermiego-Diraca

wprowadzając mamy

– funkcja parzysta, dla której:

stąd:
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• Niech A(E) będzie jakąś ekstensywną wielkością fizyczną zależną od energii 
elektronu.

jest uśrednionym termodynamicznie całkowitym wkładem do wielkości A 
od wszystkich elektronów w paśmie; 

w szczególności koncentracja elektronów w paśmie będzie równa (A = 1):

Średnie statystyczne wielkości fizycznych zależnych od energii elektronu.
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Metale: µ  5 eV; ponieważ  kT|300K  25 meV, to

 silnie zdegenerowany gaz elektronowy

1=
kT




Kolejne kroki prowadzące do wzoru opisującego Atot(T)  dla gazu 
zdegenerowanego:

1. Wprowadzamy wielkość i otrzymujemy

2. Całkujemy przez części i rozszerzamy granicę całkowania po energii do :
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3. Wprowadzamy nową zmienną

4. W nowej zmiennej:

5. Ze względu na silną degenerację istotny wkład do całki daje tylko obszar w 
pobliżu  x = 0    rozwijamy funkcję G:

6. Korzystamy z parzystości i z tego, że
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7. Podstawiając A = 1  i zakładając, że n(T) = const można wyznaczyć 
zależność poziomu Fermiego µ od temperatury:

8. Z kolei podstawiając A = E można wyznaczyć energię wewnętrzną gazu 
elektronowego:

i, licząc gęstość stanów na poziomie Fermiego, elektronowe ciepło

molowe, które jest zredukowane o czynnik rzędu 

w stosunku do przewidywań klasycznych  3/2 R:
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STATYSTYKA ELEKTRONÓW –
PÓŁPRZEWODNIK NIEZDEGENEROWANY 
I IZOLATOR
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Statystyka elektronów – półprzewodnik 
niezdegenerowany i izolator
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• Jeśli  gaz elektronowy (dziurowy) nie jest silnie zdegenerowany, to w celu 
policzenia Atot(T) trzeba wykonywać całkowania bez przybliżeń stosowanych 
powyżej dla metali:

• Zarówno           jak i            można rozwinąć na szereg:

a więc Atot(T) będzie się wyrażało poprzez tzw. całki Fermiego-Diraca
(czasami definiowane bez funkcji Γ Eulera stojącej przed całką):

• I tak na przykład dla A = 1 oraz trójwymiarowej gęstości stanów 
parabolicznego pasma przewodnictwa: 
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otrzymujemy (przy podstawieniu             ) :

Przypadek półprzewodnika, w którym zarówno gaz elektronów jak 
i dziur są dalekie od degeneracji
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koncentracja elektronów w 
funkcji zredukowanego 
poziomu Fermiego i 
temperatury
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• prawdopodobieństwo obsadzenia 
stanów przez elektrony:

i przez dziury:

• dla elektronów: dla dziur:
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• Jeśli i , to:

• po wykonaniu całkowań po energii (                           ):
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• Przypadek samoistny n = p = ns :
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DOMIESZKI I DEFEKTY 
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Domieszki i defekty
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Defekty – odstępstwa od idealnej periodycznej struktury kryształu

Klasyfikacja defektów:

• ze względu na zawartość obcych atomów: rodzime (niezawierające obcych 
atomów) i niesamoistne (np. domieszki)

• ze względu na wymiar: 

– punktowe – luki (np. VGa, VAs w GaAs), atomy międzywęzłowe (np. Gai), atomy 
antypodstawieniowe (np. As w miejscu Ga: AsGa), obce atomy podstawieniowe, 
tzn. domieszki (np. SiGa)

– kompleksy defektów punktowych, np. pary Frenkla VA– Ai

– liniowe (np. dyslokacje), 

– defekty powierzchniowe (np. granice ziaren)

– defekty objętościowe (np. wytrącenia)
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• ze względu na ich aktywność elektryczną: donory (ewentualnie wielokrotne 
– np. AsGa w GaAs jest podwójnym donorem), akceptory, domieszki 
izoelektronowe (np. NP w GaP czy CSi w krzemie)

• ze względu na charakter (w szczególności lokalizację) funkcji falowej 
elektronu związanego przez defekt:  

- płytkie (wodoropodobne, opisywane w przybliżeniu masy efektywnej, 
gdzie potencjał wiążący jest wolnozmienny – kulombowski)  i 

- głębokie

Te ostatnie mogą dawać stany zlokalizowane leżące w przerwie 
energetycznej, jak i stany rezonansowe, zdegenerowane z kontinuum 
stanów pasmowych, ale pomimo tego mające w dużym stopniu charakter 
zlokalizowany – np. luki, domieszki metali przejściowych, tzw. centra DX w 
związkach półprzewodnikowych AIIBVI i AIIIBV czy izoelektronowe domieszki 
N w GaAs lub GaP. Potencjał wiążący jest w dużym stopniu 
krótkozasięgowy.
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Domieszki/defekty:

• wprowadzają stany zlokalizowane – zarówno w przerwie jak i stany 
rezonansowe

• determinują własności elektryczne półprzewodników

• mogą mieć bardzo poważny wpływ na niektóre własności optyczne (np. 
wydajność rekombinacji promienistej)

• prowadzą do powstawania obszarów ładunku przestrzennego (także w 
izolatorach)

• mogą mieć istotny, niepożądany wpływ na funkcjonowanie przyrządów 
półprzewodnikowych – np. dyslokacje



OBSADZENIE STANÓW DOMIESZKOWYCH W 
STANIE RÓWNOWAGI TERMODYNAMICZNEJ
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Obsadzenie poziomów domieszkowych

„Obsadzanie” stanów (nie tylko zlokalizowanych – domieszek czy defektów, ale 
także stanów pasmowych) elektronami oznacza wymianę cząstek 
(elektronów) pomiędzy rezerwuarem i rozważanym podukładem. 

wielki zespół kanoniczny (podukład wymienia cząstki i energię z otoczeniem)

Prawdopodobieństwo termodynamiczne (nieunormowane) znalezienia 
podukładu w stanie j, w którym znajduje się nj cząstek (elektronów) i w którym 
energia podukładu wynosi Ej (jest to całkowita energia, obejmująca wszystkie 
nj cząstek):

Suma statystyczna:
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µ – potencjał chemiczny
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Obsadzenie poziomów domieszkowych

Średnie statystyczne:
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Przykład 1 – elektron swobodny obsadzający (lub nie) 
jednoelektronowy stan o danym k i danym spinie: 

możliwe 2 stany podukładu:

n0 = 0;  E0 = 0

n1 = 1;  E1 = E

średnia liczba cząstek podukładu:

rozkład 
Fermiego-Diraca
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Obsadzenie poziomów domieszkowych

Przykład 2 – obsadzanie przez elektrony swobodne stanu 
elektronowego o danym k (spin dowolny): 

możliwe 4 stany podukładu:

n0 = 0;  E0 = 0

n1 = 1;  E1 = E (spin )

n2 = 1;  E2 = E (spin )

n3 = 2;  E3 = 2E (spiny  i )

średnia liczba cząstek podukładu:
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Obsadzenie poziomów domieszkowych
Poziomy domieszkowe/defektowe 

stosunek prawdopodobieństw znalezienia domieszki/defektu z n+1
elektronami i z n elektronami:

N – koncentracja domieszek

En+1 i  En – najniższe spośród wszystkich energii Ej podukładu odpowiednio z 
n+1 i  n elektronami 

zapełnianie kolejnych 

poziomów domieszkowych 
przy podnoszeniu poziomu 
Fermiego 
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Obsadzenie poziomów domieszkowych

E n+1/n – tzw. energia poziomu domieszkowego/defektowego „numerowana” 
liczbami obsadzających go elektronów (stanami ładunkowymi) n+1 i n

gn+1 i  gn – tzw. degeneracje stanów podukładu z n+1  i  n elektronami

Degeneracje  gn+1 i  gn uwzględniają możliwość występowania wielu 
różnych stanów podukładu odpowiadających tej samej liczbie cząstek (w tym 
stanów wzbudzonych):

i           są degeneracjami odpowiednio stanu podstawowego podukładu z n
elektronami oraz stanów wzbudzonych z energiami wyższymi od stanu 
podstawowego o (energie wzbudzeń) 

Tak definiowane degeneracje gn na ogół zależą od temperatury
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Obsadzenie poziomów domieszkowych
Przykład – prosty donor (pomijamy stany wzbudzone): 

• stan ładunkowy (+) realizowany na 1 sposób:        g+ = 1

• stan ładunkowy (0) realizowany na 2 sposoby (spin  lub ):    g0 = 2

• energia poziomu donorowego E 0/+ = Ed

• koncentracja donorów Nd
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Obsadzenie poziomów domieszkowych
Równanie neutralności kryształu – przykład: koncentracja 

nośników w niezdegenerowanym półprzewodniku niesamoistnym  

µ

ND – koncentracja donorów 

NA – koncentracja akceptorów

N0
D – koncentracja neutralnych donorów 

N0
A – koncentracja neutralnych akceptorów

n – koncentracja elektronów w paśmie 
przewodnictwa  

p – koncentracja dziur w paśmie walencyjnym

Równanie neutralności kryształu 
(bilans ładunków ujemnych i dodatnich):

n + (NA – N0
A) = p + (ND – N0

D)


