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Wtasnosci sprezyste ciat statych —
liniowa teoria sprezystosci

Liniowa teoria sprezystosci (prawo Hooke’a)

. Tensory naprezen i odksztatcen sg powigzanie relacjami liniowymi (stosujemy
konwencje sumowania po powtarzajgcych sie wskaznikach):

Ex1 =S40y lub: 04 = Gy

gdzie Sy i Cy; s tensorami 4 rzgdu — odpowiednio: tensor podatnosci
sprezystej i tensor sztywnosci sprezystej (tensor modutow sprezystosci)

Poniewaz 0j; i €;; s3 symetryczne, to: Crj

= Clkij = Cklji (pOdObnie dla Sk/I:/')

Z3danie jednoznacznosci gestosci energii sprezystej:

1C EE

Uu=—=C,. . : : ...

o kTR : Cuij 1 Swij Majq co najwyzej po
prowadzi do: Cklij _ Cijkl 21 niezaleznych wspofczynnikow
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Wtasnosci sprezyste ciat statych —
macierze sprezystosci

. Stosujgc konsekwentnie notacje Voigta otrzymujemy:
& :Sijaj oF :Cz’jgj

gdzie O; i €; s3 6-wymiarowymi wektorami odpowiednio naprgzen i
odksztatcen, zas S,-j i C,-j sg macierzami 6x6 odpowiednio wspotczynnikow
podatnosci sprezystej i modutdw sprezystosci (wspotczynnikow sztywnosci)

. Macierze sprezystosci S,-j i C,j:
struktura kubiczna (3) struktura heksagonalna (5) ciato izotropowe (2)
@ . s = . s
Syl RI L
® + + - Q-\;
wspotczynniki jednakowe zera rowne odpowiednio 2(S,,-S;,) lub %(C,,-C;,)
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Wtasnosci sprezyste ciat statych —

macierze sprezystosci

W ogdlnosci wspotczynniki macierzy S,-j i C,-j mozna wyrazi¢ przez siebie
poprzez odwrdcenie macierzy

Dla struktury regularnej:

/-

C, =S,

¢, -C,= (Sn -8, )_1

\Cll +2C, = (Sn +25, )_1

Scisliwosé dla struktury reqularnej. Cidnienie hydrostatyczne:

11.06.2025

(S, +28S,, |
S, +28,
S, +28,

p—

AV
7 =—p-3(5,, +25,,)

scisliwosc:

K:_l‘ or =3(5,, +25,)
V-\odp ),

modut sprezystosci objetosciowe;j:

B=k"'= %(Su "'25112)_1
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Wtasnosci sprezyste ciat statych —
macierze sprezystosci

Modut Younga E i wspofczynnik Poissona v dla struktury regularnej.
Naprezenie osiowe:

o — Sy = B _ O,
0 S, gl_al'Sn_E
0 S

o, = =0, E,=&=0,"8,=-V"-&

0 0
0 0 U

_O_ L O ]

modut Younga: wspotczynnik Poissona:
Sy Sy
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Wtasnosci sprezyste ciat statych —

macierze sprezystosci

. Moduf scinania G dla struktury reqularnej. Naprezenie Scinajace:
0] 0
o]
0 = 0 p—— =05, ===
0 B 0
%=1 =% modut $cinania:
0 0
G=—
| 06 _ | S|
struktura regularna:
1 S 1
E=— | v=-202 | poyilg yogyro £ G=—
Si Sh 3 3(1-2v) Sy
ciato izotropowe:
1 S E
E=-— v=-—% B:K_lzl(Su"'lez)_l: £ -
AW S, 3 3(1-2v) 2(1+v)
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W1tasnosci sprezyste ciat statych

Cisnienia hydrostatyczne:

Zzmieniajg strukture pasmowag (energie standw, a wiec np. przerwy
energetyczne, masy efektywne etc.)

Naprezenia osiowe, planarne etc.:

mogg zmienia¢ symetrie, co prowadzi do rozszczepien standéw
zdegenerowanych (np. pasm walencyjnych w strukturze diamentu i blendy
cynkowej, bocznych minimdéw pasm przewodnictwa, stanow
domieszkowych etc. etc.)

Potencjaf deformacyjny:

Zmiana energii\danego stanu pod wptywem deformacji jest w przyblizeniu
liniowym proporcjonalna do deformacji, np. zmiana energii ekstremum
pasma pod wptywem deformacji zmieniajgcej objetosc:

oF . (5;) podobnie dla innych deformacji, w

tym Scinajacych
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Wtasnosci sprezyste ciat statych
— efekt piezoelektryczny

W krysztatach bez srodka inwersji naprezenia prowadzq do zjawisk
piezoelektrycznych:

D. : c. E. D — wektor indukcji elektrycznej
i j —
FE —wektor natezenia pola elektr.
Przyczynek od efektu piezoelektrycznego €,;— tensor przenikalnosci elektr.

W notacji Voigta dla krysztatu
o strukturze wurcytu: -

O,
— - _ - 0'2 — - -
D, 0 0 0 0 ds 0 e, 0 O][E
O
D,|={0 0 0 d, 0 0| |+]0 e, 0]|E,
o)
D| |d, d, ds 0 0 O|] *| |0 0 e,]|E
5] L Il | L | s

Macierz wspotczynnikdw piezoelektrycznych
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FALE SPREZYSTE W OSRODKACH
CIAGLYCH



Fale sprezyste w osrodkach ciggtych

Sprobujmy napisac¢ rownanie ruchu dla kostki o wymiarach Ax-Ay-Az

objetosé Ax Ay Az

0. (%)

o, (x+ Ax)

N o
\
\ P
\ -
Y /’
\ S
\ &
\ i
AN ”
-
27\
\
N,
\
\
\
\

x-owa sktadowa sity dziatajgcej na powierzchnie prostopadte do osi x:

Fo=lo (a0 -0, (0] avaz = 2= axay oz
X
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Fale sprezyste w osrodkach ciggtych

. analogicznie mozna napisac dla x-owych sktadowych sit dziatajgcych na
pozostafe powierzchnie, co prowadzi do wyrazenia na x-owg sktadowa
sity wypadkowe;j: "

F (aaxx (x) (00,,(x) 90 (x)
Ox oy Oz

]-AxAyAz

. Réwnanie ruchu na x-owgsktadowa wektora wychylenia #(7,t)
p 62“)(? a(Tx)c 1 aa}’x 4+ agzx toéé
= p — gestosc
ot Ox oy Oz
. Sktadowe tensora napre;ier'\O'l.j , W ramach liniowej teorii sprezystosci

daja sie wyrazi¢ przez sktadowe tensora odksztatcen gl.j(ktc')re z kolei sg
odpowiednimi pochodnymi wychylen u)):

1| ou, Ou,
£, =— +
) Ox; Ox,

1

oraz macierz wspotczynnikow sztywnosci C;;
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Fale sprezyste w osrodkach ciggtych

Dla réznych krysztatéw otrzymane wzory bedg sie roznity; dla krysztafu
kubicznego otrzymuje sie:

0’u o’u o’u. 0Ou o’u, 0
—==C,—=+C L4 —X \+(C,, +C .
e T “4( o 822] (G M)[ﬁxay Gxﬁz)

0’ 0’ 0’ 0’ 2 2
0 Yoc —My+C44 u2y+ uzy +(C, +C,,) Ou, O,
y Ox oz Ox0y 0yoOz

O0%u o0%u o'u.  0u o*u  Ou
= =C =+ C t+—= |+(C,+C L4 —
P 11 44( ] ( 12 44)[8)652 ﬁyﬁzj

sq to klasyczne rownania falowe
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Fale sprezyste w osrodkach ciggtych

Fale rozchodzqce sig w kierunku [100]:  # (¥ ,t) = i, &'

U
Cll

0’u 0’u : : : , . _
p—>==C,, —=* — fala podtuzna poruszajgca sie z predkoscia v, = |—
A & A\ p
82uy B quy
£ orr M ox? | — 2 zdegenerowane fale poprzeczne poruszajace sig z

o’u Ou. predkoscia

Z:C
P "4 a2 .
_ 44

\ o

predkosc¢ fal poprzecznych jest mniejsza
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Fale sprezyste w osrodkach ciggtych

o Fale rozchodzqce si¢ w kierunku [110]:  u(7,t) =u,e V2 V2
U — fala podtuzna poruszajgca sie z
o0’u o0’u 0’u azuy | s C11 + C12 + 2C'44
—=C,,—5" — dk =
P 81‘2 C11 8)62 +C44 2 +(C12 +C44)8x8y Predkosciq v 2,0
S —
2 2 2 17
pa u . &u, o Ou, (CosC) &, oraz faIaT popr.zecznadlitol||.[1 10]
Ea ”—8)/2 “ o2 T ey | poruszajgca sie z predkoscig
a2uz _ C aZuZ s aZuZ VIJ_ — \/M
Por =4 et T o 2p
fala poprzeczna u, ||[001] poruszajaca
Wyznaczenie 3 predkosci fal sie z predkoscia
rozchodzgcych sie w kierunku v = Cy
21 T4

[110] umozliwia wyznaczenie
wszystkich wspotczynnikow C;;
14
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Fale sprezyste w osrodkach ciggtych

A\ T I 4
Vi)
5 T /% T
L
Nk

» T
/K
fala w kierunku [100] fala w kierunku [110] fala w kierunku [111]
L:Cll Lé— (C“+C12+2C44) L:*;T(C]1+2C‘12+4C44)
T:C‘M Tl '.C44 T:%(CH—C12+C44)
Tg:%(C“—Cl;_)

Rys. 20. Efektywne moduly sprezystosci dla trzech rodzajéw fal sprezystych, rozchodzacych sig
wzdtuz trzech gléwnych kierunkéw w krysztale o strukturze regularnej. Dwie fale poprzeczne,
ktére rozchodza si¢ w kierunkach [100] i [111], sa zdegenerowane

Ch. Kittel, ,Wstep do fizyki ciata statego”
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Fale sprezyste w osrodkach ciggtych

. Dla kazdego kierunku rozchodzenia sie fali (wersora propagacji) istnieja 3
rodzaje fal — 1 ,,podtuzna” i 2 ,,poprzeczne” z klasycznymi (liniowymi)
relacjami dyspersyjnymi

. W ogdlnosci wszystkie te fale majg rozne predkosci

. Czasami fale poprzeczne sg zdegenerowane (tzn. maja te same predkosci, a
wiec i takie same relacje dyspersyjne)

. Dla dowolnego kierunku propagacji fale nie sg ani scisle podfuzne, ani
scisle poprzeczne
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FONONY
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Drgania sieci krystalicznej, fonony

Fonony

1.  3rNdrgan normalnych = 3rN jednowymiarowych oscylatorow
harmonicznych

2. kwantowanie oscylatoréow = oscylatory ,numerowane” numerem gatezi s
(jest ich 3r) oraz wektorem falowym ¢:

Esc :(nsZI +1/2)hﬁ)s(é)

o

3. kwant wzbudzenia danego oscylatora nazywamy fononem (kwaziczastka).
Stan kwantowy fononu opisujg liczby kwantowe s i g. Dowolnie duzo
fonondw moze obsadzac ten sam stan kwantowy (bo dany oscylator moze
by¢ w dowolnie wysokim stanie kwantowym) = fonon jest bozonem:

E;= hao,(q) — energia fononu

h é — kwaziped fononu
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Drgania sieci krystalicznej, fonony

4.  wrownowadze z termostatem o temperaturze T obsadzenie stanu
fononowego (Srednia liczba fononéw w danym stanie fononowym):

) = | . kT w wysokich temperaturach liczba
<nsq( )> T hoy(g) T—wo B (—») X fonondw jest proporcjonalna do
e kT —1 S q temperatury
5. gestos¢ stanow fononowych w przestrzeni wektora g (patrz gestos¢ stanow
elektronowych!) jest stata i wynosi (3D):
~ 1

pq)=T—
(27)

6. w krysztale z bazg sktadajgcg sie z r atoméw mamy 3 gatezie fononow
akustycznych, dla ktérych w(g=0) =0 (1 ,,podtuznych” LA i2
,poprzecznych” TA) oraz 3r-3 gatezi fonondw optycznych, dla ktérych
w(g=0) # 0 (r-1 ,podtuznych” LO i2r-2, poprzecznych” TO)
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10.

Drgania sieci krystalicznej, fonony

fonony akustyczne wq =0 odpowiadajg drganiom wszystkich r atomow bazy
w zgodnych fazach (brak momentu dipolowego zwigzanego z drganiami); w
przypadku fonondw optycznych, jesli atomy bazy nie sg jednakowe, takie
momenty dipolowe sie pojawiajg — mozliwe sprzezenie z falg
elektromagnetyczng: dla krysztatow jonowych silna absorpcja dla czestosci
odpowiadajgcych fononom optycznym (Reststrahlen)

w ogdlnosci (dla dowolnego ¢) ani gatezie ,poprzeczne” ani ,,podtuzne” nie
odpowiadajg scisle drganiom poprzecznym i podtuznym (patrz fale sprezyste
w osrodkach ciggtych!)

w przyblizeniu harmonicznym fonony sq kwaziczgstkami catkowicie ze
sobqg nieoddziatujgcymi

wyjscie poza przyblizenie harmoniczne pozwala np. zrozumiec :
skad sie bierze rozszerzalnosé termiczna
dlaczego (fononowe) przewodnictwo cieplne jest skonczone...
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Drgania sieci krystalicznej, fonony

Aluminium, r = 1 (tylko fonony akustyczne)

0
THz2 | % [o0g)

1THz =~ 4 meV

tak jak to byto przewidziane przez model osrodka ciggtego

R. Stedman, G. Nilsson, Physical Review 145, 492 (1966)
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Drgania sieci krystalicznej, fonony

Krzem Si, r=2 W, H = Wy

[£E0]
Qﬂ —— e ————— B — ..__...-,,i__... S
1THz =4 meV

15 |

00 02 04 0

g

0.8 1.0 0.8

E
2

J. Kulda et al., Physical Review B 50, 13347 (1994)
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Drgania sieci krystalicznej, fonony
GaAs,r=2

W > Wrg

o~ 300}

200 2R V“’

—
o
o

Frequency (cm

0

8cmlx1meV

P. Giannozzi et al., Physical Review B 43, 7231 (1991)
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Drgania sieci krystalicznej, fonony
NaCl, r=2

\"-1/) a)LO > a)TO

0od 00Tl - P00 (555

G. Raunio et al., Physical Review 178, 1496 (1969)
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Drgania sieci krystalicznej, fonony
GaN (wurcyt), r=4

r K M r A
800 | I I | 1 I ] 1 I | I |
E,(LO & (LO) ]
700 1 1+ 2
< 1 1 ;
600 _Q\ 1e :
— I \D\\ ,
1 i 500 I ] E.[TO) 3
8cm*=1meV c 1 A(TO) ]
o - -
400 ¥ .
5 1 B, :
"_._,\_\__‘___’_’__'.’-' _'
2 300 _—7 ]
T 1 ]
200 ! 8
2 E
100
1 | 1 1 1 1 1 1 1 | | 1

0
0 010203040504030201 0 0102030405

1/2
q, (rl.u.) 37 q,(rlu.) q, (rl.u.)
T. Ruf et al., Physical Review Letters 86, 906 (2001)
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Drgania sieci krystalicznej, fonony

Relacja Lyddane’a—Sachsa—Tellera

g(0) gdzie £(0) i &(0) s3 niskoczestosciowy i
=—F wysokoczestosciowg statg dielektryczna

2
£(0)  wy,

Jedna z ,dynamicznych” definicji tadunku efektywnego —
efektywny, poprzeczny tadunek Borna:

. £ . )
e =y, O—'U[E(O) - 8(00)] gdzie u JeS’F masa.zredukowanq, a,N
koncentracja drgajacych par atoméw

Czym bardziej spolaryzowane wigzanie pomiedzy
atomami, tym wieksza roznica pomiedzy @, ., i @y,
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Fale sprezyste w osrodkach ciggtych

Dla réznych krysztatéw otrzymane wzory bedg sie roznity; dla krysztafu
kubicznego otrzymuje sie:

0’u o’u o’u. 0Ou o’u, 0
—==C,—=+C L4 —X \+(C,, +C .
e T “4( o 822] (G M)[ﬁxay Gxﬁz)

0’ 0’ 0’ 0’ 2 2
0 Yoc —My+C44 u2y+ uzy +(C, +C,,) Ou, O,
y Ox oz Ox0y 0yoOz

O0%u o0%u o'u.  0u o*u  Ou
= =C =+ C t+—= |+(C,+C L4 —
P 11 44( ] ( 12 44)[8)652 ﬁyﬁzj

sq to klasyczne rownania falowe
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