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ROWNANIE K-P,
TENSOR MASY EFEKTYWNE)



Rownanie k-p

e  FunkcjaBlocha @, ;(F)=u . (F)- eXP(ilg ' 77) jest dobrym
rozwigzaniem jednoelektronowego rownania Schrodingera z
periodycznym potencjatem: KA ~ ~ . ~

(_ P, i (F)=E,(k)- P i ()

. Po podstawieniu postaci funkcji Blocha i skréceniu przez czynnik exp(i/_é : 77’)
otrzymujemy:
2712
H.u (r)=|- nA Ek p+V(r) u (r) En(k)—h k u (r)=£E',(k)u .(r)
" 2m m 2m n, n,
. Jest to tzw. rownanie k-p. Czesto wykorzystywane jest ono do

obliczenn metodami rachunku zaburzen energii i funkgji falowych
stanow odpowiadajgcych k # ko, jesli znamy rozwigzaniaw k = k,:

Hkounlgo(r)z( Z$+21€0 ];+V(r)ju c () =E, (k) u, ;. (F)



Rownanie k-p

«  petny hamiltonian: H u (F)=\H_ +H')u_ (F)=E', (k)-u_ ()

0

. Zaburzenie: gv:%(E—EO).I%

. Funkcji U, ¢ (7) | energii E' (l_€) poszukujemy w ramach rachunku
zaburzen (odpowiednio — dla stanéw niezdegenerowanych lub

zdegenerowanych)

blisko lezagce pasma /

5~ InSh
I;
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Rownanie k-p

—

. Jedli k,=0 i E (k=0) - niezdegenerowany, to:

_ 2712 H'
B =E,0)+ iy
om 2 E 0 -E©)

gdzie:
H', = [u, o<r>H'um<r)dr———k [, WV, (P,

—

. H' , jestliniowa funkcja £k

U

1"V

gty
i=l j=I
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Tensor masy efektywne;

. jesliw k=0 jest ekstremum E, (lg) , to cztony liniowe znikaja i:

. hlk k.
E,(B)~E,0)+3) - .
i, i),

gdzie: no(’”)

N LT T
( ] 2

l ]

m m2 l#n En(O)_El(O)

jest tensorem odwrotnosci masy efektywnej.
. Jest to tensor symetryczny. Po sprowadzeniu do osi gtownych:

ki ks ks j

m, - m, ny

En<l€’>zEn<0>+h22 [

. mf, m;, m; — masy efektywne dla kierunkdow osi gtownych
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Tensor masy efektywne;

elipsoida statej energii:

2 2 2 2
E (k) :EH(O)Jrh2 (kl* + b + ki]zconst

ES
mm, ny

w krysztale kubicznym, izotropowym w punkcie G masa efektywna
jest skalarem:
- 2k2
E (k)=E,(0)+——=
2m

w krysztale osiowym (np. GaN) w punkcie G masa efektywna nie jest
skalarem:

2 2 2 2
E, (K)=E,(0)+ hz ["1 thy "1}

m, mH



. W ogdlnosci energia elektronu jest funkcja sktadowych wektora

Tensor masy efektywne;

falowego k =(k, k,, k;)

. W zaleznosci  E, (lg) wystepujg cztony wyzszych rzedow w k; ,

(wyzsze rzedy rachunku zaburzen), poza tym powierzchnie statej
energii mogag byc¢ bardzo skomplikowane:

pasmo

nieparaboliczne

2020-04-07

EJL

n

Przykladowa zalezno$¢ energii stanéw
pasma n od wektora falowego k.

K

Przykladowe powierzchnie stalej energii w
dwuwymiarowe] przestrzeni k.
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WARUNKI PERIODYCZNOSCI
BORNA-KARMANA



Warunki periodycznosci Borna-Karmana

. krysztaty sg skorniczonych rozmiarow — mozna wprowadzi¢ warunki
brzegowe znikania funkcji falowej na brzegach krysztatu

. prowadzi to jednak do tego, ze wszystkie fale (elektronowe,
sieciowe etc.) bedg stojgce, co w wielu wypadkach utrudnia opis

. poniewaz w krysztatach makroskopowych drogi swobodne
elektrondw sg duzo mniejsze niz rozmiary krysztatow,
najwygodniejszym rozwigzaniem jest przyjecie tzw. warunkow
periodycznosci Borna-Karmana:

W(F+N,a,)=Y(F); j=1,23

gdzie . sa wektorami sieci Bravais, a Nj duzymi liczbami
catkowitymi, takimize N .= [, . jestrzedu rozmiaru catego
krysztatu 7 ’



Warunki periodycznosci Borna-Karmana

. w przypadku funkcji Blocha mamy:
p(F+N,d)=u.(F+N,a,) explk-(F+N,a)|=
=u_ (F)-exp(il;-F)-eXp(ileg-Eij)

. zadanie, aby eXp(iN].l; - Zij )= 1

prowadzi do:
- n — % n — % n — %
k=—a, +—=a, +——a, n,n,,n, €Z
N, N, N
. dozwolone wektory falowe k stanowia dyskretng sieé¢ punktéw

rownomiernie roztozong w przestrzeni wektora falowego; komaorke
elementarng sieci odwrotnej (strefe Brillouina) wypetnia

N,-N, N,
takich punktow. Tyle tez bedzie stanow w kazdym pasmie.
N,,N,, N, mogg byC rozne, ale najczesciej przyjmujemy takie same
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Struktura pasmowa stanow elektronowych

GESTOSC STANOW ELEKTRONOWYCH
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Gestosc standw w przestrzeni odwrotne;

. Warunki periodycznosci Borna-Karmana prowadzg do:
g n — % n — % n — %
k=—a, +—ad, +——a, n,n,,n, €_Z
N1 Nz N3
. dozwolone wektory falowe k stanowiag dyskretng siec punktow

rownomiernie rozfozonqg w przestrzeni wektora falowego; komorke
elementarng sieci odwrotnej (strefe Brillouina) wypetnia

N,-N,-N,
takich punktéw. Tyle tez bedzie stanow w kazdym pasmie.
N,,N,,N; mogg byc rozne, ale najczesciej przyjmujemy takie same

. Gestosc stanow w przestrzeni wektora falowego bed:zie stafa:
py () = 2 :
4 * gdzie V, — objetos¢ komorki

Va

€ elementarnej sieci odwrotne;j
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Gestosc standw w przestrzeni odwrotne;

* % % % 272'3 _ _ _ _ R N
Va =a, -(a, ><613)=(V—3)(a2 ><a3)-[(az3 xa, )x(a, xaz)]:

el

(azx%)'{al [(53 xﬁl)-ﬁz]—c_iz[(c_i °c_il]}:

Va
(27) (27) przy wykorzystaniu wzoru:
— 2 B - & ystanit oru:
= Ve? I/el_ Vel AX(BXC):B(AC)_C(A'B)
- N, :N,-N 1
Gestos$¢ stanow: o, (k)= LN My

(272_)3 (27[)3 crystal

Gestos¢ stanow w przestrzeni wektora falowego liczona na jednostke
objetosci krysztatu (bez uwzglednienia mozliwosci obsadzenia kazdego
stanu przez 2 elektrony o przeciwnych spinach), dla n-wymiarowe;
przestrzeni wektora falowego (n=1, 2, 3):

l‘(’ . 1 x2 w przypadku uwzglednienia
'0”( ) - (272')" degeneracji spinowej
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Gestosc standw w przestrzeni odwrotne;

Gestosc standw w przestrzeni energii:
E+dE

p(EYIE= [ pk)dV
prostopadty do powierzchni

- ~ E - —
o dE = (VkE(k)). dk = ‘VkE(k statej energii

element powierzchni

IS
—

o dVl}' 9 kL statej energii
E+dE
— d
+ pE)E= [p(k)dV, = : - % g
E (27Z-) E(l;):const VkE(k)‘
. obszary, w ktorych:
VkE(];)‘ ~0 daja istotny wktad do  p(£)

— osobliwosci van Hove
L. van Hove, Physical Review 89, 1189 (1953)
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Gestosc standw w przestrzeni odwrotne;

Gestosc standw w przestrzeni energii:
E+dE

N = p(E)dE = j p(k)dV.




Gestosc standw w przestrzeni odwrotne;

Gestosc standw w przestrzeni energii:
E+dE

N = p(E)dE= [ p(k)dV,
prostopadty do powierzchni

- ~ E - —
° dE = (VkE(k)). dk = ‘VkE(k statej energii
¢
(-4
dy
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Gestosc standw w przestrzeni odwrotne;

Gestosc standw w przestrzeni energii:
E+dE

p(EYIE= [ pk)dV
prostopadty do powierzchni

- ~ E - —
o dE = (VkE(k)). dk = ‘VkE(k statej energii

element powierzchni

IS
—

o dVl}' 9 kL statej energii
E+dE
— d
+ pE)E= [p(k)dV, = : - %l
E (27Z-) E(lz):const VkE(k)‘
. obszary, w ktorych:
VkE(];)‘ ~0 daja istotny wktad do  p(£)

— osobliwosci van Hove
L. van Hove, Physical Review 89, 1189 (1953)
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Osobliwosci van Hove

depositphotos

Analogia troche kulawa — dlaczego?
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Osobliwosci van Hove

3D:

Wktad do gestosci stanow okolic punktow osobliwych:

MO M 1 MZ M3
Minimum Saddle point | Saddle point Il Maximum
D(E) D(E) D(E) D(E)
IP T 'y Jr
' |
[ | l
| |
| _/{_ |
: I
[
: > I > I —> : &
Ee E E. E E. E E. E
1 1
D=Dp+CIE-E? | D=Dp-ClE.-ER | D=Dy-ClE-E D=DyCIE.-ER
0’1' (12,C13 >0 a«], az> 0; a3<0 0(1 >0,-0.2, a3<0 C{T,Ctz,(13 <0
and cyclic and cyclic

permutations

permutations

E(k)=Ec+ ¥ ailki-kei)?, i=12,3

H. Ibach, H. Lith, Solid-State Physics
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Osobliwosci van Hove

Wktad do gestosci stanow okolic punktow osobliwych:

3D:

MO Ml MZ M3
Minimum Saddle point |
D(E) D(E)
.IP T | pE O( dS
| | VE]|
f B
! 2
| - } - SO((]{Z—ICC@) OCE’—_E'C
E. E E. E
1 -
D =Dp+CIE-E )2 D:DG—C(EC—E)% IVE| = z 20 (ki — kei)ei| <V E — E.
a,, a,0; >0 Q, a,>0; a;<0 ¢
and cyclic Cijemey e v
permutations permutations
E(k)=Ec+ ¥ ailki-kei)?, =123

H. Ibach, H. Lith, Solid-State Physics
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Osobliwosci van Hove

Wktad do gestosci stanow okolic punktow osobliwych:

2D:
minimum punkt siodtowy maksimum

A

p(E)} p(E)} Jk p(E)]

E E E E E

(o c (o

I

P(E)=C—-A4-In

v

1—

v



Osobliwosci van Hove

Wktad do gestosci stanow okolic punktow osobliwych:

1D:
minimum maksimum
p(E)} k p(E)} J
A P




Energy (eV)

Przyktady gestosci stanow

10 Ge I : -

Conduction bands

-6 | Valence bands

—
8k y
-10 =
SN2
| |
1= 10 05 0L P X r
Density per atom (eV™') Reduced wave vector

H. Ibach, H. Luth, Solid-State Physics
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Przyktady gestosci stanow

Widmo fonondw oraz gestosc¢ standw fononowych w diamencie

1500
Diamond
h =

= 1000} e -
E
(=
a2 / .
£ /
T 154
£ s [// —

0

T W L D05 —=—

Wavevector g

Warren, I. L., Yarnell, J. L., Dolling, G., Cowlev, R. A.: Phys. Rev. 158 (1967) 805.
Burkel, E.: "Inelastic Scattering of X-Rays with Very High Energy Resolution”, Springer, Berlin, etc.
(1991).

Pavone, P., Karch, K., Schatt, O., Windl, W., Strauch, D., Giannozzi, P., Baroni, S.: Phys. Rev. B 48
(1993) 3156.
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Energy (Ry, | Ry=13.6 eV)

23.04.2025

Przyktady gestosci stanow

0.0

-2.0

r X
of
L, X5
Lﬁi ; F25 X4'
X3
X
Lot
; L
L3'F X5
—__ X§'
/ s
Lot Xa'!
NaCl
|

Kunz, A.B.: Phys. Rev. B26, 2056 (1982)

Energy (Ry, IRy=13.6 eV)

L r X
1.0 <X
X
La!
0
0.0
L3/ Xs/
/ fis ~""
-1.0 e o
LiF
-20
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ENERGY (Ry)

4.00} 2
360} ; Al:
{4
N 2
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osof
0.40f 13
000}
| A [ I
T 5 X z W @ T A T R

FIG. 1. Electronic structure of Al along symmetry directions.

Szmulowicz, F., Segall, B.: Phys. Rev. B21, 5628 (1980).
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Przyktady gestosci stanow

E-E(F)(ev) E-Ep (eV)
0 2 4 6 8 ©EF 2 4 & 8 0 12 14 16 18 20 22
& pF—r—T—r7 T T T 1T 1 1 17 T 17 "7 " 77 T
i
]
|4 = 1 Qz
| |
: 13ev 1,
o2 ™ 1
« : L Tig i“'zL 1
~ 1 r l
= ok | sz,
|C_J | 5.5ev L
3 I 2 4 eV i Kg . ‘
5 osf- K 4ev‘ T2 ny
= I K
< K, | l 1 r Fr
5 L ] r ' |.|T h3
- &l J . t ” Ly L3
— Ly Xsy. 'x, Ay
5 L oo T
a 4k . | Mo ! -
1"| 1 fL"-tKS,(:'a: L2
2 J LZ : |
|
0 i | L 1 JE | 1 lli 1 1 1 | 1 | 1 | | | | | 1 1 1 1
-020 00D 020 040 060 O0OBOC 100 120 140 160 1BO 200 220

E (Ry)
FI1G. 2. Density of states of Al. The states responsible for structure are indicated by letters denoting their irreducible

representations. The arrows at 1.4, 2.4, 5.5, and 13 eV indicate the location of structure in the experimental K absorption in
Ref. 6.

gestosc stanow prawie jak dla elektronow swobodnych!

Szmulowicz, F., Segall, B.: Phys. Rev. B21, 5628 (1980).
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Przyktady gestosci stanow

2
Cu
SR —— _‘_"EF — -4 —|—h— — —)
A
5 4-2
I
— ¢ n -l’
3 N
§ 3 N rym
(]
c 4-6
w
> -8
A
A A
- -10
1 1 1
8 6 [ 2 0 L r X K r
Density of states (Arb. units) Wave vector

Fig. 7.12. Bandstructure E(k) for copper along directions of high crystal symmetry (right).
The experimental data were measured by various authors and were presented collectively
by Courths and Hiifner [7.4]. The full lines showing the calculated energy bands and the
density of states (left) are from [7.5]. The experimental data agree very well, not only
among themselves, but also with the calculation

Cu:
[1522522p®3s23p®] 3d104s?
[Ar] 3d104s1

elektrony d !

bardzo stabo dyspersyjne
pasma d

H. Ibach, H. Luth, Solid-State Physics —
za H. Eckhardt, L. Fritsche, J. Noffke: J.
Phys. F, 14, 97 (1984)
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Gestosc stanow w ciatach amorficznych

Gestosc stanow p(E) ma sens niezaleznie od tego, czy mamy do
czynienia z krysztatem, czy np. z ciatem amorflcznym Opis stanow
za pomocg wektora falowego k (a wiec takze ,o(k)) ma jednak sens

wyfgcznie w przypadku istnienia symetrii translacyjnej hamiltonianu
(krysztat).

s 107 _;“\‘ ‘ ------ crystalline phase ",—" {102
MCD E \\ | amorphous phase 3
£
Q 21 ) 21
=10 \ 10
3 3
r— ]
B } :
20| H 4 4q20
%S 10 == :l 3110
> [ )
: s |
=
3 10"k E § 410"
] (]
. BN P .
-0.4 0.0 04 0.8 1.2 1.6

Energy (eV)

Fig. 7.15. Schematic density of states of an ideal amorphous material with saturated tetra-
hedral bonds to the nearest-neighbors (full line). The numbers for the density of states
correspond to amorphous silicon. Compared to crystalline silicon (dashed line) the density
of states possesses exponential tails into the band gap. Non-saturated bonds in the amor-
phous network lead to additional states in the forbidden zone. For practical applications

of amorphous silicon (e.g. in solar cells) one attempts to reduce the number of unsatu-
H. Ibach, H. Luth, Solid-State Physics rated bonds by adding hydrogen
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Gestosc standw — pasmo paraboliczne i sferyczne

. Zaleznosc dyspersyjna dla pasma parabolicznego i sferycznego:
2712
k

E(k)=E(k)=E, +—
2m

. Liczba stanow w obszarze energii E, + E:
E
N(E) = j o(E"dE'
EO

. Gestosc stanow:

p(E) =)

dE

. Trzeba obliczy¢ N(E) i zrézniczkowaé, pamietajac ze (z
uwzglednieniem spinu):

2

(27)’

p, (k)=



Gestosc standw — pasmo paraboliczne i sferyczne

n=1

n=2 n=3
N,(E)=2k(E)- p,(k) = N,(E)=rlk(E)] - py(k)=|  N,(E)= —[k(E)P py(k) =
2 > 2
— 2k(E)- = =rlk(E)] - — _AT o
7 (272-) 3 [k(E)] (27[)3
k(E){zm (Ez—EO)T (g 2 2 EEy) ks(E):Fm (EQ—EO)}2
7 h? h
N,(E) = 2|:2m (fz £y ):|2 227Z N,(E)= ﬂzm*(fz_EO) . (2722_)2 N, (E) = 4;|:2m (fz_EO)T '(2722_)3
I % 1 B 1 m B 1 2m” ;
o5 G| oG-
23.04.2025
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Gestosc standw — liniowa zaleznos¢ dyspersyjna

P. R. Wallace, ,,The Band Theory of Graphite”, Physical Review 71, 622 (1947).

J Metoda ciasnego wigzania
. Przy uwzglednieniu oddziatywania wytfgcznie
pomiedzy najblizszymi sgsiadami:
. k a k a k /3
E(k)==_|y;| 1+4cos’ ; +4cos— -cosx—\fa

. 6 punktow na granicy 1BZ w k = l;, wokot
ktorych mamy liniowg zaleznos¢
dyspersyjna:

E(k) = h’&“\/%’ —k

. jak w takim przypadku wyglgda gestos¢
stanow?
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Gestosc standw — liniowa zaleznos¢ dyspersyjna

e  Energia: E(k) = hg‘l; — /21‘

_ E(k)
hc

—

. Wektor falowy: ‘E — k‘

1

o Liczba stanow:

N, (B) = 2[k(B)} - p, (k) = zlk — k,

2.(2;:”(;)3(2;2

. Gestosc stanow:

E) = 5
pE) | = e

liniowa w funkcji energii

E
>

23.04.2025 Fizyka materii skondensowanej i struktur pétprzewodnikowych - wyktad 7 34



KLASYFIKACJA CIAL STALYCH
(METALE, NIEMETALE)



Klasyfikacja ciat statych

Jesli w krysztale makroskopowym mamy N komorek elementarnych,
to kazdemu stanowi atomowemu (patrz metoda ciasnego wigzania),
odpowiada N lub 2N miejsc na elektrony — odpowiednio: bez
uwzglednienia spinu lub z uwzglednieniem spinu

W takim razie, jesli uwzglednic spin, to w kazdym pasmie jest 2N
miejsc na elektrony

] x

2N 2N 2N 2N

|—|-
-

2N
. ta liczb parzysta liczba elektronéw parzysta liczba elektronéw
nlleli)arzys: ) |czka (i na komorke i na komorke, ale przekrywajace
elektronow na komorke — . . . .
tal © nieprzekrywajace sie pasma sie pasma — metal (metale Il
meta .
— niemetal grupy — np. Be)
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Klasyfikacja ciat statych

Niemetale: izolatory i pétprzewodniki — klasyfikacja zalezna od wielkosci
przerwy energetycznej oddzielajgcej najwyzsze pasmo catkowicie zapetnione
od najnizszego catkowicie pustego (w T=0 K). Granica umowna okoto 4 -5 eV,

Czesto wyrodznia sie tez osobng klase pdétmetali (,,semimetals”, odrézniaé od
,half-metals”) — s to materiaty ze stykajgcymi sie pasmami (lub
przekrywajgcymi sie bardzo nieznacznie) — zapetnionym i pustym w T=0 K, ale
mata (badz zerowa) gestoscig standw dla energii styku pasm. Przyktad:

grafen

Wtasciwe dokonanie klasyfikacji wymaga:

1. okreslenia liczby elektronéw na komarke
elementarng

2. znajomosci struktury pasmowej (czy
odpowiednie pasma przekrywajg sie)
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FI1G. 2. Density of states of Al. The states responsible for structure are indicated by letters denoting their irreducible
representations. The arrows at 1.4, 2.4, 5.5, and 13 eV indicate the location of structure in the experimental K absorption in

Ref. 6.

gestosc stanow prawie jak dla elektronow swobodnych!

Szmulowicz, F., Segall, B.: Phys. Rev. B21, 5628 (1980).
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