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1 Streszczenie

W ponizszej pracy odtwarzamy model spotecznych interakcji Axelroda na ko-
ewoluujacych sieciach i poréwnujemy cechy stanéw koncowych sieci dla dwdch
wybranych modeli przelaczania krawedzi. Jedna z metod jest dobrze znanym
mechanizmem Barabasi-Albert, faworyzujaca wierzchotki z duzg liczbg potaczen
natomiast druga jest naszym autorskim pomystem i opiera sie na preferencji
wspolnych sasiadéw. Dzigki temu powstaje sie¢ o innych wtasnosciach.

2 Wstep

W naszym $wiecie sieci sa elementem, z ktérym spotykamy sie na co dzien.
Jednym z najbardziej oczywistych przyktadéw jest internet. Sie¢ tworza serwery
i komputery potaczone ze sobg kablami. W cztowieku réwniez znajduja sie sieci,
jak na przyktad krwiobieg czy sie¢ neuronéw w mozgu. Ale sieci to nie tylko
dostowne polaczenia. Poznajac ludzi tworzymy sieci spolteczne, dzieki temu juz
w czasach starozytnych wymieniano si¢ informacjami i technologiami. Zazwyczaj
uzywajac internetu czy poznajac nowa osobe raczej nie zastanawiamy sie¢ nad
tym jak mozna matematycznie modelowaé te zjawiska.

Pierwsza osobag ktéra podjela probe takiego opisu byl Euler, rozwazajac
sie¢ mostow i tym samym zapoczatkowal nowa dziedzine matematyki - teorig
grafow. Grafy skladaja sie z wierzchotkéw oraz potaczen pomiedzy nimi. Pozniej
réwniez socjologowie zainteresowali sie przedstawianiem relacji w spoleczenstwie
za pomoca sieci. Sieci moga sktadaé sie z tysiecy, a nawet milionéw elementéw,
polaczenia z czasem moga ulega¢ zmianom. Jest to zlozony system i przez dlugi
czas nie byto odpowiedzi na to jak modelowaé taki ustréj.

W latach szes¢dziesiatych nastapil pierwszy przetom badania sieci ztozonych,
gdy dwéch wegierskich matematykéw Paul Erdés i Alfred Rény postanowito
wlaczyé do teorii graféw rachunek prawdopodobienstwa. Dzieki temu nadano
sieciom element przypadku ktory wystepuje w rzeczywistosci. Mankamentem
tak modelowanej sieci jest to, ze Srednio wszystkie wierzchotki maja taka sama



liczbe potaczen, a nie jest to cecha sieci rzeczywistych. W sieciach spotecznych
mamy osoby ktore sa bardzo znane i obracajace sie w towarzystwie wielu roznych
grup jak i osoby ktére maja stala, mniejszg grupe znajomych.

Pierwszy zauwazyl ten fakt wegierski fizyk, Albert-Laszlo Barabasi. Wpro-
wadzil on modyfikacje aby zamiast losowego kreowania si¢ nowych potaczen
wigksze prawdopodobiefistwo przylaczenia przypadato weztom o wigkszej licz-
bie juz istniejacych potaczen. Dzieki temu w symulacji sieci tworza sie tak zwane
huby. Takie wierzchotki sa bardzo istotnym elementem sieci. W rzeczywistosci
hubem mogtaby by¢ elektrownia dostarczajaca prad do okolicznych domdw. Jedli
jedna ulica zostanie odcieta od pozostalych nie bedzie to duzy problem, jednak
gdy elektrownia przestanie dziata¢ to skutki moga byé duzo dalej idace. Mo-
del A w naszej pracy opiera sie na modelu Barabasi-Albert (patrz punkt 3.2).
Zainteresowanych poglebieniem wiedzy odsytamy do ksiazki [4].

W naszej pracy szczeg6lnie interesuje nas jak sie¢ spoleczna ewoluuje, a wiec
polaczenie modelu spotecznych interakcji z koewolujacymi sieciami zlozonymi
(takimi gdzie polaczenia ulegaja zmianom). Model spotecznych interakcji (znany
jako model ”the dissemination of culture” [I]) to koncept ktéry zostal zdefinio-
wany przez Roberta Axerolda. Rozpoznal on cztery cechy ktére wplywaja na
stan koncowy sieci:

e F - liczba cech,
e q - liczba wartosci jakie moze przyjmowaé dana cecha,
e N - rozmiar sieci czyli liczba wierzcholtkéw oraz

e liczba sasiadéw pierwszego rzedu (czyli bezposrednich polaczen miedzy
wierzchotkami).

Model ten byl rozwijany na wiele réznych sposobow i wiele ciekawych prac
powstalo na ten temat przypisujac cechom rézne interpretacje [6]. Jednak i
ten model nie do kofica opisuje rzeczywista sytuacje poniewaz zakltada, ze tylko
wierzchotki sa dynamiczne (wartosci cech ulegaja zmianie). Nie opisuje to trafnie
relacji w spoleczenstwie poniewaz jak dobrze wiemy z czasem wiezi pomiedzy
osobami mogg wygasna¢ lub pojawié¢ sie nowe. Maxi San Miguel wykazal, ze
wprowadzajac model spotecznych interakcji do sieci koewoluujacej stan konicowy
sieci jest rzeczywiscie zalezny réwniez od jej struktury [5].

3 Model

Podobnie jak w oryginalnej pracy [6] generowany jest graf o N wierzcholkach,
kazdy reprezentuje jednego agenta. Kazdy z i-tych agentéw opisywany jest wek-
torem o; = (04,1, 04,2, ..., 04,7). F jest liczba cech opisujacych kazdego z agentow.
Kazda z cech moze poczatkowo przyjaé¢ jedna z g dyskretnych wartosci, to zna-
czy oi 5 € {1,2,...,q}, gdzie f przyjmuje wartoéci f = 1,2,...F. Jest zatem ¢’
mozliwych stanéw. Warto$¢ ¢ mozna interpretowaé na przyktad jako mozliwe
preferencje, zainteresowania, poglady, opinie i tym podobne na danej sktadowej



wektora o; ¢ opisujacej agenta. Wektor o; opisuje zatem opinie i charakterystyke
kulturowa danego agenta. Symulacja zostala wykonana w jezyku programowa-
nia python, a nasz kod jest dostepny na licencji GNU General Public License
v3.0 na stronie: https://github.com/Moribund7/AxelrodModell

3.1 Algorytm

Na poczatku kazdemu z agentéw przypisywane jest F cech, kazda z wartodci
od 1 do ¢ ma réwne prawdopodobienistwo wylosowania. Nastepnie algorytm
przebiega nastepujaco, tak jak w pracy [6]:

1. Wybierz aktywny wierzchotek ¢ i jego sasiada j, czyli inny wierzchotek,
ktory jest polaczony z i.

2. Poréwnaj wektory o; i o; i okresl liczbe identycznych cech m, to znaczy
takich, dla ktérych o; f = o0 s.

(a) Jesli wszystkie cechy sa réwne m = F, nic sie nie dzieje.

(b) Jesli zadna z cech nie jest taka sama m = 0, rozlacz krawedz taczaca
(i,7), wybierz nowy wierzchotek I i utwérz z nim krawedz (i,1).

(c) W pozostalych przypadkach, z prawdopodobienstwem m/F' zachodzi
interakcja miedzy agentami i zostaje losowo wybrana jedna z cech,
ktéra nie jest wspolna f’ sposréd F —m. Wierzcholek ¢ przyjmuje te
wylosowang wartos¢, czyli o; p — 0 4.

3. 1dz do nastepnego kroku czasowego.

W ogélnosci punkt algorytmu moze by¢ realizowany na rézne sposoby. W
tej pracy rozpatrzyliémy dwa sposoby. Pierwszy replikuje jeden z modeli w ory-
ginalnej pracy [6] 1 stanowi punkt odniesienia do drugiego sposobu, ktéry jest
nasza autorska modyfikacja. Oba modele zostalty opisane ponizej.

3.2 Modele przelaczania krawedzi

Prawdopodobiefistwo wyboru nowego wierzchotka j stopnia k; (liczba krawedzi
taczacych wierzchotek z innymi) dla aktywnego wierzcholtka 4 realizujemy na
nastepujace sposoby.

1. Model A z preferencjg wysokiego stopnia.

o Pi(j) = =+

Zu,:l ka

2. Model F z preferencja wierzchotkéow odleglych o dwie krawedzie majacych
najwiecej wspoélnych sasiadéw z wierzchotkiem 1.


https://github.com/Moribund7/AxelrodModel

3.3 Zasada dzialania modelu A

Model A faworyzuje wierzchotki z wieksza liczba krawedzi. Zjawisko takie jest
typowe na przyklad dla cytowan w nauce, ale niekoniecznie oddaje on mikrosko-
powy obraz typowych, codziennych interakcji [6]. Dlatego w oryginalnej pracy
zaproponowany zostatl model D, w ktorym nowy sasiad jest wybierany z rozktadu
jednorodnego na zbiorze sasiadéw najblizszych sasiadow aktywnego wierzchol-
ka. W interpretacji interakcji spotecznych oznacza to, ze w modelu D aktywny
wierzcholek znajduje nowych znajomych sposréd znajomych swoich znajomych
z jednakowym prawdopodobienistwem. Nasza modyfikacja w modelu F inspiro-
wana byta dzialaniem portalu Facebook, ktérego uzytkownicy tworza ogromna
sie¢ powigzan. Na portalu Facebook uzytkownikom proponowani sa nowi znajo-
mi. Obok kazdego proponowanego znajomego wyswietlona jest liczba wspolnych
znajomych, ktorych uzytkownik juz ma z proponowanym kontem. Spodziewa-
jac sie, ze prawdopodobienstwo zawarcia znajomosci z uzytkownikiem, z ktérym
mamy wiecej wspolnych znajomych jest wieksze niz z takim, z ktérym wspdl-
nych znajomych mamy mniej, zaproponowaliémy model F, ktory moze lepiej
uchwyci¢ te sytuacje. Nasza intuicja moze nie by¢ bezpodstawna, gdyz procedu-
ra szukania nowych znajomych wsréd znajomych oséb znajomych jest centralna
dla portali takich jak Facebook [2], cho¢ dane dotyczace skutecznosci tej strate-
gii nie sa powszechnie dostepne [3]. Nie wiadomo zatem jak istotnie w praktyce
liczba wspdélnych znajomych wplywa na prawdopodobienstwo zawarcia nowej
znajomosci.

3.4 Zasada dzialania modelu F

Gdy wybrany jest aktywny wierzchotek i oraz znajdujemy sie w punkcie [2b] al-
gorytmu, w modelu F prawdopodobienistwo stworzenia krawedzi z nowym wierz-
chotkiem (4,1) obliczane jest w nastepujacy sposéb. Na poczatek stwoérz liste L.
Nastepnie:

1. Wybierz wierzcholek j oddalony od wierzchotka aktywnego i o dwie krawe-
dzie, czyli sasiada jednego z najblizszych sasiadéw (znajomy znajomego)

2. Policz ile jest krawedzi taczacych j z dowolnym z bezposrednich sasiadéw ¢
i za kazda takg krawedZ dodaj wierzchotek j do listy L (liczymy wspélnych
znajomych i z j).

3. Powtarzaj od kroku[I]dla kolejnego wierzcholka oddalonego o dwie krawe-
dzie od i, az nie zostana wybrane wszystkie wierzchotki oddalone o dwie
krawedzie od 1.



Rysunek 1: Schematyczne przedstawienie dziatania modelu F. Czerwony kolor
oznacza aktywny wierzchotek, zloty sasiadow pierwszego rzedu, zielony sasiadéw
drugiego rzedu, a niebieski trzeciego rzedu. Wierzchotek o kolorze zielonym z
szarym znaczkiem jest sasiadem drugiego rzedu o najwiekszej ilosci wspolnych
sasiadéw pierwszego rzedu z wierzchotkiem aktywnym (czerwonym).

Prawdopodobienistwo wybrania wierzchotka j na nowego sasiada aktywne-
go wierzchotka i to liczba krawedzi laczacych j z dowolnym z bezposrednich
sasiadow ¢ dzielona przez liczbe elementéw listy L. Poniewaz w kroku [2] da-
ny wierzcholek jest policzony tyle razy ilu mial wspdlnych znajomych, czyli
mogt by¢ policzony kilkukrotnie, zatem prawdopodobienistwo polaczenia z ta-
kim wierzchotkiem jest wigksze. Oznacza to, zgodnie z naszym modelem, ze
prawdopodobienistwo potaczenia jest tym wigksze im wiecej dane wierzchotki
maja wspélnych znajomych.

3.5 Zakonczenie symulacji

Symulacja jest sprawdzana co 10,000 krokéw czasowych symulacji i zostaje prze-
rwana jesli jeden z ponizszych warunkéw zostaje spelniony:

e liczba aktywnych polaczen, czyli takich, w ktorych wektory o nie sa sobie
rowne, wynosi zero,

e liczba aktywnych polaczen w ostatnich 20-stu sprawdzeniach (200,000 kro-
kéw czasowych) nie ulegla zmianie, zakladamy bowiem, ze juz sie ona nie
zmieni.



4 Wyniki

Aby okredli¢ jak wprowadzona przez nas modyfikacja wplywa na koncowy stan
sieci obliczyliSmy Srednie wartosci nastepujacych wielkosci:

e Globalny wspélczynnik klastrowania (global clastering coefficient) - jest
okreélony na trdjkach wierzchotkow. Zamknietym tréjkatem jest grupa
trzech wierzchotkéw potaczonych trzema krawedziami natomiast otwar-
tym, gdy sa potaczone dwoma. Globalny wspétczynnik klastrowania to
stosunek zamknietych tréjkatéw do wszystkich (otwartych i zamknietych).

e Lokalny wspétczynnik klastrowania znany réwniez jako wspétczynnik gro-
nowania wierzchotka (local clastering coefficient) - liczba istniejacych po-
laczen pomiedzy sasiadami danego wierzchotka podzielona przez liczbe
mozliwych potaczen. Przyjmujemy, ze jezeli dany wierzchotek ma mniej
niz dwoch sasiadow to jego lokalny wspoélczynnik klastrowania rowny jest
zero, ale nadal jest on brany pod uwage w obliczeniach.

e Komponent s - jest to podgraf czyli grupa wierzchotkéw ktore sa polaczone
ze soba Sciezka. Komponentem moze byé pojedynczy wierzcholek jak i
cala sie¢ moze by¢ jednym komponentem, gdy wszystkie wierzchotki sa
polaczone.

e Wzgledny najwiekszy komponent S (relative largest component) - naj-
wiekszy komponent podzielony przez liczbe wierzchotkdéw V.

e Domena d - grupa wierzchotkdéw posiadajaca taki sam wektor cech o ktére
sa polaczone Sciezka i kazdy wierzcholek na $ciezce rowniez nalezy do
domeny.

e Wzgledna najwieksza domena (relative largest domain) - najwicksza do-
mena D, czyli najliczniejsza pod wzgledem wierzcholkéw podzielona przez
catkowitg liczbe wierzchotkéw V.

Nasze wyniki przedstawione sa na rysunkach na dwoch kolejnych stronach.
Wykres na Rysunku [2] jest dla sieci z modelu A, natomiast na Rysunku [3] sa
wyniki dla modelu F. Na osi poziomej znajduje si¢ wartos¢ g gdzie liczba cech
w symulacji wynosita F'=3. Na osi pionowej zaznaczona jest bezwymiarowa
wielko$¢ badanych parametréw w odniesieniu do wielkosci sieci N. Kazdy punkt
odpowiada uérednionej wartosci z 400 przebiegdéw symulacji dla kazdej wartosci
q. W symulacji zaczynamy od grafu losowego o $rednim stopniu (k) = 4, zatem
w kazdej chwili istnieje 1000 krawedzi.



Wzgledne parametry w modelu A
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Rysunek 2: Wyniki symulacji dla modelu A. Na osi pionowej znajduja sie wzgled-
ne parametry w modelu A. Na osi poziomej znajduje si¢ g, czyli liczba mozliwych
wartosci dla sktadowych wektora o. Kolorem niebieskim zaznaczono globalny
wspotezynnik klastrowania, pomaranczowym lokalny wspélczynnik klastrowa-
nia, zielonym $redni wzgledny najwiekszy komponent, czerwonymi kropkami
najwieksza domene. Kazdy punkt odpowiada usrednionej wartosci z 400 prze-
biegéw symulacji i sieci o N = 500 wierzchotkach. W symulacji zaczynamy od
grafu losowego o $rednim stopniu (k) = 4, zatem w kazdej chwili istnieje 1000
krawedzi. 7
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Wzgledne parametry w modelu F

1.0
—-~ global clustering
local clustering
----- relative largest component
® relative largest domain
0.8 A A
! \
B\
! \
/ \
/ \
/
: 1
J i
0.6 | -/ !
,/ 'l
R \
/
v \
Va
- \
7
,/. ].
-~
L \
- \
0.4 \
\
'y \
.
" \'-"" _________ ——— S m————
.
0.2 A '.‘
“e...
L
‘e, g
" LEETH *
¢ ]
® o
® o
0.0 —— — O % o 90 0 90 o o]
10! 10? 10° 10*
q

Rysunek 3: Wyniki symulacji dla modelu F. Na osi pionowej znajduja sie wzgled-
ne parametry w modelu F. Na osi poziomej znajduje sie g, czyli liczba mozliwych
wartosci dla sktadowych wektora o. Kolorem niebieskim zaznaczono globalny
wspotezynnik klastrowania, pomaranczowym lokalny wspélczynnik klastrowa-
nia, zielonym $redni wzgledny najwiekszy komponent, czerwonymi kropkami
najwieksza domene. Kazdy punkt odpowiada usrednionej wartosci z 400 prze-
biegéw symulacji i sieci o N = 500 wierzchotkach. W symulacji zaczynamy od
grafu losowego o $rednim stopniu (k) = 4, zatem w kazdej chwili istnieje 1000
krawedzi. 8



5 Dyskusja

Wyniki dla modelu A, jak wida¢ na Rysunku [2] otrzymalismy zblizone do wyni-
kéw w pracy [6]. Jedyna widoczna réznica wystepuje dla lokalnego klastrowania
i wynika ona by¢ moze z réznego sposobu obliczen. W naszym programie przy-
jeliSmy, ze gdy dany wierzcholek ma mniej niz dwoch sasiadéw to jego lokalny
wspotezynnik klastrowania jest rowny zero, ale nadal jest brany pod uwage przy
obliczeniach.

Na Rysunku [2| zauwazy¢ mozna, ze w pierwszej fazie sie¢ sklada si¢ praktycznie
wytacznie z jednego duzego komponentu i jest on réwny najwiekszej domenie.
Druga faza charakteryzuje sie rozdzieleniem na wiele mniejszych komponentéw.
W fazie trzeciej najwiekszy wzgledny komponent S/N jest nadal wigkszy niz w
fazie drugiej, ale rozmiar wzglednej najwigkszej domeny D/N maleje wraz ze
wzrostem q.

W zmodyfikowanym modelu F na Rysunku [3| zauwazy¢ mozna kilka réz-
nic w poréwnaniu do modelu A na Rysunku [2]i modelu D opisanego w pracy
[6]. Po pierwsze na Rysunku [3| nie widaé wyraznej granicy miedzy faza I a II
patrzac na wzgledny rozmiar najwiekszego komponentu S/N. Wynika to z fak-
tu, ze minimalne badane ¢ = 4. Spodziewamy sie, ze dla mniejszego g wartosé
S/N bedzie duzo wyzsza. Oznacza to, ze doszlo do przesuniecia ¢, przy kté-
rym nastepuje pierwsze przejécie fazowe. Po drugie, juz dla niewielkich wartoéci
q zaobserwowa¢ mozna lokalne i globalne klastrowanie na poziomie okoto 0.5.
Widoczne jest natomiast przejscie fazowe w okolicach ¢ = 10%. W okolicach tej
warto$ci najwiekszy komponent gwaltownie rosnie i bedzie sie¢ dalej utrzymywat
na stabilnym poziomie, natomiast najwicksza domena stale maleje. Faza III jest
podobna do tej w modelu D, kiedy wszystkie mierzone wielkoSci nie zmieniaja
sie juz.

6 Podsumowanie

Jak wida¢, wprowadzona przez nas modyfikacja znaczaco zmienia zachowanie
sie sieci. Ciekawym zjawiskiem jest to, ze przebieg lokalnego klastrowania jest
zupelnie inny niz w modelu opartym na preferowaniu wezléw o duzej liczbie
wierzchotkéw. Wyrazne réznice wystepuja szczegélnie dla malych ¢. W obu
modelach mozemy zaobserwowaé 3 fazy jednak oba przejscia fazowe w naszym
modelu wystepuja dla mniejszych wartosci q. W nastepnym kroku my$limy, ze
warto byloby odtworzy¢ sie¢ potaczen z danych rzeczywistych z Facebooka i
poréwnac te parametry. Wydaje nam sie jednak, ze otrzymanie takich danych
(oczywiscie anonimowych) nie jest na ten moment mozliwe.
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