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Wstep

JAKI Spos6b mozna wyrazié obraz (grafike) z uzyciem
W komputera? Z pewnoscig kojarzysz bitmape. Jest
ona najprostszym koncepcyjnie sposobem reprezentacji
grafiki. Obraz jest dzielony na bardzo mate kwadraty
zwane pikselami i kazdemu z nich przypisuje sie jakis kolor.
Sposob jest prosty, obraz zawiera rézne mozliwe szczegoély
a pliki sg. . . duze — zwlaszcza, gdy méwimy o bitmapach
nieskompresowanych.

Czego mozna uzy¢ w zamian, nie uciekajac si¢ do al-
gorytméw kompresji, aby efektywniej przedstawiaé przy-
najmniej niektére obrazy? Otéz innym rozwigzaniem jest
zastosowanie grafiki wektorowej. Wykorzystuje ona idee
matematyczne takie jak wektor oraz krzywa. Grafika wek-
torowa ma sporg przewage nad bitmapami zwlaszcza
tam, gdzie obrazy posiadajq jednolite kolory na duzych
obszarach i ksztalty s tatwe do opisania przez formuty
matematyczne. Jednak czy to jest koniec mozliwosci tego
rozwigzania? Okazuje sig, ze nie, gdyz istnieje uogdlnienie
grafiki wektorowej, czyli tzw. obrazy funkcyjne, ktére moga
zosta¢ zrealizowane z uzyciem programowania funkcyj-
nego oméwionego na jednym z wyktadéw.

Definicje

ANIM mozna bedzie sformutowaé problem do rozwiga-
Z zania, trzeba bedzie wprowadzi¢ pewne nazwy i ozna-
czenia. Wczesniejsza wiedza z zakresu grafiki kompute-
rowej moze by¢ pomocna w zrozumieniu nomenklatury,
ale nie jest ona wymagana. Podane w tym dokumencie
wyjaénienia powinny by¢ wystarczajace do rozwigzania za-
dania projektu, jednak jesli chcesz wiedzie¢ wiecej, to pod
adresem http://conal.net/papers/functional-images/fop-conal
.pdf znajduje si¢ wersja autorska rozdziatu ksigzki, ktéry
to rozdziat po$wigcony jest obrazom funkcyjnym i ktéry
moze by¢ pomocny do rozszerzenia wiedzy [1].

Przez kolor ¢ rozumie sie tréjke liczb ¢ = (r, g, b), gdzie
r,8,b € [0,255]y informujg odpowiednio o ilosci barw-
nika czerwonego, zielonego i niebieskiego. Przykladami
sa kolor czarny (0,0, 0), bialy (255,255, 255), czerwony
(255, 0, 0), zielony (0, 255, 0), niebieski (0, 0, 255) i karaib-
ski blekit (26,193, 221). Zbior wszystkich koloréw to C:

C=A{(r,g,b)eN’|r,g,b<256}=[0,255 (1)
W tym podejéciu istnieje wiec 256° = (28)% = 224 r6znych
koloréw (moéwi sie wtedy, ze obraz ma 24-bitowg glebig).
Jesli kojarzysz czym jest transparencja to, aby wyjasni¢
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potencjalng watpliwos¢ nalezy dodad, ze wyzej opisany
model jest kodowaniem bez transparenciji i tylko takim
bedziemy sie¢ dalej zajmowac.

Co mozna zrobi¢ z kolorem? Na kolorach istniejg rézne
operacje. Jedng z nich jest érednia wazona dwéch kolo-
réw. Jesli dysponujemy kolorami c¢; = (r1, g1,b1) oraz
c2 = (r2, §2, by) to ich érednia wazona z waga w € [0, 1]
odpowiada kolorowi:

(LA-w)r+wry], [(1-w)g1+wga ], [(1-w)by +wbz]) (2)

gdzie | - | jest funkcja podloga. Zastosowanie podtogi wynika
z faktu skoniczonej glebi bitowej.

Przez punkt p rozumie si¢ punkt w przestrzeni dwu-
wymiarowej p € R%. Gdy méwimy o obrazach funkcyj-
nych wygodnie jest operowaé na zbiorze R?, natomiast
w momencie, gdy trzeba obraz zapisaé w postaci bitmapy,
mozna zamiast punktu méwié o pikselu p € N2,

Obraz funkcyjny to odwzorowanie, ktére kazdemu punk-
towi przypisuje kolor:

Ic:R?—>C (3)
Gdy chcemy obraz funkcyjny zapisaé w postaci bitmapy
o wymiarach w X h (w pikseli szerokosci i h pikseli wy-
sokosci) to mozna rozumie¢ to jako zwezenie funkgji do
podzbioru pikseli [0, w — 1]n X [0, I — 1]n:

(4)
©)

Zwr6é uwage, ze obydwie wspoétrzedne piksela sg nume-
rowane od zera. Co wiecej, zwyczajowa notacja zaklada,
ze piksel (0, 0) znajduje sie w lewym gérnym rogu a piksel
(w~-1,h —1) —w prawym dolnym rogu obrazu.

Okazuje sig, ze obraz funkcyjny ma szersze znacze-
nie, anizeli przedstawione wyzej. Dlatego odwzorowanie
Ic bedziemy dalej nazywaé wiasciwym obrazem funkcyj-
nym a samo okreslenie obraz funkcyjny rozszerzymy na
odwzorowanie Ix: R? — X dla dowolnego zbioru X.

Jakie wiec jeszcze istniejg obrazy funkcyjne poza wta-
Sciwymi? W obszarze naszych zainteresowan sa jesz-
cze dwa: region oraz mieszanka. Poprzez region, zwany
tez wycinankg, rozumie sie obraz funkcyjny Ip, gdzie
B = {falsz, prawda}. Regiony moga by¢ przydatne do
sktadania obrazéw funkcyjnych. Poprzez mieszanke rozu-
mie si¢ natomiast obraz funkcyjny I;, gdzie U = [0, 1]r.
Mieszanka stuzy do mieszania koloréw w proporcjach
zadanych parametrem ze zbioru U.

Ieljo,w-1puxio,n-11y : [0, w =1 X [0,h = 1]y — C

Ielo,w-11ux0,h-13 (P) = Lc(p)
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Przypomnijmy sobie teraz pewng notacj¢ stosowang
w teorii mnogosci. Zbiér wszystkich funkgcji ze zbioru A
w zbiér B mozna oznaczy¢ jako BA. Tak wiec:

X¥ = (fCR2xX |VpeR*Ax e X: (p,x) € f} (6)

jest zbiorem wszystkich mozliwych obrazéw funkcyjnych,
natomiast:
c¥, B¥, U® @)

sg odpowiednio zbiorami wszystkich mozliwych wtasci-
wych obrazéw funkcyjnych, regionéw oraz mieszanek.

Przyjrzyjmy sie mieszaniu wtasciwych obrazéw funk-
cyjnych z uzyciem mieszanek. Niech mix bedzie funkcjg
mieszania:

. 2 2 2 2
mix: UY x C* xC* - ¥

®)

Funkcja mieszanie przyjmuje zatem mieszanke i dwa wta-
Sciwe obrazy funkcyjne i zwraca trzeci wtasciwy obraz
funkcyjny:

miX(IU/ ICl/ ICZ) = IC (9)
Zwrocony obraz funkcyjny spelnia warunek:
Ie(p) = Iu(p) - Iea(p) + (1 = Iu(p)) - Ie2(p) ~ (10)

Oznacza to, ze otrzymany wtasciwy obraz funkcyjny zostat
zmieszany z dwoéch innych wedtug proporcji okreslonej
przez mieszanke. Szczegélnym przypadkiem jest uzycie
mieszanki tozsamosciowo réwnej 0 (lub 1). Wtedy otrzy-
many wiasciwy obraz funkcyjny jest kopia jednego z wta-
$ciwych obrazéw funkcyjnych podanych jako argumenty
wywotlania funkcji mieszania mix.

Teraz przyjrzyjmy sie prawdopodobnie najtrudniej-
szemu pojeciu spoéréd dotychczas opisywanych. Niech
lift bedzie funkcjg uniesienia punktowego:

lift: DA% 5 AR o AR 5 DR (1)

W tym momencie nie okre$lamy czym dokfadnie sg zbiory D
oraz A;. Funkgja lift przyjmuje jako swoje argumenty ze-
staw funkgcji h oraz f; i zwraca funkcje g:

lift(h, fi,..., fa) =g (12)
ktéra spelnia warunek:
8(p) = h(fi(p),- -, fu(p)) (13)

Zwr6émy uwage, ze nastepujacy zapis uznajemy za pra-

widlowy:
litt(h, f1, ..., fa)(p) (14)

i oznacza on g(p). Co wiecej, w szczegdlnym przypadku
n = 0, funkcja h nie przyjmuje argumentéw, tzn. h = d =
const i wtedy lift(h)(p) = d.

Aby lepiej zrozumie¢ funkgje lift, przyjrzyjmy sie przy-
padkowin = 2:

lift(h, f1, ) = g (15)

h: Ay XAy —» D (16)

fi: R2 = A (17)

fr:R2 > A, (18)
¢:R*—D (19)

g(p) = h(fi(p), f(p)) (20)

Rysunek 1: Przykladowy obraz wygenerowany z uzyciem
biblioteki Pillow.

Oznacza to, ze funkcja lift umieszcza rezultat dziatania
funkdji f1 i f> jako argumenty faktyczne funkgji h. Jesli wiec
fi(p) = a1 oraz fo(p) = az a h(ay, az) = dilift(h, f1, o) = ¢
to wtedy g(p) = d.

Tworzenie obrazow

o tworzenia obrazéw mozna wykorzysta¢ jedna z bi-
D bliotek graficznych, np. Pillow [2]. Przyktadowy kod
uzycia tej biblioteki znajduje sie ponizej w tresci kodu zré-
diowego 1. Wynik dziatania programu mozna zobaczy¢
na rysunku 1.

Kod zrédtowy 1: Uzycie biblioteki Pillow.

1 from PIL import Image
width, height = 450, 300

def color(p):

6 w, h = p[0], p[1]

7 t = w/ width

8 c0 = int(255 + t)

9 cl =255-c0

10 if(w-0)%20< 10and (h+5) % 20 < 10:
11 return (c1, c1, c1) # Siec kwadratow.

12 else:

13 return (c0, c0, c0) # Tlo.

15 img = Image.new("RGB", (width, height)) # Tworzy pusty obraz.
16 pixels = img.load() # Udostepnia piksele obrazu.

18 for w in range(width):

19 for h in range(height):

20 pixels[w, h] = color((w, h)) # Przypisuje pikselowi jakis kolor.
21

22 img.save("output.bmp”) # Zapisuje obraz.

W przyktadzie wida¢ mechanizm tworzenia pliku BMP.
Z uzyciem Image.new() mozna stworzy¢ nowa bitmape z doste-
pem do poszczegélnych jej pikseli realizowanym poprzez
metode foad(). Piksele indeksuje sie z uzyciem dwéch liczb
naturalnych wedlug konwencji opisanej wczeéniej, tzn.
piksel (0, 0) znajduje sie¢ w lewym gérnym rogu obrazu.
Pikselowi mozna przypisac kolor z 24-bitowa glebig. Obraz
mozna zapisa¢ do pliku BMP o wybranej nazwie dzigki
metodzie save().

Zadanie

TWOIM zadaniem jest zaimplementowanie opisanych da-
lej funkcji i napisanie w ich oparciu program tworzacy
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obrazy przedstawione na rysunku 2 — nalezy przedstawi¢
kod tworzacy wszystkie 12 paneli tego rysunku poczaw-
szy od (a) a skoficzywszy na (1). Funkcje stwérz w sposéb
mozliwie najbardziej zgodny z podanym opisem. W im-
plementacji funkcji nierzadko nalezy wykorzysta¢ funkcje
lambda. Funkcje compose oraz it powinny by¢ uzyte w imple-
mentacji innych funkgji. Przydatna w implementacji innych
funkcji bedzie réwniez transiate. Kod tworzacy rysunki po-
winien mozliwie najdokfadniej odtworzy¢ pierwowzér
zaprezentowany na rysunku 2. Zauwaz, ze nie musisz de-
finiowa¢ typu danych odpowiadajacemu punktowi p € R?
— mozesz w zamian uzy¢ krotki rozmiaru dwa, tzn. pary,
tak jak pokazano to w kodzie Zrédtowym 1. Rozwigzanie
zadania w formie pojedynczego pliku o rozszerzeniu .oy na-
lezy przesta¢ na adres e-mail Tomasz.Tarkowski@fuw.edu.pl.
Do rozwigzania nie nalezy dofgcza¢ zadnych innych pli-
kéw (w szczegdlnosci nie nalezy dotgczaé plikéw gra-
ficznych). Uwaga: Zadanie moze by¢ bardzo wymagajace
do pomyslnego ukoniczenia. Z drugiej strony, wykonane
samodzielnie, moze by¢ bardzo pouczajace.

compose

Funkcja compose(+ts), ktéra przyjmuje zmienng liczbe argu-
mentéw, realizuje zlozenie funkcji, np. compose(tt, f2, 13 nalezy
interpretowac jako f3o f, o fi, tzn. jako funkcje h spetniajgca
warunek h(x) = f3(f2(fi(x))), przy zalozeniu, ze 1, 21 13
sg interpretowane jako odpowiednio fi, f2 i f3. W szcze-
golnym przypadku, gdy compose() jest wywolywane bez
argumentow, nalezy zwrdci¢ funkcje identycznosciows,
tzn. rtbwnowazng lambada x: x.

lift

Funkcja iifth, +ts) realizuje uniesienie punktowe.

rotate

Funkcja rotate(image, phi) przyjmuje obraz funkcyjny oraz kat
podany w radianach i zwraca obraz funkcyjny obrécony
o ten kat. Orientacje obrotu nalezy wydedukowac z ry-
sunku 2.

translate

Funkcja transiate(image, vector) przyjmuje obraz funkcyjny oraz
wektor i zwraca obraz funkcyjny przesuniety o ten wektor.
Zwrot przesuniecia nalezy wydedukowa¢ z rysunku 2.

scale

Funkcja scale(image, s) przyjmuje obraz funkcyjny oraz wspot-
czynnik s i zwraca obraz funkcyjny przeskalowany o ten
wspotczynnik.

cond

Funkcja cond(region, image1, image2) korzysta z regionu (wyci-
nanki), ktéry wycina i klei dwa obrazy wlasciwe, tworzac
w ten sposéb nowy. Dla punktéw p, takich Ze region(p) == True,

brany jest obraz image1, za$ dla pozostalych — image2. Wska-
zéwka: W implementacji skorzystaj z funkgji si.

lerp

Funkcja remp(blend, imaget, image2) korzysta z mieszanki, ktéra
wyznacza proporcje mieszania koloréw dwéch obrazéw
wlasciwych, tworzac w ten sposéb nowy. Dla kazdego
punktu p argument vlend zwraca parametr mieszania ozna-
czony jako w, ktéry informuje, ile w finalnym obrazie dla
punktu p bedzie koloru z obrazu imaget, a ile z obrazu image2.
Wskazéwka: W implementacji skorzystaj z funkcji /.

darken

Funkcja darken(image, blend) zwraca $ciemniong wersje obrazu
wladciwego image w oparciu o mieszanke biend. Dla szczego6l-
nego przypadku blend tozsamosciowo réwnego 1 oznacza
stworzenie czarnego obrazu, a dla przypadku 0 — oznacza
kOpiQ image.

lighten

Funkgja fighten(image, blend) zwraca rozjasniong wersje obrazu
wladciwego image W oparciu o mieszanke biend. Dla szczegdl-
nego przypadku blend tozsamo$ciowo réwnego 1 oznacza
stworzenie bialego obrazu, a dla przypadku 0 — oznacza
kOplQ image.

weighted_mean

Funkcja weighted_mean(colort, color2, w) zwraca Srednig wazong
koloréw.

constant

Funkcja constant(x) przyjmuje argument x i zwraca staty obraz
funkcyjny Ix, gdzie kazdy piksel ma wartos¢:

¢ logiczng Tue w przypadku obrazu funkcyjnego beda-
cego regionem dla argumentu x == T,

¢ koloru ,karaibski btekit” w przypadku obrazu funk-
cyjnego bedgcego obrazem wtasciwym dla argu-
mentu x == Color_Caribbean_blue 1ub

¢ zmiennoprzecinkowg 0,42 w przypadku obrazu funk-
cyjnego bedacego mieszankg dla argumentu x == 0.42.

circle

Funkcja circle(center, radius, inner, outer) zwraca obraz funkcyjny
kota o srodku center i promieniu radus. Obraz funkcyjny
zwraca warto$c¢ inmer wewnatrz kota i na jego obwodzie oraz
outer pOZa Nim.

checker

Funkcja checker(width, value1, valuez) zwraca obraz funkcyjny sza-
chownicy o szerokosci kratki wisth oraz zwracanych warto-
Sciach zadanych przez pozostate dwa argumenty.
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Rysunek 2: Obrazy do zadania. Opisy poszczegdlnych paneli: a) kolo o promieniu 100 pikseli w kolorze karaibskiego
btekitu umieszczone na srodku obrazu wypeltnionego kolorem niebieskim, b) szachownica o boku dtugosci 10 pikseli,
c) szachownica biegunowa z czteroma panelami, d) naprzemienne koncentryczne pasy, e) pasek o szerokoéci 50 pikseli,
f) obraz z rysunku 1 obrécony o /4, g) obraz z poprzedniego panelu dodatkowo przesuniety o wektor (100,200)
pikseli, h) obraz z poprzedniego panelu dodatkowo przeskalowany o czynnik 0,5, i) obraz stworzony z uzyciem
wycinanki w ksztalcie kota, obrazu z rysunku 1 oraz z obrazu z poprzedniego panelu, j) obraz stworzony z uzyciem
mieszanki opisanej funkcjg iambda p: (ofo] / width + pf1]/ height) / 2., Obrazu z poprzedniego panelu oraz z obrazu z rysunku 1,
k) obraz z panelu (i) Sciemniony z uzyciem tej samej funkgcji lambda, 1) obraz z panelu (i) rozjasniony z uzyciem tej
samej funkcji lambda. Wszystkie obrazy maja wymiary 450 na 300 pikseli.

polar_checker B ib liogl‘aﬁa

Funkcja polar_checker(center, width, n, valuet, value2) ZWTaca obraz funk- [1] C. Elliott

cyjny ,,s;achpwnicy l?iegunowej ", o srodku W.Punkde center, ming. Red. J. Gibbons i O. de Moor. “Cornerstones of
zawierajacej n paneli o szerokoscig katowej 27t/n kazdy. Computing” series. Houndmills, Basingstoke, Hamp-
W implementacji nalezy m.in. odwota¢ si¢ do zdefiniowa- shire RG21 6XS: 175 Fifth Avenue, New York. NY

nej wezesniej funkji checker i przekazac jej argument width. 10010: Palgrave Macmillan, 2003. urt: http://conal.net
W rozwigzaniu wystarczy zatozy¢, ze n jest parzyste. /papers/functional-images/.

[2] Pillow (PIL Fork). urL: https:/pillow.readthedocs.io/.

“Functional images”. W: The Fun of Program-

rings

Funkcja rings(center, width, valuet, value2) zwraca obraz funkcyjny
koncentrycznych naprzemiennych paséw szerokosci width
o $srodku w punkcie center.

vertical_stripe

Funkcja vertical_stripe(center, width, valuet, value2) Zwraca obraz funk-
cyjny w postaci paska vawwet 0 szerokosci wiath otoczonego
przez vaue2 wycentrowanego wokot center.

Podziekowania

TREéC’ projektu zostata zainspirowana jednym z zadan

z przedmiotu ,Jezyki i narzedzia programowania 1”
oferowanego na Wydziale Matematyki, Informatyki i Me-
chaniki Uniwersytetu Warszawskiego oraz pracg Conala
Elliotta [1].
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