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1 Transformacja Lorentza

Rozwazamy dwa uklady inercjalne: O oraz porusza-
jacy sie wzgledem niego z predkoscia v wzdtuz osi Ox
uktad O'.

Przypomnijmy transformacje Galileusza. Niech wek-
tory Tpo oraz Tpy: opisuja polozenie punktu P odpo-
wiednio wzgledem uktadu O oraz O’ zas wektor ¥/ —
potozenie poczatku uktadu O’ wzgledem uktadu O. Trans-
formacja Galiluesza okresla zalezno$¢ potozenn pomiedzy
obydwoma ukladami odniesienia a takze (w domysle)
zalezno$¢ uplywu czasu pomiedzy nimi:
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()

Przyjmijmy dodatkowo (cho¢ bez straty ogé6lnosci dla
otrzymanych rezultatéw), ze poczatki uktadéw odniesie-
nia przekrywaly sie w pewnej chwili czasu, ktéra uznamy
za chwile zerowa:

Tpor +Toro
Atpo:

Tpo =
Atpy =

©)

Zakltadamy podobnie, ze uktad O’ porusza sie z predko-
$cia v:

Toro =Vt (4)
Otrzymujemy wiec:
x = x'+vt )
t = t (6)
czy tez rbwnowaznie:
x' = x—vt (7)
t o=t (®)

Transformacja Galileusza jest poprawna, jesli wszyst-
kie elementy systemu fizycznego poruszaja sie predko-
$ciami znacznie mniejszymi od predkosci $wiatta.

Jesli w przestrzeni propaguje sie czastka Swiatla, tzn.
foton, to stwierdziliby$my, jesli w uktadzie O ma on pred-
kos¢ c, ze zgodnie z transformacja Galileusza ma on
w ukladzie O’ predkos¢ ¢ — v. Zgodnie ze szczegdlna
teoria wzglednosci (STW) nie jest to jednak prawda. To
spostrzezenie jest dobrym momentem, aby wprowadzi¢
postulaty szczegdlnej teorii wzglednosci:

1. Zasada wzglednoSci orzeka, ze we wszystkich ukta-

dach inercjalnych prawa fizyki sq jednakowe.

2. Niezmienniczos¢ predkosdci sSwiatta w prézni
mozna opisa¢ sformulowaniem, ze dla wszystkich
obserwatoréw inercjalnych predkos¢ swiatta w prézni jest
taka sama, tzn. nie zalezy od kierunku, predkosci Zrédta
ani predkosci obserwatora.
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Postulaty szczeg6lnej teorii wzglednosci nie petnia formy
aksjomatéw — mozna je weryfikowaé eksperymentalnie,
tak jak miato to miejsce np. w doswiadczeniu Michelsona-
Morleya.

Jesli wiec foton porusza sie w ukiadzie O z predko-
Scia ¢ to podobnie w ukladzie O’ porusza sie on z pred-
koscia c. Zalézmy dla ustalenia uwagi, ze emisja fo-
tonu nastapita w poczatku uktadéw wspétrzednych, gdy
t =t’ =0 oraz x = x’ = 0. Réwnania trajektorii fotonu
w tych uktadach to:

ct
x' = ct’

©)
(10)

X =

i sa one oczywiscie niezgodne z transformacja Galileusza.
Wyprowadzmy zatem transformacje prawidiowa, czyli
transformacje Lorentza.

Zat6zmy, ze transformacja prawidtowa bedzie bardziej
ogodlna. Dobrym wyborem bedzie transformacja liniowa:

(11)
(12)

Ax’ + Bt

X =
! Cx + Dt’

X =
dla A,B,C,D > 0. Wciaz obowiazuje réwnos¢ 3, ktéra
dalej zakladamy bez straty ogélnosci wnioskéw z rozu-
mowania.

Rozwazmy teraz sytuacje, w ktérej w uktadzie O po-
rusza sie punkt materialny z predkoscia v wzdtuz osi Ox
i ktory dla t = 0 znajduje sie w polozeniu x = 0. Oznacza
to, ze caly czas znajduje sie on w poczatku uktadu wspét-
rzednych O’. Pierwszy wzor transformacji upraszcza sie
wtedy do réwnania:

vt = Bt (13)

z ktérego wynika, ze B = v. Zgodnie z zasada wzgled-
nodci, jesli uktad O’ oddala sie od O z predkoscia v, to
uktad O oddala sie od O’ z predkoscia —v. Mozna wiec
powyzsze rozumowanie zastosowac réwniez do punktu
materialnego poruszajacego sie w ukltadzie odniesienia O’
z predkoscia —v a ktéry spoczywa w poczatku ukladu O
(tym razem interesuje nas drugi wzér transformacji):

—vt’ = Dt (14)

Oznacza to, ze D = —v. Podsumujmy dotychczasowe
osiagniecie. Transformacja dana jest teraz uktadem:

x = Ax +vt (15)

x' = Cx—vt/ (16)

Pierwszy wzér moze postuzy¢ do wyznaczenia potozenia
w ukladzie O’ przy znajomosci polozenia i czasu w O
a drugi — do wyznaczenia potozenia w ukladzie O przy
znajomosci potozenia i czasu w O’.
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Jak usuna¢ kolejna niewiadoma? Zauwazmy, ze zaden
z uktadéw, tzn. O oraz O’ nie jest wyrdzniony — prawa
fizyki sa w nich identyczne. Umieéémy wiec w ukladzie O
spoczywajacy w nim punkt materialny P w xp = —1 oraz
w ukltadzie O’ spoczywajacy w nim punkt materialny Q
w xé = 1. Zgodnie z zasada wzglednosci, odlegtos¢ mie-
dzy tymi punktami liczona wedlug O w chwili czasu
t = 0 jest réwna odlegtosci liczonej wedlug O’ w chwili
czasu t’ = 0. Korzystajac z wzoréw na transformacje, dla
t =t’ = 0 otrzymujemy:

!
Axp

CXQ

(17)
(18)

Xp =
xXq =

Z drugiej strony, dzieki zasadzie wzglednosci otrzymu-
jemy:

PQI = [P'Q]| (19)
= (20)
1 1

Otrzymaliémy, ze A = C. Transformacja prawidlowa ma
wiec postac:

x = Ax +vt
x' = Ax—vt’

(22)
(23)
Zauwazmy, ze dla A =1 otrzymujemy szczegdlny przy-

padek — transformacje Galileusza.
Z drugiego réwnania transformacji wyznaczmy x:

X = %(x’ +vt') (24)

1 wstawmy do pierwszego réwnania wyznaczajac
Z niego t:

%(x’—&—vt’) = Ax +vt
1 / / 2.1
t = = t'— A
v A(x +v x')
1-A2
¢ - t/ x4
A
Otrzymujemy:
t/_i_xllfA2
t = —Y 25
N 25)
x' +vt’
— 26
x - (26)

Dalej dla A =1 otrzymujemy transformacje Galileusza.
Wielko$¢ A nie jest stala — jest ona funkcja predkosci:

A=A =A, (27)
Wyznaczmy rézniczki czasu i potozenia.
dt’ + =A%dx!
/ /
dx = @ (29)

Zal6zmy, ze w ukladzie odniesienia O porusza sie punkt
materialny z predkoscia u = dx/dt. W ukladzie odnie-
sienia O’ porusza sie on z predkoscia u’ = dx’/dt’. Po-
dzielmy wiec stronami powyzsze rézniczki wyznaczone
z transformacji:

dx
Ty
o dx +vdt! A
- A dr+ A4y
i’,f,, +v
1 + liVAZ 3):.//

Otrzymali$my wzoér na sktadanie predkosci:
u' +v

B 1+ %u’ (30)
ktéry dla A = 1 redukuje sie do znanej postaci nierelaty-
wistycznej. Powiazmy teraz z ww. punktem materialnym
ukiad odniesienia O”. Uktad O” porusza sie wiec wzgle-
dem O z predkoscia u oraz wzgledem O z predkoscia u’.
Dalej, z zasady wzglednosci wynika, ze uklad O poru-
sza sie wzgledem O’ z predkoscia —v oraz wzgledem O”
z predkoscia —u. Ze wzoru na skladanie predkosci wy-
nika, ze uklad O porusza sie wzgledem O” z predkoscia:

(31)

Oznacza to, ze dla dowolnych v oraz —u’, ktére co do
warto$ci sa mniejsze od ¢, zachodzi:

1—A%,u, _ 1-A2,
v u’
1-A2 1-A2,
V2 v = (—u’)? (32)
Oznacza to, ze wyrazenie:
1-—A2
2= € = const (33)
jest stala. Otrzymujemy:
A=+v1-0Cv? (34)
oraz:
t’ 4 Cwx/
CT VT )
x' +vt’
T Ve o

Przyjrzyjmy sie jeszcze wzorowi 34. Chcieliby$my, aby
wyrazenie pod pierwiastkiem bylo nieujemne:
2 1 2
1—Cv > 0 = é > v
Na podstawie postulatéw szczegdlnej teorii wzglednosci
oraz wnioskéw z réwnan Maxwella nalezy przyjac:

(37)

1
C=—=

> (38)
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Otrzymujemy transformacje Lorentza:

t 4+ Yx!

= == (39)
-z
/ tl

< = X +v 2 (40)
=

= v (41)

z =z (42)

Transformacje odwrotna mozna otrzymac¢ zamieniajac v
na —v:

t— %x

t = c (43)
CE

N vatz (44)
-3

y =y (45)

zZ = z (46)

Powyzsze wzory moga by¢ latwiejsze do zapamietania
gdy wprowadzi sie wspoétczynnik predkosci f i czynnik
Lorentza vy:

p = (47)

o<

1
=P

Wtedy posta¢ transformacji Lorentza polozenia i czasu
miedzy dwoma ukladami o réwnoleglych osiach, gdy
jeden z uktadéw porusza sie wzgledem drugiego wzdtuz
osi Ox jest nastepujaca:

Y = (48)

ct = ylet'+px’) (49)

= y(x'+Bct’) (50)

=y (51)

z = z (52)

a odwrotna transformacja Lorentza ma postac:

ct’ = vy(ct—px) (53)

X' = ylx—pBet) (54)

Yy o=y (55)

zZ = z (56)

2 Dylatacja czasu

Stowo dylatacja oznacza zwiekszenie sie dtugosci czegos.
W przypadku szczegélnej teorii wzglednodci méwimy
o dylatacji czasu, tylko co to oznacza?

Rozwazmy zegar Swietlny — urzadzenie skladajace
sie z dwoch idealnych luster uieszczonych réwnolegle
do siebie, w ktérym przemieszcza sie foton odbijajac sie
od luster nieskoriczonie wiele razy. Niech zegar swietlny
porusza sie wzgledem obserwatora z predkoscia v réwno-
legla do luster zegara. Zal6zmy, ze odlegtos¢ pomiedzy
lustrami wynosi L. Zat6zmy ponadto, ze jedno ,tyknie-
cie” zegara oznacza czas, w ktérym foton wykona dwie

odleglosci pomiedzy lustrami (tzn. jest to czas jaki zajmie
fotonowi pokonanie drogi od dolnego lustra do gérnego
i z powrotem). We wlasnym ukladzie odniesienia zegara
$wietlnego O’ jedno ,tykniecie” jest réwne:

2L

At = —

- 7)

Dla uktadu O tykniecia sa jednak dtuzsze, poniewaz fo-
ton nie pokonuje dystansu L, tylko dystans D, ktéry jest
diuzszy:

2D
At = — (58)
c
Mozna wyznaczy¢ dtugosé D:
At)?

Eliminujac zmienne D oraz L:

At =% v t +L2
At’:% = L= % t/

At = i\/(\) A;) + At’)z

= (o) )

2 VAt 2 -
() -

otrzymujemy wzoér na dylatacje czasu:

At'

At=—— —yAt (60)

Czy mozna otrzyma¢ ten wynik wprost z transformacji
Lorentza? Tak. Przeksztal¢my odpowiedni wzér transfor-
magcji Lorentza do postaci:

cAt = y(cAt’ + BAX') (61)

Zauwazmy, ze w ukladzie zegara Ax’ = 0 (foton w ukta-
dzie wlasnym zegara porusza sie pionowo tylko od lustra
do lustra i nie przesuwa sie w poziomie), co od razu
dawato odpowiedni wynik na dylatacje czasu.

Jest tylko jeden problem. Nawet rozumiejac dylatacje
czasu dalej nie rozumiemy czym jest czas. ..

3 Skroécenie dlugosci

Oméwmy teraz skrécenie Lorentza-Fitzgeralda. W ukta-
dzie O’ spoczywa pret o dlugosci Ly, ktéry jest réwnolegty
do osi Ox’ tego uktadu. Pret oraz uklad O’ porusza sie
wzgledem uktadu O wzdtuz osi Ox z predkoscia v.
Chcemy wykona¢ pomiar diugosci (odlegtosci). Po-
miar polega na wyznaczeniu potozenia poczatka (x; lub
xq) 1 konica (x; lub x}) preta. Zauwazmy, ze w ukla-
dzie O’ pret spoczywa, wiec jego dlugos¢ w tym ukladzie
jest rowna L’ = x;(ct;) — x{(ct;) dla dowolnych chwil
czasu ct{ oraz ct; (ct; = ctj lub ct{ # ct}). W ukladzie O
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pret porusza sie z predkoscia v, dlatego jego diugosé
to L = xa(ct) — x1(ct) (tzn. pomiar potozenia poczatku
i konica preta nalezy wykonac jednoczesnie w 0). Przypo-
mnijmy, ze wedtug transformacji Lorentza:

x =y(x" + Bct’) (62)
Wstawmy to do wzoru na dlugos¢ L:
L = x(ct)—xq(ct)
= vlalety) + Bety) — v(xq(et)) + Bety)
= (L' + Blcty —cty)) (63)

Nalezy wiec wyznaczy¢ réznice ctj — ct{. Przypomnijmy,
ze wedlug transformacji Lorentza:

ct’ =vy(ct—pBx) (64)
Oznacza to, ze:
cty—ct; = ylct—Pxz(ct)) —y(ct — Bxi(ct))
—YBL (65)
Wstawmy to do wzoru na diugosé L:
L = y(L'—vyp’L)
L (1+v*8%) = U

Wystarczy przeksztatci¢c wyrazenie w nawiasach okra-

glych:

202 p*
1+vy°p° = 1+ 1—p2
1-p2+p2
1—p2
= ¥ (66)
Otrzymujemy wiec:
L . ’Y2 = ‘YLI

co w ostatecznosci wiedzie do wzoru na skrécenie
Lorentza-Fitzgeralda:

L/
Sy

L (67)
Obserwator odnotowuje skrdcenie poruszajacego sie
preta.

4 Transformacja predkosci

A co jesli w uktadzie O’ porusza sie jaki$ obiekt z pred-
koscia u’? Jak przetransformowaé jego predkos¢ do
uktadu O, tzn. wyznaczy¢ u na podstawie u’? Ten pro-
blem poruszyliSmy juz przy okazji transformacji Lorentza,
ale zrébmy to jeszcze raz, tym razem dla wszystkich jej
rOéwnan.

Wyznaczmy odpowiednie rézniczki na podstawie
wzoréw okreslajacych transformacje Lorentza:

cdt = vy(cdt’ + pdx’) (68)
dx = vy(dx'+ Bedt’) (69)
dy = dy (70)
dz = dz’ (71)

Podzielmy ostatnie trzy réwnania przez pierwsze réwna-
nie:

1 dx _ y(dx' + Bedt’) 72)
c dt y(cdt’ + pdx’)
/
©E = e 73
/
©E T e 7
Skorzystajmy z oznaczen:
U= [uy,uy,u,] = E{;, %, jﬂ (75)
i = [ug,uy,ul = [(:1::, %, ji:} (76)

Dzielac odpowiednio liczniki i mianowniki oraz wyko-
rzystujac nowe oznaczenia otrzymujemy wzory na rela-
tywistyczne skladanie predkosci:

u, + pc
BT T pue 7
w, = # (78)
YT A+ pul/e)
w o= (79)

Y1+ Bug/c)

Przeprowadzajac to samo rozumowanie dla odwrotnej
transformacji Lorentza (lub podstawiajac B — —f3) otrzy-
mujemy:

we = 1U;X [;uﬁjc (80)
;o uw

YT I pue) &b
r U,

Y S A /o) 2

Zauwazmy, ze posta¢ wzordw jest taka, a nie inna, po-
niewaz uktad O’ porusza sie wzgledem ukladu O wzdtuz
osi Ox z predkoscia v (tzn. 0§ Ox jest wyrdézniona).

5 Podluzny relatywistyczny efekt
Dopplera

Rozwazmy nastepujaca sytuacje. W kierunku obserwa-
tora spoczywajacego w ukladzie odniesienia O porusza
sie z predkoscia v Zrédlo promieniowania elektroma-
gnetycznego. Wraz ze zrédlem zwiazany jest jego wia-
sny uklad odniesienia O’. Promieniowanie elektromagne-
tyczne jest fala, ktéra ma dltugosé i czestotliwos¢. Mozemy
to jednak uproéci¢, zaktadajac, ze Zrédto emituje w re-
gularnych odstepach czasu AT’ paczki fotonéw (btyski
$wiatla), gdzie AT’ jest mierzone w ukladzie wlasnym
zroédia O'. Oznacza to tez, ze w ukladzie wltasnym Zzro-
dia O’ czestotliwos¢ emisji jest réwna f' = 1/AT’. Zasta-
néwmy sie, jaka jest czestotliwo$¢ docierajacych do oczu
obserwatora btyskow?
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Zauwazmy, ze pytanie nie brzmi ,jaka jest czestotli-
wos¢ btyskéw w uktadzie odniesienia obserwatora 0?”,
bowiem na to pytanie odpowiedzieliSmy posrednio anali-
zujac dylatacje czasu. Interesuje nas co$ wiecej, tzn. jak
czesto btyski docieraja do oczu obserwatora a ten pro-
blem to juz nie jest tylko dylatacja czasu (ktéra wciaz
zachodzi), ale przede wszystkim relatywistyczny efekt
Dopplera.

W zwiazku z dylatacja czasu jest wiecej czasu pomie-
dzy blyskami w ukladzie odniesienia obserwatora:

!/
AT =yAT = f= L (83)
Y
Dylatacja czasu zmniejsza czestotliwosé¢ blyskéw dociera-
jacych do oka obserwatora, ale nie jest to jeszcze finalna
odpowiedz, poniewaz czestotliwoé¢ f oznacza czestotli-
wos¢ btyskéw wyznaczana w uktadzie odniesienia O
(i nie oznacza czestotliwosci docierania do oka obserwa-
toral).

Relatywistyczny efekt Dopplera jest podobny do aku-
stycznego efektu Dopplera — wynika on z ruchu Zrédia.
Zat6zmy dla ustalenia uwagi, ze zrédto zbliza sie do ob-
serwatora. Oznacza to, ze kolejne btyski maja mniejszy
dystans do pokonania aby dotrze¢ do oka obserwatora.
Ten efekt zwieksza czestotliwos¢ btyskéw docierajacych
do oka.

Gdy fotony z pierwszego btysku zdazyly pokona¢ dy-
stans w ukladzie odniesienia obserwatora réowny cAT =
cYAT’, nastapuje kolejny btysk. W tym czasie, pomie-
dzy kolejnymi blyskami, Zrédlo zdazy pokonaé dystans
VAT = vyAT’ w kierunku obserwatora mierzony w ukia-
dzie obserwatora.

W chwili drugiego btysku, nowo wyemitowane fotony
oraz zrédio znajduja sie w odleglosci mierzonej wedtug
ukladu odniesienia obserwatora réwnej:

(c —V)AT = (c — v)YAT’ (84)

za fotonami z pierwszego btysku. Ten rezultat jest iden-
tyczny dla wszystkich kolejnych btyskéw swiatta, tzn. dla
btyskéw o numerach n oraz n + 1.

Ile czasu AT* bedzie czekal obserwator od zobaczenia
pierwszego blysku az do zobaczenia drugiego btysku?
Ten czas jest réwny odleglosci pomiedzy paczkami foto-
néw wyznaczonej powyzej podzielonej przez predkos¢
rozchodzenia sie Swiatla:

ATH = %(C—V)VAT’

S BN
V1—p?
1-p

— AT’
1+8

gdzie B =v/c. W zwiazku z tym obserwowana czestotli-
woscia jest:

Przyklad 1. Po spedzeniu dziesieciu tygodni na eks-
ploragji kréliczej nory, Alicja znowu zachciata zobaczy¢
wielki §wiat. Spozywszy ciastko z napisem , Zjedz mnie”,

wrdécita do swoich natualnych rozmiaréw i po matych
perypetiach znalazta sie z powrotem przed wejSciem
do nory, do ktérej wpadta przy okazji pierwszego ko-
lokwium z fizyki. Na polanie przed nora zaobserwo-
wata ona zmierzajacego w jej kierunku Relatywistycznego
Biatego Krolika poruszajacego sie rakieta z predkoécia
v = ¢/7. Krélik dysponuje zegarkiem kieszonkowym
i krzyczac ,,Ojej! Ojej! Spdznie sie!” biega raz w jedna
araz w druga strone rakiety z predkoscia wzgledem tejze
rakiety rowna u’ = ¢/9. Krélik jest ubrany w niezwykta
kamizelke, ktéra dziata jak zwierciadlo, a Alicja jest w sta-
nie przez iluminatory (tzn. okna statku kosmicznego)
zobaczy¢ Krolika w rakiecie a nawet swoje odbicie w jego
kamizelce. W jakim kolorze Alicja zobaczy odbicie swojej
monochromatycznej czerwonej sukienki (fy = 450 THz),
gdy Kroélik biegnie zgodnie z ruchem rakiety a w jakim,
gdy biegnie on przeciwnie? Tabela zakreséw czestotliwo-
$ci odpowiadajacych poszczegélnym kolorom znajduje
sie ponizej. Jesli otrzymana czestotliwos¢ lezy poza za-
kresem podanym w tabeli, uznaj, ze sukienka ma kolor
czarny.

3

5
S E & & § £ =
koor |3 & X% ® & & &
f[THy | 400 480 510 530 600 620 670
480 510 530 600 620 670 790

Rozwiazanie. Podwoéjny podtuzny relatywistyczny efekt
Dopplera jest opisywany réwnowaznym wzorem co aku-
styczny efekt Dopplera, poniewaz wszystkie rozwazania
mozna przeprowadzi¢ w ukladzie odniesienia Alicji (alter-
natywnie nalezy zaaplikowa¢ dwa razy wzoér na pojedyn-
czy relatywistyczny efekt Dopplera, tzn. uwzgledniajacy
dylatacje czasu):

To (85)

gdzie f( jest czestotliwoscia Swiatta odpowiadajaca kolo-
rowi czerwonemu sukienki Alicji a f jest czestotliwoscia
$wiatla widzianego w odbiciu od kamizelki Krélika. War-
tos¢ parametru szybkosci 3 nalezy wyznaczy¢ z wzoréw
na relatywistyczne skladanie predkosci. W szczegolnosci,
w ukladzie odniesienia Alicji stojacej na polanie predkosé
Krolika dana jest wzorem:

o Fu+v
1+ ulv/c?

(2w +v)/c

= = "~
B 14+ u'v/c?

U4 (86)

gdzie znak + odpowiada sytuacji w ktérej Krolik biegnie
zgodnie z ruchem rakiety a znak — odpowiada sytuacji
gdy biegnie on przeciwnie. Po podstawieniu wartosci
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liczbowych otrzymujemy: Alicja widzi swoja sukienke w kolorze fioletowym lub

+1/9+1/7 1+ 1- pomaraficzowo-czerwonym. W

P 1+1/63 {4 131 }
f *t 16~

s[5 16

fo 3 '15

fro = g -450THz = 750 THz

16
f_o = 5 450 THz = 480 THz
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