Numeryczne ré6wnania ruchu z poprawkami relatywistycznymi
Wybrane algorytmy w symulacji precesji perycentrum*
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Streszczenie. W pracy zajmujemy si¢ opisem ruchu dwoéch cial w przyblizeniu postnewtonowskim za pomocg symulacji
numerycznych. Na poczatku przedstawiamy krétki przeglad prac naukowych. Omawiamy ogélng posta¢ réwnania ruchu dwéch
cial z poprawkami postnewtonowskimi. Omawiamy algorytm Rungego-Kutty, symplektyczny oraz Bulirscha-Stoera i aplikujemy
wybrane metody do ukladu Storice-Merkury oraz do hipotetycznego zwartego uktadu podwdéjnego gwiazd o masach Mg
i 2Mo. Nasze obliczenia poprawnie wyznaczaja relatywistyczng cze$¢ precesji peryhelium Merkurego. W szczeg6lnosci,
w przypadku obliczeni z uzyciem algorytmu Rungego-Kutty otrzymany przez nas wynik rézni sie zaledwie o 7% wzgledem
warto$ci uzyskiwanych z obserwacji astronomicznych. W przypadku algorytmu symplektycznego, pomimo jego bardzo dobrych
dtugoterminowych wlasciwosci, obserwujemy mniejsza lokalng precyzje objawiajaca sie w nieco wiekszym bledzie wzglednym
na poziomie 12%-20%. W przypadku algorytmu Bulirscha-Stoera dochodzimy do wniosku, ze niska ekscentrycznoé¢ orbity
Merkurego moze nie uzasadnia¢ wzglednie duzego kosztu jego uzycia. Do pracy dotagczamy stworzone przez nas programy
komputerowe w jezykach C++ oraz Python.
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Wstep

Przyblizenie postnewtonowskie jest metoda, za pomoca ktérej
— poprzez odpowiednie korekty (poprawki relatywistyczne) do
réwnan ruchu Newtona — rozwigzuje sie w przyblizony sposéb
réwnanie Einsteina dla réznych systeméw fizycznych. W ten
sposéb stopniowo przechodzi sie od mniej dokladnego opisu
opierajgcego sie na dynamice newtonowskiej do blizszego rze-
czywistosci opisu relatywistycznego. Zarazem uzyskane w ten
sposéb réwnania powinny by¢ prostsze od réwnania Einsteina.
Kazdy kolejny n-ty rzad poprawek wprowadza nowe wyrazy
relatywistyczne zawierajace € w n-tej potedze (gdzie e ~ (v/c)?
a v jest predkoscig). W tej pracy uzywamy oznaczenia nPN jako
symbol poprawki postnewtonowskiej n-tego rzedu. Przeglad
prac naukowych pozwala zauwazy¢, jak powszechne zastosowa-
nie znajduje omawiane przybliZenie. Ponizej przejdziemy przez
skrétowy opis wybranych artykuléw.

W og6lInosci z powodzeniem stosuje sie przyblizenie post-
newtonowskie dla ukladéw dwéch ciat [1]. W jednej z prac [2]
dokonano przegladu réznych rozwigzan dynamiki dwéch ciat
dla czwartej poprawki postnewtonowskiej. Z innych prac do-
wiedzie¢ sie mozna, jak stosowano przyblizenie w kontekscie
uktadéw dwoéch czarnych dziur (np. znajdujac potozenia naj-
bardziej wewnetrznej stabilnej orbity kolowej dla przyblizenia
3PN i poréwnujgc z uzyskanymi numerycznymi wynikami dla
dwoch czarnych dziur poruszajacych sie po kolowych orbitach [3]
albo obliczajac kat rozpraszania dla dwéch wirujacych czarnych
dziur [4]). Oprécz tego eksperci w przyblizeniu 3PN wyod-
rebniali niezmienniki dynamiki dwéch mas punktowych [5].
W jeszcze innej pracy dla 4PN wyznaczano potencjal grawita-
cyjny oddziatywania dwéch ciat [6].

Chociaz przyblizenie postnewtonowskie generalnie stosuje
sie do uktadéw fizycznych, w ktérych predkosci sg duzo mniejsze
od predkosci $wiatta, a pole grawitacyjne tez jest niewielkie, to
jednak okazuje sie, ze mozna je takze skutecznie zastosowaé

dla wielu szybko poruszajacych sie systemoéw, jak np. pulsa-
réw, dzieki czemu przybliZzenie to moze odegrac¢ kluczowa role
w przewidywaniu sygnatéw fal grawitacyjnych i w konsekwencji
detekcji promieniowania grawitacyjnego za pomoca laserowych
detektoréw interferometrycznych [7], jednak wymagane moga
by¢ wyzsze rzedy przyblizenia [8]. Przyblizenie postnewtonow-
skie jest przydatne w kontekscie testowania natury fal grawitacyj-
nych zaréwno z uzyciem detektoréw starszej generacji, tzn. LIGO,
Virgo i KAGRA, jak i majacych co dopiero powsta¢ detektoréow
Cosmic Explorer, LISA czy tez Teleskopu Einsteina [9, 10].

Przyblizenie postnewtonowskie stosuje sie takze do przy-
spieszanych i obracajacych sie uktadéw odniesienia. Uzyskane
tak wyniki mogg postuzyé do badania efektéw relatywistycz-
nych w odniesieniu do uktadéw nieinercjalnych takich jak np.
przyspieszany statek kosmiczny [11].

Dla przyblizenia postnewtonowskiego rozwigzywano pro-
blem trzech ciat (np. dla przyblizenia 1PN i 2PN) [12]. Badano
takze w tym przyblizeniu nature zachowania ukladu trzech czar-
nych dziur m. in. w kontekécie zapadania sie systemu przy wzro-
$cie mas tych obiektéw [13]. W ogdlnosci naukowcy rozwazaja
systemy zlozone z N cial rozwigzujgc réwnania pola grawita-
cyjnego przy uzyciu omawianego przyblizenia [14]. Rozwijany
jest opis postnewtonowski ruchu i preces;ji systemu sktadajacego
sie z N rozciaglych i wolno obracajacych sie cial niebieskich [15].
Wykonana takze zostala symulacja klastréw az do 3PN [16].
W innej pracy badano ogélng postaé globalnych praw zacho-
wania dla ukladéw N-ciat w pierwszym postnewtonowskim
przyblizeniu [17].

Przyblizenie postnewtonowskie aplikuje sie takze do hydro-
dynamiki relatywistycznej. W jednym z artykuléw wyprowa-
dzono réwnania hydrodynamiki w 2,5PN [18]. Okazuje sie, ze
w zastosowanym przyblizeniu wystapily wyrazy odpowiadajace
za reakcje plynu na emisje promieniowania grawitacyjnego przez
uklad. Zaprezentowano takze ogélng postaé relatywistycznych
kosmologicznych réwnan hydrodynamiki (opisujgcych zacho-
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wanie plynu w rozszerzajacym sie Wszechswiecie) [19].

Problem N ciat i hydrodynamika relatywistyczna to jednak
nie wszystko. Warto bowiem takze wspomnieé¢ o tym, Ze na-
ukowcy dokonujg poréwnan przyblizenia postnewtonowskiego
z teorig perturbacji uzywang w kosmologii [20].

Szerokie zastosowanie omawianego przyblizenia wskazuje
na istotng skuteczno$¢ w opisie wielu modeli odnoszacych sie
mniej lub bardziej konkretnie do rzeczywistych uktadéw. Nas
jednak przede wszystkim interesuje problem dwoch cial. Za-
cznijmy zatem od ogélnej postaci réwnania ruchu dwéch ciat
o masach mj i my z poprawkami postnewtonowskimi [21]:
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gdzie x = x1 —xp opisuje wektor faczacy oba ciala, R1p = |x| ozna-
czajego diugosé, N1y = x/R15 to wektor normalny, M = mj +my,
n = mymy/M?, a v = vq — v; jest r6znicg miedzy predkoscia
ciala o masie m; i ciata o masie mjy. Przyjmujemy tutaj, ze Gic
sg réowne 1. Nas jednak co najwyzej interesowaé bedzie drugi
rzad przyblizeri. W takim wypadku wystarcza nam znajomos¢
nastepujacych wielkosci [21]:
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Dalszy uklad pracy jest nastepujacy. W pierwszej czeSci omo-
wiony zostanie algorytm zwany metoda Rungego-Kutty czwar-
tego rzedu. Stuzy on do numerycznego przyblizenia rozwigzania
réwnania rézniczkowego zwyczajnego (ang. ordinary differential
equation, ODE), zwanego dalej RRZ. Algorytm ten zostal wy-
korzystany do napisania programu stuzacego do rozwigzania
réwnan ruchu dla dwéch ciat w przyblizeniu postnewtonowskim.
Na jego podstawie wygenerowano symulacje dynamiki uktadu
Storice-Merkury i hipotetycznego zwartego ukltadu podwéjnego
gwiazd. Druga cze$¢ pracy poswiecona bedzie algorytmowi
symplektycznemu. Podobnie jak w poprzedniej czesci uzyto tego
algorytmu do wyznaczenia trajektorii dla ww. uktadéw dwéch
cial. Trzecia czeé¢ pracy dotyczy¢ bedzie algorytmu Bulirscha-
Stoera. Zostanie on oméwiony bardzo doktadnie jako metoda

rozwigzywania réwnan rézniczkowych zwyczajnych, a koszt
obliczeniowy, dokladnos¢ tej metody itd. zostanie poréwnana
ze wspomniang wcze$niej metodg Rungego-Kutty. Zarazem opi-
sane zostang konkretne przyklady uzycia tego algorytmu. Biorac
pod uwage efektywnosé i dokladnoéé metody, pojawi sie tez
odpowiedz na pytanie o jego mozliwe zastosowanie dla ukladu
Storice-Merkury.

1 Metoda Rungego-Kutty

Do numerycznego przyblizenia rozwigzania RRZ mozna zasto-
sowa¢ metode Rungego-Kutty, zwang dalej metoda RK. Mianem
metod RK okreéla si¢ rodzine algorytméw rozwigzujacych RRZ,
ktére koncepcyjnie sg ulepszonymi wersjami metody Eulera.
W naszej pracy wykorzystaliémy najbardziej popularny ich wa-
riant, zwany metoda RK czwartego rzedu (w skrécie RK4).

1.1 Zasada dzialania

Przejdzmy teraz do wyjaénienia zasady dziatania algorytmu
RK4 [22]. Zal6zmy, ze chcemy rozwigza¢ RRZ rzedu n, z zada-
nymi warunkami poczatkowymi:

) = f (y<”—1><t), Y2, . (3a)

V0, 5(0),1)

yOtg)=y¥ dla i€{0,1,...,n -1}  (3b)
gdzie y moze by¢ funkcjg o wartoéciach wektorowych, a y( i)

statymi. Aby zastosowa¢ metode RK4 do tego réwnania, musnny
najpierw sprowadzi¢ je do réwnania pierwszego rzedu. Mozemy

to zrobié definiujgc funkcje wielowymiarowa:

7)== (V00,52 y 0,90

ktéra pozwala nam zapisa¢ réwnania (3a) i (3b) w postaci:
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Nastepnie obliczymy przyblizong warto$¢ funkgji i, a zatem
funkcji y oraz jej pochodnych, w czasie tg + At, gdzie At jest
dowolnie wybranym przez nas krokiem czasowym. W tym celu
obliczymy wartosci funkgji f w czterech r6znych punktach:

k1 = f (5(to), to) (6a)
ky:=f (y(to) +k zt to + %) (6b)
ks :=f (y(to) + ko ; to + %) (6c)
ks = f (U(to) + k3At, tg + At) (6d)

po czym oszacujemy szukang warto$¢ funkeji y wzorem:

~ ~ At

ylto + At) = y(tg) + ?(kl +2ky +2k3 + kyg) (7)

Krok ten mozemy powtérzy¢ wielokrotnie dla dowolnego At, co

pozwala nam przyblizy¢ wartosé¢ iy w kazdej chwili czasu.
Zauwazmy, ze korzystajagc z powyzszej notacji mozemy

przedstawié¢ réwniez metode Eulera — rézni si¢ ona jedynie
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Rysunek 1: Wyniki symulacji z uzyciem metody Rungego-Kutty czwartego rzedu (RK4) dla ukfadu Storice-Merkury z poprawka postnewtonowska pierwszego rzedu.
Parametry symulacji: m1 = Mg = 1,989 - 10¥ kg, mp = My = 3,301 - 102 kg ~ 1,7 - 1077 Mo, peryhelium g = 4,6 - 10'° m ~ 0,307 AU, vy = 59 km/s, krok czasowy
T = 15205, czas 120 lat julianiskich. Panel lewy: Polozenie katowe peryhelium Merkurego wraz z dopasowang prostg. Panel prawy gérny: Wzgledny blad energii w funkcji

czasu. Panel prawy dolny: Tory ruchu Storica oraz Merkurego.

tym, Ze zamiast wzoru (7) wykorzystuje si¢ w niej przybliZzenie
y(to + At) = y(tp) + k1 At. Graficznie metoda Eulera odpowiada
przyblizaniu szukanej funkdji przez jej styczne w kolejnych punk-
tach, przez co nie bierze pod uwage faktu, ze w ogélnym przy-
padku pochodna funkgji nie jest stata na odcinku (tg, tg + A).
Metoda RK4 koryguje ten problem, liczgc srednig wartos¢ po-
chodnej na podstawie wyzej zdefiniowanych punktéw. Sg one
dobrane w taki sposéb, ze faczny btad wyznaczenia y(tg + nAt)
(gdzie n € N) jest funkcjg czwartego rzedu w At [22]. Dla poréw-
nania, w przypadku algorytmu Eulera ten sam biad jest funkcja
rzedu pierwszego w At.

Metode RK4 zastosowaliémy do numerycznego rozwigzania
réwnan ruchu dla dwéch ciat w przyblizeniu postnewtonowskim
do drugiego rzedu zgodnie ze wzorem (1). NapisaliSmy w tym
celu program w jezyku C++, ktérego kod zrédlowy zostat przez
nas udostepniony publicznie. Przy jego pomocy przeprowadzili-
$my symulacje dynamiki uktadu Stofice-Merkury, na podstawie
ktérej wyznaczyliSmy tempo precesji peryhelium Merkurego,
oraz przykladowego uktadu o arbitralnie dobranych parame-
trach startowych, na ktérego przyktadzie doktadniej pokazaliémy
wlasnosci algorytmu.

1.2 Symulacja

Wielkoéci potrzebne do rozpoczecia symulacji (tj. masy
Storica Mo i Merkurego My, minimalng odleglos¢ Merkurego
od Stonica g i maksymalng predkos¢ Merkurego vg) otrzymano
z danych zebranych przez NASA [23]. Zasymulowali$my 120
lat julianskich (stosowany symbol na oznaczenie to a) obiegu
Merkurego wokét Storica z krokiem czasowym wynoszgcym
1520 sekund, zaczynajac od potozenia w peryhelium. Krok cza-
sowy dobrali$émy tak, aby byt jak najmniejszy, ale pozwalajacy
na przeprowadzenie symulacji z takimi samymi parametrami
w odpowiednio krétkim czasie réwnieZ przy pomocy omawia-
nego dalej algorytmu symplektycznego. Na podstawie polozen
otrzymanych z symulacji wyznaczyliémy lokalne minima odle-
glosci Storice-Merkury, obliczylismy ich potozenia katowe liczone

wzgledem Storica (jako polozenie 0° przyjeto polozenie pierw-
szego peryhelium), a nastepnie dopasowali$my do nich prosta.
Wyniki przedstawiliémy na rys. 1.

Z parametréw dopasowania odczytaliémy wartoé¢ sredniej
predkosci precesji peryhelium, wynoszaca (46 + 15)” /100 a, co
jest zgodne z klasyczng wartoscig 38 sekund katowych na stulecie
wyznaczong przez Le Verriera oraz z wartoscia 43 sekund kato-
wych na stulecie podang pézniej przez Newcomba i uznawang
obecnie [24]. Duza niepewnos$¢ dopasowania jest spowodowana
tym, ze dane symulacyjne nie lezg dokfadnie na przewidywanej
prostej, a ukladaja sie w periodyczny sposéb po obu jej stronach.
Najprawdopodobniej jest to artefakt spowodowany skoriczong
doktadnoscig symulacji numerycznej i odnalezienie doktadnego
powodu tego zjawiska moze by¢ tematem dalszych inwestygacji.
Obliczenia przeprowadziliémy zaréwno w rzedzie 1PN jak i 2PN,
ale wktady od poprawki drugiego rzedu byly mniejsze niz do-
kfadnos¢ przeprowadzanych obliczeri numerycznych, w zwigzku
z tym wszystkie dane przedstawiamy dla obliczen z poprawka
pierwszego rzedu.

Na rys. 1 przedstawiliSmy réwniez wzgledny biad energii
w symulacji RK4 w zaleznosci od czasu policzony ze wzoru
wyprowadzonego przez Schéfera [25], ktéry to wzoér bierze pod
uwage poprawki postnewtonowskie. Blad ten mial charakter
periodyczny o bardzo matym okresie zmian, co sprawia, ze wy-
kres jest trudny do odczytania. Dla dtuzszych symulagji oraz dla
symulagji z wiekszym krokiem czasowym zaczyna by¢ widoczny
wzrost éredniej warto$ci btedu z czasem, co mozna zobaczy¢
w wynikach drugiej przeprowadzonej przez nas symulagji (rys. 2).
Brak wzrostu $redniej wartosci bledu oznacza, ze dobrany krok
czasowy jest na tyle maly, ze btedy ze wszystkich krokéw nie
wzmocnily sie.

Oprécz powyzszej symulacji przeprowadziliSmy réwniez
symulacje ruchu hipotetycznego zwartego uktadu podwéjnego
gwiazd o masach odpowiednio Mg oraz 2My, w chwili roz-
poczecia symulacji oddalonych od siebie 0 g = 4,6 - 107 km,
poruszajacych sie wzgledem siebie z predkoscig vg = 50 km/s
zwrécong poczatkowo prostopadle do taczacego je odcinka. Sy-
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Rysunek 2: Wyniki symulacji z uzyciem metody Rungego-Kutty czwartego rzedu (RK4) dla przykltadowego zwartego ukladu podwdjnego z poprawka postnewtonowska
pierwszego rzedu. Parametry symulacji: 117 = 2Mg, = 3,978 - 10¥ kg, mp = Mo, = 1,989 - 103 kg, periastron g = 4,6 - 101 m ~ 0,307 AU, vy = 50 km/s, krok czasowy
T = 15205, czas 120 lat juliariskich. Panel lewy: Potozenie kgtowe periastronu wraz z dopasowang prosta. Panel prawy gérny: Wzgledny biad energii w funkgji czasu. Panel

prawy dolny: Tory ruchu dwoch ciat.

mulagje przeprowadziliémy dla kroku czasowego réwnego 1520
sekund a sumarycznie zasymulowalismy 120 lat juliafiskich ru-
chu obu cial. Krok czasowy wybraliSmy na tej samej zasadzie, co
w przypadku ukladu Storice-Merkury.

Wyznaczylismy $rednig predkos¢ precesji periastronu tego
uktadu jako 31 sekund katowych na rok, z doktadnoscig do-
pasowania réwng 2 sekundy na rok, w sposéb analogiczny do
tego wykorzystanego do wyznaczenia predkosci preces;ji pery-
helium Merkurego. Wyniki przedstawiono na rys. 2. Podobnie
jak w przypadku uktadu z Merkurym, punkty symulacyjne nie
leza na przewidywanej prostej, ale s3 ulozone w powtarzajace
sie struktury, jednak tym razem nie jest widoczna struktura
stricte periodyczna. Dalej jednak sa one na tyle regularne, ze
nie wygladajg jak zwyczajny szum. Ponownie obliczenia prze-
prowadziliémy zaréwno w rzedzie 1PN jak i 2PN. Tym razem
poprawki drugiego rzedu przeniosly sie na zmiane wynikéw
numerycznych, jednak wcigz byly one zbyt mate, aby byly one
widoczne na wykresach badZ zmienily otrzymane tempo preces;ji
periastronu. W zwigzku z tym postawiliémy dalej przedstawiac
jedynie wykresy dla pierwszego rzedu poprawek postnewto-
nowskich.

Na rys. 2 przedstawiono réwniez wzgledne bledy ener-
gii w symulacji przykladowego uktadu podwdéjnego. Dla tego
uktadu dokladnie wida¢ dodawanie sie bledéw energii w po-
szczegblnych krokach symulagji, co skutkuje liniowym wzrostem
$redniej wartosci bledéw wraz z czasem trwania symulacji. Bledy
te s wieksze niz w przypadku uktadu Merkury-Storice, ponie-
waz orbity cial w ukladzie przykladowym maja znacznie wieksza
ekscentrycznoséé, przez co zmiany przyspieszen cial w czasie
sg znacznie wieksze. Pomimo tego, przez caly okres trwania
symulacji wzgledny biad energii nie przekroczyt 1%. Ponadto,
na rys. 2 przedstawiono tory ruchu cial. Wida¢ na nim lekkie
przesuniecie orbit objawiajace sie pogrubieniem toréw ruchu ciat,
spowodowanym przez nakladanie sie kolejnych orbit na siebie.
Takiego pogrubienia nie zaobserwowano na torze Merkurego
przedstawionego narys. 1.

2 Algorytm symplektyczny

Zwykle wtasciwosci, ktére w doktadnych rozwigzaniach sg za-
chowane, takie jak energia lub ped, nie sa zachowane w roz-
wigzaniach numerycznych. Ideg integratoréw geometrycznych,
a w szczegoblnosci poruszonych w tej pracy integratoréw sym-
plektycznych, zwanych dalej SI, jest wykorzystanie pewnego
rodzaju symetrii dla kazdego kroku w celu uzyskania lepszych
rozwigzan dtugoterminowych. Zaczniemy od wprowadzenia
mechaniki hamiltonowskiej na rozmaitosciach symplektycznych.
Zainteresowany szczegoétami Czytelnik moze chcie¢ zapoznaé
sie z ref. [26].

2.1 Zasada dzialania

Na rzecz tej pracy zdefiniujmy hamiltonian jako gtadka funkcje
H: T°M — R. Dla hamiltonianu H mozemy zdefiniowa¢ pole
wektorowe zwane polem hamiltonowskim poprzez relacje:

dH = —ix, (@) ®)

gdzie i oznacza zwezenie a w jest forma symplektyczng. Dla wy-
gody czesto zamiast (g, p) bedziemy pisac z i wéwczas klasyczne
réwnania Hamiltona:

dg!  oH
E = a—pl (9a)
d .
i _ _&_H (9b)
dt aql

zapiszemy jako:
L = Xn(2) (10
ar ~ “°H

Dwie najwazniejsze wlasnosci rozwigzan réwnan Hamiltona
(potoku pola hamiltonowskiego) to zachowywanie energii i formy
symplektycznej. W tej czeéci pracy zajmiemy sie integratorami,
ktére zachowujg forme symplektyczna.
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Rysunek 3: Wyniki symulacji z uzyciem algorytmu symplektycznego czwartego rzedu (SI4) dla przyktadowego zwartego ukladu podwéjnego z poprawka postnewto-
nowska pierwszego rzedu. Parametry symulacji: m = 2Mo = 3,978 - 1030 kg, my = Mo = 1,989 - 1030 kg, periastron q = 4,6 - 109m ~ 0,307 AU, vy = 50 km/s, krok
czasowy T = 15205, czas 120 lat julianskich, A = 1/150, Q = 4/t. Panel lewy: Polozenie katowe periastronu wraz z dopasowang prosta. Panel prawy gérny: Wzgledny btad

energii w funkcji czasu. Panel prawy dolny: Tory ruchu dwoéch ciat.

Do obliczeri numerycznych wykorzystamy algorytm wprowa-
dzony w 2016 przez Molei Tao [27], ktéry wykorzystuje metode
podwajania przestrzeni fazowej M2 = M x M. Na tej nowej
rozmaitosci M2 wprowadzimy wspoélrzedne (g, x), a na T*M?
wspolrzedne (g, x, p, y) z forma symplektyczna:

w =dg’ Adp; +dx’ Ady; 1)
Algorytm pozwala na rozwigzywanie probleméw, w ktérych
wystepuje dowolny hamiltonian niezalezny od czasu, a dobrych
dtugotrwatych rozwigzan mozemy oczekiwac od uktadéw cat-
kowalnych (bez dodatniego wykladnika Lyapunova). Algorytm

polega na rozwigzywaniu réwnan dla zmienionego hamilto-
nianu:

Ha(q,y)+ Hp(x,p) + QHc (12)
llg = x||? + A%[|p — yI|?
2

H(q,x,p,y) =

=Ha(q,y)+ Hp(x,p) +Q

gdzie Hy = Hp = H, a czes¢ QH¢ odpowiada za utrzymywanie
dwéch kopii wspélrzednych blisko sobie podczas catkowania
numerycznego. Teraz réwnania Hamiltona to:

dg’ B

0H JH(x, p)

i S ap TN i) (13a)
ST gy
. -—j—i =—%ﬂ;’;y)—a<q1’—xf) (130

Zauwazmy, ze rozwigzania doktadne tych réwnan pokrywaja
sie z rozwigzaniami dla oryginalnego hamiltonianu H jesli tylko
qo = Xxg i po = Yo. Jako, ze pochodne H4 po polozeniach g nie
zalezg od pedéw p i vice versa to mozemy znalezé dokladne

rozwigzania na potoki czesci Hy, Hp i Hc a nastgpnie nume-
rycznie je sktadaé by przyblizaé rozwigzanie H. Jesli potok pola
hamiltonowskiego od funkcji f oznaczymy przez qb} to:

q q
C]%A R +1dyH(q,y) (14a)
Pl |P~t9qH(, )
_y_ L y J
q g+ 1dpH(x,p)
Phy e * (14b)
p p
v |y — 1dxH(x, p)]
-q- g1 +cosa)+x(1—cosa)+ Asina(p —y)
c|x 1 x(1+coszx)+q(1—cosa)—)\sina(p—y)
Panc’ p 2 {p(1 +cosa) + y(1 - cos a) — sm al(g —x)
y| y(1 +cosa)+p(l —cosa) + X sina(q — x)
(14¢)
a =201t (14d)

By utrzymac¢ przyblizony (do drugiego rzedu) potok pola hamil-
tonowskiego od hamiltonianu H uzyjemy rozdzielania Stranga.
Wéweczas:

T/z T/Z 7/2 1/2

by = by

°ody (15)

° POy © Py

Mozemy réwniez otrzymac integrator dowolnego (parzystego)
rzedu przy pomocy skoku potréjnego:
1-2

o (PVIT ¢( YDt (PVIT (16)

Hamiltonian dla problemu dwéch ciat w przyblizeniu 1PN
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Rysunek 4: Wyniki symuladji z uzyciem algorytmu symplektycznego czwartego rzedu (SI4) dla uktadu Storice-Merkury z poprawka postnewtonowska pierwszego rzedu.
Parametry symulacji: 17 = Mo = 1,989 - 100 kg, mp = My = 3,3285 - 10% kg ~ 1,7 - 1077 M, peryhelium g = 4,6 - 10'° m ~ 0,307 AU, vy = 58,97 km/s, krok czasowy
T = T/25000 ~ 304 s (gdzie T to okres orbitalny Merkurego, tzn. 88 dni), czas t = 500T (czyli ok. 120 lat juliariskich), A = 1, Q) = 4/7. Panel lewy: Potozenie katowe
peryhelium Merkurego wraz z dopasowang prostg. Panel prawy gérny: Wzgledny blad energii w funkgji czasu. Panel prawy dolny: Tory ruchu Storica oraz Merkurego.

dany jest wzorem [10, str. 147, wzory (351a) i (351b)]:

2 2
_1 P1 Ps mymy
Hz(mm) “ R

L 1le (mfmz mlmﬁ) 1 (P‘f . P%)
2 2 2 373

2| 2\ R}, Ry, 8\my  m;

> 2

o G a1 P2 _ (P P2

8R12 my iy m% m?

N 4(le -p1)(N12 - Pz))] 17)

myma

gdzie p; sa pedami dwoch ciat, m; ich masami a Rqp i N1» maja
to samo znaczenie co we wzorze (1). Poprzez u oznaczamy mase
zredukowana, czyli y = mymy/(my + my). Tak jak w przypadku
czysto newtonowskim mozemy uzyé wspélrzednych srodka
masy, co zredukuje problem do jedynie trzech wspétrzednych
polozeni i trzech wspoétrzednych pedéw.

Algorytmy symplektyczne zachowuja energie z doktadnoscig
do poprawki w kroku przynajmniej rzedu integratora [28]. To
oznacza, ze dla integratora rzedu n zachowywane jest:

H' = H+1"H, + O(c"*) (18)
gdzie H to oryginalny hamiltonian, Hy, jest nieznang poprawka,
a 7 jest krokiem calkowania.

2.2 Symulacja

Podobnie jak w przypadku metody RK4 wykonali§my, tym razem
z uzyciem jezyka Python, obliczenia dla uktadu Storice-Merkury
oraz dla hipotetycznego zwartego uktadu podwdjnego o wcze-
$niej opisanych parametrach. Zacznijmy od oméwienia symulacji
dla hipotetycznego zwartego uktadu podwéjnego. Uzywamy tu-
tajintegratorarzedun = 4 z parametrami A = 1/150 oraz Q) = 4/,

gdzie T = 1520 s jest krokiem czasowym. Zasymulowalismy czas
t = 120a a wyniki obliczerr zostaly przedstawione na rys. 3.
Widzimy, ze btad energii jest ograniczony w czasie i nie ma kom-
ponentu liniowego (zgodnie z przewidywaniami). Na wykresie
trajektorii odnotowujemy spore przesuniecia periastronu co po-
twierdza wykres przesuniecia periastronu od czasu, do ktérego
dopasowano prosta, ktérej nachylenie wynosi —2549” /a. Wartos¢
ta nie zgadza si¢ z wynikiem obliczen RK4. Wynika to z faktu,
ze wybrany zostal zbyt duzy krok catkowania. Dla stabilnosci
algorytmu symplektycznego nalezy wybiera¢ mniejsze wartosci
tego kroku. I tak wladnie uczyniliSmy w przypadku obliczen dla
ukfadu Storice-Merkury. Podobnie jak w poprzednim przypadku
n =4, Q = 4/1, z tym, ze tym razem t = T/25000 ~ 304s,
t = 500T, gdzie T jest okresem orbitalnym Merkurego. Nauczeni
poprzednim przyktadem, w ktérym krok byt zdecydowanie zbyt
duzy by uzyskaé sensowny wynik, obnizyliémy jego wartos¢
o czynnik pie¢. Wyniki symulacji przedstawiliSmy na rys. 4.
Znéw widzimy, ze blad jest ograniczony w czasie. Na wykresie
trajektorii nie wida¢ oczywistego przesuniecia od orbity eliptycz-
nej. Na wykresie przesuniecia peryhelium od czasu widzimy
jednak, ze jakie$ przesuniecie wystepuje. Dane sg bardzo za-
szumione, co wynika z niepewnosci wyznaczenia minimum
odlegloéci miedzy cialami. Mimo tego, do danych dopasowano
funkgje liniows, ktérej nachylenie jest réwne 37,8” /100 a, co sta-
nowi blad na poziomie 12%-14% wzgledem wartosci otrzymanej
z obserwacji astronomicznych [24]. Uzyskany wynik uznajemy
za satysfakcjonujacy. Jako ciekawostke chcielibysmy jeszcze do-
da¢, ze wykonaliSmy obliczenia dla ukladu Storice-Merkury
z krokiem catkowania 7 = 1520's i otrzymany wynik, pomimo
wiekszego o czynnik pie¢ kroku, byt odlegly jedynie o0 20% od
prawdziwej wartosci. Z drugiej strony, metoda RK4 byta w stanie
wyznaczy¢ tempo precesji z bledem na poziomie zaledwie 7%.
Oznacza to, ze SI, cho¢ jest zaprojektowany aby zachowywac¢
rozwigzania dlugoterminowo, moze mie¢ gorsza lokalng pre-
cyzje niz algorytm RK, co moze by¢ widoczne przy subtelnym
problemie precesji peryhelium.



3 Algorytm Bulirscha-Stoera

W tej czesci naszej pracy znajduje sie krétki opis dziatania algo-
rytmu Bulirscha-Stoera, zwanego dalej algorytmem B-S. Znajduje
sie tutaj wyjaénienie, jakie znaczenie maja i jak w algorytmie B-S
wspoldziatajg ze sobg metoda punktu srodkowego i ekstrapo-
lacja Richardsona. Zawarlismy tutaj przyktady wykorzystania
algorytmu B-S. Opis algorytmu mozna znalezé w literaturze,
w szczeg6lnosci ref. [29] zawiera pelne wyjasnienie, ktére zostato
tutaj jedynie skr6towo oméwione.

Algorytm B-S jest metodg numeryczng pozwalajacg rozwig-
zywaé RRZ z wysoka dokladnoscig. Algorytm taczy tzw. metode
punktu srodkowego (ang. modified midpoint method) oraz ekstra-
polacje Richardsona w celu rozwigzania RRZ. Metoda punktu
srodkowego jest wykorzystywana do rozwigzania RRZ z okre-
$lona wielkoscig kroku, a ekstrapolacja Richardsona jest uzywana
w celu poprawy dokladnosci rozwigzania poprzez zmniejszenie
btedu metody.

3.1 Metoda punktu srodkowego

Zmodyfikowana metoda punktu srodkowego juz sama w sobie
moze by¢ uzywana do znajdowania przyblizonych rozwigzan
réwnan rézniczkowych [30, 31]. Bierze ona wartos¢ jakiej$ funkgji
w punktach x, nalezacych do przedziatu [x, x + H], oddalonych
od siebie o H/n, gdzie n jest liczbg naturalng. Ma to na celu
przyblizenie wartosci funkcji w punkcie x + H. Caly algorytm
mozna przedstawi¢ formie zwiezlej instrukgji pokazanej ponize;j.

Ustaw:

20 = y(%)
Oblicz pierwszy krok jawnie:
z1 = zg + hf(x, 2)
Nastepnie stosuj rekurencje:
dlam=1,2,..., n-1

Zmt1 = Zm-1 + 2hf(x + mh, z,),

Koricowe przyblizenie rozwigzania:

y(x+H) = %(z,, +2zy—1 +hf(x +H,zy,))

3.2 Ekstrapolacja Richardsona

Ekstrapolacja Richardsona [32] stuzy do poprawy szybkosci
zbieznosci oszacowanego ciggu [33, str. 185-200]. Osiaga to po-
przez uzycie oszacowan z réznymi krokami i ich potaczenie
w celu wyeliminowania gtéwnego sktadnika btedu. Pozwala
to na lepsze przyblizenia. Metoda ta dziala, gdy estymowang
warto$¢ wraz otrzymanymi btedami mozna zapisa¢ w postaci:

A(h) = A+ c1hP + cphP* 4. (19)
Mozna nastepnie zapisa¢ estymowane wartosci dla ré6znych kro-
kow przykladowo h i h/2:

A(h) = A+ c1h? + O(hP*1) (20a)

P P
A(h)2) = A+ (g) +O(P ) = A + % +O(hP*l) (20b)

gdzie R(h) to wartos¢ ekstrapolowana, A(h) i A(h/2) to przy-
blizenia z krokami & i 11/2 za$ p to rzad metody (dla metody

punktu srodkowego p = 2). Wartos¢ ekstrapolowang R(/1) mozna
obliczy¢ odejmujac powyzsze wyrazenia w sposéb eliminujacy h:

2P A(h)2) - A(h)

R(h) = 2P —1

(21)

Skutkuje to tym, ze gléwny sktadnik btedu w poprzednim réw-
naniu zostaje wyeliminowany. W notacji duzego O, ekstrapolacja
Richardsona zmienia rzad bledu z O(h?) na O(hP*1), poprawiajac
doktadnosé.

3.3 Algorytm Bulirscha-Stoera

Metoda Bulirscha-Stoera taczy zmodyfikowang metode punktu
srodkowego oraz ekstrapolacje Richardsona w celu uzyskania
doktadniejszych rozwigzan RRZ [29]. Algorytm B-S dziata do-
brze przede wszystkim dla gtadkich probleméw, ktére nie maja
punktéw osobliwych w rozwazanym przedziale calkowania.
Algorytm B-S jest bardzo precyzyjny kosztem trudniejszej im-
plementacji. W praktyce, dla kazdego kroku catkowania H, al-
gorytm dzieli go przez kolejne parzyste liczby n = 2,4,6,...,
a dla kazdego takiego podziatu wykonuje obliczenia zmodyfi-
kowang metoda punktu srodkowego. Wyniki tych obliczen s
nastepnie poddawane ekstrapolacji wielomianowej, co pozwala
na eliminacje gtéwnych sktadnikéw btedu. Istnieje gérny limit
liczby elementéw ciggu uzywanych w zmodyfikowanej meto-
dzie punktu srodkowego, po ktérym zamiast dzieli¢ H przez n,
zmniejszane jest H. Zwykle ten limit ustawia si¢ na 6smym
elemencie ciggu, czyli 16.

Kazdy wynik calkowania zmodyfikowang metoda punktu
srodkowego dla elementu ciggu jest uzywany do adaptacyjnej
kontroli bledu i kroku poprzez poréwnanie. Przy zadanej toleran-
qji btedu, definiuje sie warunki, jakie musi spelniaé przyblizenie,
aby zostato uznane za poprawne.

W celu uzyskania adaptacyjnej kontroli krokéw i bledu wyko-
rzystuje sie pojecie lokalnego bledu uciecia (ang. local truncation
error). Liczac go dla zmodyfikowanej metody punktu srodkowego
mozna otrzymaé macierz tréjkatng. Dla kolejnych wartosci liczby
podkrokéw 1, metoda B-S tworzy tablicg T ;, ktérej kolejne
wiersze odpowiadajg kolejnym przyblizeniom uzyskanym dla
réznych warto$ci nn uzyskanych na podstawie metody zmodyfiko-
wanego punktu srodkowego i ekstrapolacji wielomianowej [29]:

To,0

Tio Ta

Do Top Top (22)
To T3n Ty T33

Nastepnie na bazie tej tablicy, a dokladniej na podstawie ré6znic
pomiedzy kolejnymi przyblizeniami, wyznaczany jest lokalny
blad uciecia (ang. local tunctuation error) czyli wielko$¢ ey, ktéra
stuzy do kontroli wartosci btedu:

€k = 1Tk — Tie k-1l (23)
Od wartosci € wymaga sie, aby byta mniejsza od ustalonej tole-
rancji, co odpowiada za kontrole btedu, przy czym biad lokalny
metody B-S wynosi O(h?") dzieki wiasciwoéciom ekstrapolacji
Richardsona, a btad globalny wynosi O(h?"~1). Nastepnie, przez
badanie lokalnego btedu uciecia oraz pracy na krok (ang. work
per step) algorytm ustala w jakim przypadku i jak zmniejszy¢



Tabela 1: Poréwnanie metody Bulirscha-Stoera i Rungego-Kutty (RK4)

Cecha Bulirsch-Stoer Runge-Kutta (RK4)

Dokladnos¢ Bardzo wysoka (adaptacyjna) Wysoka (stata)

Koszt obliczeniowy Wysoki Sredni/Niski

Krok adaptacyjny Tak Wymaga dodatkowych modyfikacji
Przydatnos¢ przy zblizeniach Wysoka Srednia

Latwos¢ implementacji Srednia/Trudna Latwa

krok catkowania H. Przyblizenie otrzymanego H dla indeksu k
jest podane wzorem:

o (24)

(2k+1)
Hy = HS; (52)

gdzie S1 1 Sy sg stalymi mniejszymi od jednego. Innymi stowy,
algorytm sprawdza, ktére wartoéci indekséw k i j spelniajg
narzucone warunki i odpowiednio dostosowuje wartoé¢ btedu
i kroku. Algorytm adaptacyjnie dobiera zaréwno liczbe podkro-
kéw, jak i dlugosé kroku catkowania, aby zapewnié¢ wymagang
doktadnoé¢ przy optymalnym naktadzie obliczeniowym.

3.4 Przyklady wykorzystania
Bulirscha-Stoera

algorytmu

Dalej przedstawiamy krétkie podsumowanie dwéch prac wyko-
rzystujacych algorytm B-S. W pierwszej z nich algorytm ten zostat
zastosowany w celu badania jego skutecznosci w numerycznym
obliczaniu orbity komety C/1845 D1 (de Vico) [34]. Zostal on
poréwnany z 12-rzedowa metoda predyktora-korektora (P-C)
ze wzgledu na potengjat algorytmu B-S, czyli jego doktadnos¢
i adaptacyjnos¢. Sam algorytm B-S cechuje sie tym, Ze jest samo-
startujacy, automatycznie kontroluje krok catkowania i dostarcza
doktadnosci poréwnywalnej z metodg P-C. Jak sie okazalo nie-
stety algorytm B-S wymagat znacznie wiecej obliczefi, by uzyskac
poréwnywalne wyniki — wymagatl wiekszej ilosci pamieci oraz
czasu. Dodatkowo algorytm B-S nie ma statej wielkosci kroku,
przez co potrzebne bylo uzycie interpolacji, co w tym przypadku
wprowadzalo dodatkowe bledy. Ostatecznie badany algorytm
okazat sie cechowac¢ elastycznoscig i doktadnoscia, lecz nadal
byt gorszy od wysokorzedowej techniki P-C w przypadku stan-
dardowych orbit. Jednakze stwierdzono, ze algorytm B-S, dzieki
dynamicznej kontroli wielkosci kroku, nadal ma zastosowanie
w przypadkach, w ktérych obiekty zblizajg si¢ na niewielkie
odlegtosci. Z kolei w drugiej pracy algorytm B-S znalazl zastoso-
wanie w zagadnieniu planarnie ograniczonego problemu trzech
ciat [35]. Algorytm B-S zostal do tego celu wybrany ze wzgleduna
jego doktadnosé¢ w rozwigzywaniu réwnarn rézniczkowych dla
probleméw wyrézniajacych sie gltadkoscig oraz przez fakt, ze do-
brze sobie radzi w problemach, w ktérych dochodzi do istotnych
zblizen obiektéw. Algorytm B-S okazal sie skuteczny w badaniu
dynamiki uktadéw egzoplanetarnych z wysoka rozdzielczoscig.

Powyzsze dwa przykiady zastosowari pokazuja, Ze metoda
B-S moze by¢ uzyteczna w astrodynamice, zwlaszcza tam, gdzie
inne metody moga by¢ mniej efektywne lub dokladne, czyli
np. w sytuacji orbit o wysokiej ekscentrycznosci. Jesli chodzi
o problem ukladu Storice-Merkury z poprawkami postnewto-
nowskimi algorytm méglby okaza¢ sie mniej efektywny od RK,
cojest spowodowane tym, ze sama orbita jest mafo ekscentryczna,
a precesja jego peryhelium wywolana przez Storice wynosi okoto
43" /100 a. Algorytm B-S moéglby znalez¢ zastosowanie miedzy
innymi w problemie trzech cial, gdzie dochodzi do istotnych
zblizeri i jego koszty zostalyby zréwnowazone przez uzyskane

efekty. Krétkie poréwnanie algorytmu B-S z metoda RK znajduje
sie w tab. 1.

Podsumowanie

W pracy udalo sie prawidlowo wyznaczy¢ relatywistyczng czesé
precesji peryhelium Merkurego na podstawie samodzielnie na-
pisanych programéw komputerowych dziatajacych w oparciu
o dwucialowy hamiltonian z postnewtonowska poprawka pierw-
szego i drugiego rzedu. Stworzone przez nas oprogramowanie
powinno znajdowa¢ sie¢ w obszarze zainteresowart zar6wno
astrofizykéw jak i astronomoéw. Kolejnym etapem pracy mogtoby
by¢ napisanie odpowiedniej symulacji dla bardziej ztozonych
uktad6éw lub z wyzszymi rzedami poprawek celem symulacji
bardziej ekstremalnych zjawisk grawitacyjnych.

Udzial autorow

Gléwny przeglad literatury: B. R.; opisy algorytméw numerycz-
nych: K. G, P. G, K. R;; metodologia: B. R, K. G, P. G, K. R;;
oprogramowanie, obliczenia numeryczne, analiza, weryfikacja,
rysunki: K. G. (algorytm RK), P. G. (algorytm symplektyczny);
tekst: B. R. (wstep), K. G. (algorytm RK), P. G. (algorytm sym-
plektyczny), K. R. (algorytm B-S).

Kody zrédtowe

Stworzone przez nas oprogramowanie znajduje si¢ w suplemen-
cie do tego dokumentu na stronie:

https://www.fuw.edu.pl/~ttark/www/raporty/publiczne/2025-07-01/
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