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1 Wstęp
Jednym z efektów przewidzianych przez Ogólną Teorię Względności jest ruch

linii apsyd (Misner et al., 2018). Widoczny dla Merkurego stanowił zagadkę,
którą próbowano wyjaśnić na wiele sposobów między innymi przez obecność
innej planety zwanej Wulkanem. Jednak dopiero teoria Einsteina swoją mody-
fikacją zasad panujących od Newtona w fizyce, rozwiązała trwający przez wiele
lat problem.

Z efektami relatywistycznymi dla ruchu dwóch ciał , wiąże się wytracanie
energii, poprzez emisję fal grawitacyjnych (Schutz, 2009), która po raz pierwszy
została zauważona dla układu podwójnego pulsara i gwiazdy neutronowej PSR
B1913+16 w 1982 (Taylor and Weisberg, 1982).

Za pomocą oryginalnych równań Einsteina ciężko jest otrzymać "proste"równania
ruchu, podobne do tych z Mechaniki Newtonowskiej. W tym celu korzysta się z
tzw . Przybliżeń Post-Newtonowskich , które polegają na znalezieniu rozwiązań
równań OTW , które stanowią poprawki do oryginalnych formuł Newtona. Dla
układu dwóch sferycznie symetrycznych , nierotujących ciał możemy je opisać
w następujący sposób (Pati and Will, 2002; Blanchet, 2014).

d2x

dt2
“ ´

m

r2
n `

m

r2
rnpAPN ` A2PN ` A3PNq ` 9rvpBPN ` B2PN ` B3PNqs

`
8

5
η
m2

r3
r 9rnpA2.5PN ` A3.5PNq ´ vpB2.5PN ` B3.5PNqs (1)

gdzie x ” x1 ´ x2, r ” |x|, n ” x{r,m ” m1 ` m2, η ” m1m2

m2 , v ”

v1 ´ v2, 9r ” dr
dt

∗Sprawozdanie było wykonywane w ramach przedmiotu „Zespołowe projekty studenckie 2”
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Powyższe równania pozwalają nam opisanie ruchu dwóch ciał. Jak można
zauważyć nie da się ich rozwiązać analitycznie w prosty sposób.

2 Kod i metoda rozwiązywania równań
Aby rozwiązać powyższe równania stosujemy używaną przy przybliżeniu wy-

kresów częstotliwości fal grawitacyjnych metodę Bulirsch’a-Stoer’a (BS) (Bo-
ekholt et al., 2021). Aby ją zaimplementować w kodzie napisanym języku Py-
thon korzystamy z informacji zawartych w (Kiusalaas, 2013). Do przyspieszenia
kodu skorzystano z pakietu Numba (Lam et al., 2015).

Program składa się z trzech kodów :ZPS.py, bulStoer.py , midpoint.py, in-
put.py. Pierwszy z nich zawiera główną częśc kodu, dwa kolejne obejmują metodę
całkowania równania 1, a ostatni zawiera dane początkowe.

W kodzie zakładamy że sferycznie symetryczne ciała nie rotują i poruszają
się po orbitach kołowych wokół środka masy. W ten sposób ułatwiamy znacząco
obliczenia i ustalenia warunków początkowych.

2



3 Przykładowe Wyniki
W ramach przykładowych wyników rozpatrzono dwa przypadki . Pierwszy

z nich obejmował układ dwóch obiektów, pierwszego o masie Słońca a drugiego
o masie Merkurego. Drugi natomiast dotyczył dwóch gwiazd neutronowych o
masach 1.4 mas Słońca.

3.1 Słońce - Merkury

Rysunek 1: Trajektoria ciał w pierwszym przypadku
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Rysunek 2: Ruch linii apsyd w pierwszym przypadku
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3.2 Pulsar Hulse’a - Taylora (Taylor and Weisberg, 1982)

Rysunek 3: Trajektoria ciał w drugim przypadku
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Rysunek 4: Ruch linii apsyd w drugim przypadku

4 Dyskusja wyników
Jak możemy zauważyć z rysunków 2 i 4 zachodzi ruch linii apsyd, co zgadza

się z przewidywaniami Ogólnej Teorii Względności.
Kod może zostać w przyszłości zmodyfikowany poprzez dodanie efektów

związanych z ekscentrycznością orbity.
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