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Streszczenie. W pracy przeanalizowano wplyw emisji fal grawitacyjnych na ewolucje parametréw orbitalnych uktadu
podwdéjnego pulsara PSR B1913+16. Przedstawiono w niej wyprowadzenie postaci potencjatu radiacyjnego, jak réwniez opis
implementacji algorytméw Rungego-Kutty i Dormanda-Prince’a. Zaréwno podejécie numeryczne, jak i to korzystajace ze
wzoru kwadrupolowego pozwolily uzyska¢ wyniki, ktére wykazuja bardzo wysoka zgodnos¢ ilosciowq ze sobg oraz z danymi
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Wstep

Fale grawitacyjne sg przemieszczajacymi sie z predkoscig Swiatla
zaburzeniami krzywizny czasoprzestrzeni [1]. Ich Zrédlem sa
masywne obiekty poruszajace sie z przyspieszeniem [2], takie
jak na przyktad uklady podwdjne czarnych dziur [3], gwiazd
neutronowych [4], podlegajace precesji pulsary [5], jak réwniez
zapadajace sie jadra masywnych gwiazd [6]. Istnienie tego fe-
nomenu zostalo przewidziane przez ogélng teorie wzglednosci
(OTW) juz na poczatku XX wieku [2], a pierwsze posrednie do-
wody obserwacyjne na ich istnienie zostaly dostarczone w latach
siedemdziesigtych i osiemdziesigtych przez Russella A. Hulse’a
i Josepha H. Taylora, za co zostali uhonorowani Nagrodg No-
bla [7]. Badali oni uktad podwéjny PSR B1913+16, sktadajacy sie
z dwéch gwiazd neutronowych, z ktérych jedna jest pulsarem,
orbitujacych wokét wspdlnego srodka masy po ciasnej orbicie
o duzym mimosrodzie [8]. Dzieki pomiarom interwaléw miedzy
czasami dotarcia na Ziemie impulséw radiowych wysytanych
przez pulsar, mozliwe bylo wyznaczenie miedzy innymi okresu
orbitalnego P}, (ang. binary period) ukltadu, mimosrodu orbity e,
ruchu periastronu @ oraz parametru y, okreslajgcego wplyw
grawitacyjnego przesuniecia ku czerwieni oraz dylatacji czasu [9].
W konsekwencji mozliwe bylo wyznaczenie mas obu ciat w ukfa-
dzie PSR B1913+16. Obserwacje prowadzone byly na przestrzeni
ponad szesciu lat, co pozwolilo na zbadanie, jak zmienia sie
w czasie okres orbitalny [10]. Energia uktadu takiego jak PSR
B1913+16 powinna w sposéb mierzalny z czasem male¢ na skutek
promieniowania grawitacyjnego. Z tym faktem jest zwigzane
kurczenie si¢ orbity (opisywane dalej poprzez zmniejszanie sie
potosi wielkiej) oraz zanik okresu orbitalnego. Druga z tych
wartosci, otrzymana w wyniku obserwacji Hulse’a i Taylora,
wykazata wysoka zgodnos¢ z wartoScig przewidywang przez
OTW. To z kolei pozwolito na uzyskanie posredniego potwier-
dzenia istnienia fal grawitacyjnych. Obserwacje Hulse’a i Taylora
stanowity kolejny dow6d stusznosci OTW.

Jednym z celéw tej pracy jest rozwigzanie réwnan ruchu
ukltadu PSR B1913+16 w przyblizeniu postnewtonowskim (PN)
wprowadzajagcym poprawki rzedu 2,5 (oznaczanym dalej jako
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2.5PN). W ogdlnie przyjetej konwencji, rzad poprawki k odpo-
wiada uwzglednianiu wyrazéw zawierajacych € w k-tej pote-
dze, gdzie € ~ (v/c)? [11]. 2.5PN uwzglednia wiec wyrazy do
rzedu €5/2 wiacznie. Wybralismy 2.5PN, poniewaz jest to naj-
nizszy rzad, w ktérym pojawia si¢ wynikajacy z emisji promie-
niowania grawitacyjnego czlon niezachowawczy [12]. Chociaz
formalnie zastosowanie PN ogranicza si¢ do ukladéw o malych
predkosciach i stabego pola grawitacyjnego, okazujg sie one
réwniez wyjatkowo skuteczne w opisie niektérych uktadéw nie-
spelniajacych tych zatozen, takich jak rozpatrywany przez nas
PSR B1913+16 [13].

Promieniowanie grawitacyjne w rzedzie 2.5PN mozna wy-
jasni¢ za pomocy nielokalnego grawitacyjnego potencjatu ra-
diacyjnego Burke’ego-Thorne’a (BT) VT, bedacego dodatkiem
do standardowego newtonowskiego potencjatu grawitacyjnego.
W celu oswojenia sie z teorig poprawek postnewtonowskich wyni-
kajacych z OTW, przedstawiono w dodatku teoretycznym wypro-
wadzenie postaci potencjatu BT oparte na wzorze opisujgce moc
wypromieniowywang grawitacyjng przez uklad mas, tzw. wzorze
kwadrupolowym bedacym konsekwencjg OTW, oraz na zasadzie
zachowania energii wigzgcej wzér kwadrupolowy z mocg tra-
cong przez ciata na skutek potencjatu radiacyjnego. Otrzymana
ostatecznie posta¢ Vpt, cho¢ jak najbardziej poprawna, nie jest
najuzyteczniejsza do oszacowania zaniku orbity oraz okresu
orbitalnego ukladu binarnego, takiego jak w przypadku PSR
1913+16, gdyz zawiera ona pigtg pochodng czasowq bezslado-
wego momentu kwadrupolowego ukladu (szczegéty w dodatku
teoretycznym). Pieciokrotne ré6zniczkowanie tej wielkosci jest pro-
blematyczne. Mozna jednak wybra¢ inng strategie wykonywania
rachunkéw. Korzystajgc bezposrednio ze wzoru kwadrupolo-
wego oblicza sie moc wypromieniowywang przez uklad binarny,
ktéra nastepnie jest zréwnywana z tempem zmiany energii ru-
chu wzglednego (orbitalnego) uktadu. Mozna zauwazy¢, ze ruch
orbitalny uktadu binarnego PSR B1913+16 charakteryzuje sie
na tyle malymi predkosciami w skali relatywistycznej oraz na
tyle duzg separacja sktadnikéw, ze energia wypromieniowana
w ciagu jednego okresu orbitalnego jest zaniedbywalnie mata w
poréwnaniu z calkowitg energia orbitalng uktadu. Mozna zatem

Sprawozdanie przygotowane na Wydziale Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego w ramach przedmiotu 1100-ZPS1 Zespolowe projekty studenckie 1
(grupa 2, opiekun: Tomasz Tarkowski). Dokument dostepny pod adresem https://www.fuw.edu.pl/~ttark/www/raporty/publiczne/2026-07-10/.


https://creativecommons.org/licenses/by-sa/4.0/
https://creativecommons.org/licenses/by-sa/4.0/
https://creativecommons.org/licenses/by-sa/4.0/
https://creativecommons.org/licenses/by-sa/4.0/
https://www.fuw.edu.pl/~ttark/www/raporty/publiczne/2026-07-10/

zastosowac przyblizenie adiabatyczne, tzn. uzna¢, ze w kazdej
chwili stuszny jest wzér newtonowski na energie orbitalng PSR

1913+16:
mimop

2a(t)

E(t) = - @
gdzie m1 i my to masy gwiazd tworzacych uktad binarny, nato-
miast a(t) to bardzo wolno zmieniajaca si¢ pétos wielka orbity.
Bazujac na powyzszej obserwacji oraz danych astronomicznych
dla PSR 1913+16, otrzymujemy, ze w ciggu jednego roku pé6tos
wielka orbity tego systemu zmniejsza si¢ o 3,379m, a okres
orbitalny zmniejsza sie 77,4 us. Otrzymane wyniki wykazuja
bardzo wysoka zgodnos¢ ilosciowg z ogdlnie przyjetymi danymi
obserwacyjnymi dla PSR 1913+16.

1 Modelowanie numeryczne

Postnewtonowska korekta do przyspieszenia wzglednego, i =
i1 — i, uwzgledniajac rzedy nieparzyste w potegach c2 do
siddmego wlgcznie, dana jest przez [14]:

m[ (A5/2+A7/2)rn+(B5/2+AB/2) ] @)

gdzien = y/m, m = my + mp, u = mymy/m jest masg zreduko-
wang, podczas gdy i = ¥/r, X to wektor separacji pomiedzy
dwoma ciatami, r to dtugosc tegoz wektora, r = |¥|, natomiast
7 jest predkoscig orbitalng. Zaniedbujac rzad 7/2 oraz dodajac
wktad newtonowski, zmiana wzglednego potozenia X wyraza
sie przez (G = ¢ = 1):

5 -

X = dNewton *+ PN = -y [~As)pft + Bs)p8]  (3)

gdzie uzyte powyzej wspétczynniki przyjmuja wartosc:
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W formalizmie BT:

2
Asjy =18v% + Sm/r= 2572, (6)

Bsy = 607 — 2m/r — 15¢2, )
Ujednolicajac notacje:
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Korzystajac z tozsamosci d|¥| /dt = ¥ - x/|, otrzymujemy:
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Aby uczyni¢ réwnanie rozwigzywalnym przy uzyciu standar-
dowych metod numerycznych, niezbedne jest przeksztalcenie

6132 —

Zﬁ - 15(

— RL
Rl

go do réwnania rézniczkowego pierwszego rzedu. Definiujac

TE Cé’; otrzymujemy uktad:
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Znéw, wprowadzajac oznaczenie:
E
Z= _)] (11)
y

zwektoryzowane réwnanie zapisa¢ mozemy jako:

2= F@)

gdzie F odpowiada prawej stronie réwnania (9). W jednostkach
SI réwnanie (9) przyjmuje postac:

(12)

=i
I

y
GmX
|x|3

<
Il

8 G2m?2 .o 2Gm 3?‘372]9?@#
-2 —|1812 + 222 _ 25 7
5”c5|a?|3{ w9+ 3 )

S 5\ 2
Gm : y):|_)
2— - 15—
H (|x| y}

Ta wersja wykorzystana zostanie podczas symulacji.
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2 Calkowanie numeryczne

Do znalezienia ewolugji czasowej zagadnienia wykorzystano
algorytm Rungego-Kutty czwartego rzedu (RK4). Pot6zmy ¢ = 0
w chwili, gdy X - j = 0 (periastron). Niech 0§ periastronu podaza
za potosig +Ox, a ruch odbywa si¢ w ptaszczyznie Oxy. Symu-
lacje ewolugji orbity uktadu binarnego PSR B1913+16 przepro-
wadzono dla mas komponentéw mq = 1,441Mg i mp = 1,387Mg
oraz dla odleglosci periastronu rper = 746600 km. Predkos¢ po-
czatkowa jest z zalozenia zgodna z orientacjg potosi +Oy i jest
rowna Uper = 9,016 - 10°ms 1.

Podczas symulacji monitorujemy zmiane iloczynu skalarnego
% - j. Warunkiem poczatkowym jest prostopadtosé wektoréw ¥
oraz ij, co czyni ich iloczyn skalarny wygodnym parametrem
kontrolnym. Do obliczenia okresu orbitalnego wykorzystany
zostanie czas, ktéry uptynat do powrotu do wartosci zero tego
parametru.

Poszukiwane zacie$nianie si¢ orbity wyraza sie przez liczbe
malg wzgledem wielko$ci astronomicznych wystepujacych w roz-
wazanym problemie — to czton newtonowski pelni w réwnaniu
dominujaca role. Dla skutecznosci numerycznej zwiekszono site
efektéw prowadzacych do zacie$niania si¢ orbity, tj. wprowa-
dzono multiplikatywny czynnik K mnozacy czlton postnewto-
nowski:

(14)

Aby wybrac jego rzad wielkosci, obliczamy wybrane wspélczyn-
niki réwnania:

Y = ANewton + KapN

Gm = 3,753 - 102 m® kg s 2
2.,.,2

(15)

n ~1,453-102m™!s! (16)
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Rysunek 1: Wyniki symulacji numerycznej dla uktadu podwéjnego pulsara PSR B1913+16: odleglos¢ miedzy sktadnikami ukadu
w funkgji czasu w przedziale ¢ € (0,2/3) doby. Wplyw poprawek postnewtonowskich zostat uwypuklony przez wprowadzenie

czynnika skalujacego.

Wynik symulacji zostanie na koniec z powrotem przeskalowany
o czynnik K.

3 Wyniki symulacji

Na rysunku 1 przedstawiono numerycznie zasymulowany prze-
bieg zmiennosci funkgji | X¥(#)|. Analizujgc odlegtoéc i czas peria-
stronu (por. oznaczenia x1 i x2 na rysunku 1) wyznaczono tempo
zacie$niania si¢ orbity (p6tosi wielkiej) oraz skracania si¢ okresu
orbitalnego P:
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m
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rok (17)

Wynik zgadza si¢ z tym uzyskanym na gruncie teoretycznym.

Podsumowanie

Podejscie numeryczne opierajgce si¢ na algorytmie Rungego-
Kutty dato wyniki pokrywajace sie z tymi uzyskanymi wprost z
relatywistycznego bilansu energii (zob. dodatek A) oraz z obser-
wacji astronomicznych. Stanowi to mocng przestanke na rzecz

poprawnodci teorii opisujacej emisje fal grawitacyjnych i moty-
wuje do przetestowania dzialania innych algorytméw.
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Kody zr6dlowe

Pliki programéw do symulacji numerycznych napisane w je-
zykach C++ (algorytm Rungego-Kutty) oraz Python (algorytm
Dormanda-Prince’a) zarchiwizowano pod adresami:

https://github.com/jgornikowski-beemovie4/postnewtonian-decay
https://www.fuw.edu.pl/~ttark/www/raporty/publiczne/2026-07-10/
suplement/

A Wyprowadzenie postaci potencjalu radiacyjnego Burke’ego-Thorne’a

Ponizsze wyprowadzenie zostalo oparte na materiale dydaktycznym opublikowanym przez prof. Andreia Starinetsa z Uniwersytetu

Oksfordzkiego [15].

Naszym punktem wyjécia bedzie wzdr opisujacy calkowita moc P tracong przez materie opisywang gestoscig masy p(X) na

skutek emisji promieniowania grawitacyjnego. Mianowicie:

P = E_

dE_ G
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gdzie przyjmujemy konwencje sumacyjng Einsteina, np. A’A; = (Ay)? + (Ay)2 +(Az)? przy czym A; = AL T; i to bezsladowy moment
kwadrupolowy ukladu:

(19)

N 1
Iij = / d3x p(x) [xix]- - géi]-xkxk

Bezsladowos¢ oznacza w tym przypadku, iz [;;6;; = 0. Oczekujemy, ze moc tracong w wyniku emisji fal grawitacyjnych przez
system mas mozna wyjasni¢ lokalnie za pomoca radiacyjnego potencjatu grawitacyjnego V, tzn.:

P= / d3x () (—W) B (20)

gdzie ¥ to predkosé matego kawatka materii znajdujacego sie w punkcie X.
Ograniczmy nasze rozwazania do ukladéw materialnych zachowujacych si¢ w sposéb (kwazi-)periodyczny. Okres oscylacji
systemu oznaczmy jako T. Dzieki réwnaniu (18) mozemy obliczy¢ zmiane energii AE ukladu w ciggu catego okresu T:

G [T d31ij d3ri G [T d @)\ 4
M=T5s dt(_dt3 )= o [ ()1 |

Wyraz _/OT dt 9 (L’jlg)) 1] l (T) - 11]11(]3)(0) = 0 na mocy przyblizenia kwaziperiodycznego. Stosujac po raz drugi te sama
procedure otrzymamy ostatecznie:

AE:S% dt11]1(4) 5% /0 dt11]1(5) 1)

Przeksztalémy wyrazenie na AE za pomocg réwnania (20):

AE:/OTPdt
——/Tdt/d3xp(3?) A%
/ dt/d3 (7 (pva) - v (p3)]
- /0 dt / SrV - (p?) (22)

W ostatnim przejsciu wykorzystalismy fakt, ze po scatkowaniu po calej przestrzeni dywergencji pola pV 3 otrzymujemy wyraz zalezny
wylacznie od wartosci tego pola w przestrzennej nieskoriczonosci. Przyjmujac fizycznie uzasadnione zatoZzenie o ograniczonym
rozmiarze materii emitujgcej promieniowanie, wyraz brzegowy staje si¢ réwny 0.

Majac na uwadze réwnanie cigglosci materii dip + V- (p?) = 0, mozemy napisac:

T d
——/ dt/d3xa—fv 23)
0
Postulujemy nastepujaca forme potencjatu V (¢, ¥) = F i7(X) GU(#):
T d 3
AE = —A dt [Gij(f) (E / d prij (x))] (24)
Przepiszmy réwnanie (21) w innej postaci:
’ G (L [ 43 Lo ok
AE = — ; dt = 511] (t) m d’xp xixj—géijx Xk (25)
Poréwnujac réwnania (24) oraz (25) widzimy, Ze beda ze soba zgodne jesli:
5 1
Gij = 511(]) Fjj = xixj - §5i/xkxk. (26)
Otrzymujemy zatem postaé potencjatu radiacyjnego BT:
1 5
Ver = 5—511(]) [xixj - géijxkxk] = 5—511(])36 xj (27)

gdzie w ostatniej réwnosci skorzystaliSmy z bezéladowosci I;.



Na koniec wyrazmy wklad do przyspieszenia czgstki spowodowany promieniowaniem grawitacyjnym:

G (5) i 5
agr = -0, VBT = 5 511(])8k(xix]~) = —EIZ(].)((S;( i+ x 5j) = —5— ZI( )
gdzie skorzystaliSmy z faktu, ze I;; jest tensorem symetrycznym.

Policzenie pigtej pochodnej po czasie momentu kwadrupolowego nawet dla uktadu dwéch mas punktowych oddziatujacych
grawitacyjnie jest trudnym zadaniem. Sprébujemy zatem innej metody oszacowania wplywu promieniowania grawitacyjnego na
orbitg obu cial. Mianowicie, zatrzymamy si¢ na trzeciej pochodnej po czasie I, co pozwoli nam skorzysta¢ ze wzoru kwadrupolowego
oraz oszacowac zanik pétosi wielkiej orbity oraz okresu orbitalnego w przeciggu roku dla pulsara Hulse’a-Taylora.

Rozpatrzmy system dwéch mas oddziatujacych grawitacyjnie w uktadzie jego srodka masy. W $lad za Peterem i Matthewsem [16]
narzucamy prawoskretny kartezjaniski uklad wspéirzednych. W tym ukladzie polozenie masy oznaczonej liczbg 1 to Ry =
(dq cos 1, dy siny, 0). W przypadku masy nr 2 analogicznie ﬁz = (—dp cosy, —dp sin, 0), gdzie dq, dp > 0. Potozenie srodka masy
uktadu to (0,0, 0), stad m1dy = mpdy. Definiujac d := dq +dp, stwierdzimy, ze dy = (my/M)d oraz dy = (m1/M)d, gdzie M := my +my
to catkowita masa uktadu. - -

Policzymy najpierw skladowe tensora I = f d3x p(f)xix]' oraz jego pochodne czasowych, po czym odejmiemy $lad T:=T0 0ij
by otrzyma¢ wyrazenie na sktadowe I;; = =TI - i 1 30; ]f oraz jego pochodnych czasowych. W rozwazanym przez nas ukladzie dwéch
mas punktowych p(X) = my 6(3)(x - R1) + m26(3)(x Rz) stad Il] = mlxlle + mzxzsz

Mamy:

Loy = my(dq)? cos? ¢ + mo(da)? cos® ¢ = pd? cos® P (28)

gdzie y = (mymy)/M to zredukowana masa uktadu. W analogiczny sposéb wnioskujemy, iz:
Tyy = ydz sin? Vv, fxy = Tyx = ydz sincosy, I, =0 (29)

glee i w ostatnim wzorze oznacza dowolng wspélrzedng przestrzenng. Rozpatrzmy wektor wzglednego potozenia obu mas
= R1 - R2 =d(cos ¢, siny, 0).

Dzieki mechanice klasycznej wiemy, ze wektor d spelnia takie samo réwnanie rézniczkowe jak wektor potozenia czastki
o masie y w polu grawitacyjnym nieruchomego obiektu o masie M:

- GM-

Znamy zatem zalezno$¢ wzglednej odlegtosci obu ciat d = |3 | od kata 1:

a(l —e?)

1+ e cos(y — ¢g) 1)

dy) =
gdzie a to pétos wielka orbity, e — mimosréd orbity, o — stala ustalajgca orientacje orbity w danym uktadzie wspétrzednych.
Przyjmujemy nastepujacg konwencje: dla ¢ = 0 osiggamy periastron — d osigga minimum. Stad, {9 = 0.

Na podstawie mechaniki klasycznej mozna wyprowadzi¢ wzér wyrazajacy szybkos$¢ zmiany kata 1p jako funkgje d:

_ [GMa(l - 62)]1/2

> (32)
Podstawiajgc réwnanie (31) do (32) otrzymujemy:
i, — 2 1/2 -3/2
U =S(1+ecosy)?, = (GM)Y? [a(1 - €?)] (33)
Majac te réwnania, otrzymujemy postaé sktadowej Iy oraz jej pochodnych czasowych:
7 2 2 al-e?) \* 2 -2
Iyx = pd” cos l,b:y(m) cos“ 1 =Qcos” ¢ (1+ecosy) (34)
gdzie Q = ua®(1 - e?). Nastepnie:
2 Ssin(2i) = <
Ly = —isel—r;()slfb)lm = —QS? [2cos(2y) + 2e cos(y) cos(24) + e sin(y) sin@y)| I = B(1 + e cos ) (2 sin 2y + 3e sin i cos? w)
(35)
gdzie f := 2QS3. Okazuje sie, ze:
5 4G3m%m§M
= —L1 2 (36)
a>(1—e2)>



Podobnie dla sktadowych yy oraz xy tensora I:

Iyy = QS [sin(2y) + 2¢ sin3()(1 + e cos )] (37)
fyy = Q52 [2 cos(2¢)(1 + e cos l,b)2 + 6¢ sin2(1121) cos(P)(1 + e cos(y)) + 2¢2 sin* d)] (38)
1% = ~B(1 + e cos )? [2sin(2y) + esin (1 + 3cos? Y)| (39)
fxy = QS (1+ecos 1,2))_1 (cos(2y) + e cos ) (40)
Ty = —2Q8? (sin(le) +esiny + e sin g cos? ¢) 41)
T,%) =—B(1+ecos yb)2 [2cos(2y) — e cosy(1 -3 cos? V)] (42)
Dodatkowo: 5
@T = —ep (1+ecost)’siny (43)
By moc skorzysta¢ ze wzoru kwadrupolowego, musimy policzy¢:
d31ij d31ii d?’f,'j 6ij \ (a3 .
dr3 dem =(dt3 e (W_?) (44)

Po rozpisaniu powyzszego iloczynu otrzymujemy, Ze:

Pl @dri &Ly 3 1.5 262
/ = () R il 4 2, 2.2
ETERETERP T TS 31 =3 (1+ecosy) [12(1 + e cos )" + e” sin ¢] (45)

Korzystajgc ze wzoru (18) otrzymujemy catkowita wypromieniowywang moc chwilowa:
P = —K(1 +ecos P)* [12(1 + e cos )2 + e sin? ¢ (46)

WprowadziliSmy oznaczenie:
2,2
. 8G* my mz(ml +mp)

= —_ = 47
15¢5  ad(1-e2)> 47)
Te moc chwilowg uSrednimy po okresie orbitalnym T. III prawo Keplera méwi, ze:
T = 2ra®2(GM)~1/2 (48)
Usredniona moc po jednym okresie:
1 T
P):= = Pdt
=7 [
1 (2 d
-1 [T
T 0 1/}
K 2n
=73 [12(1 +ecos)? + e? sin? 1;)] (1 + e cos )>dy (49)
0
Catka: ,
T
/ [12(1 + € cos 1)? + e sin2 | (1 + e cos )2 dyp = % (37e4 +292¢% + 96) (50)
0
Korzystajac z definicji K, T oraz S otrzymujemy ostatecznie:
2,2
132G mymy(my +my) 73 37 ,
(P) = 55 B 2R + 51+ 9g¢ (51)

Potwierdziliémy zatem rachunek Petersa i Matthewsa [16].
Oszacujmy teraz wplyw promieniowania na pétos orbity a oraz okresu T. Energia wzglednego ruchu ukladu binarnego to:

GMu
E=- 2
o (52)
Zasada zachowania energii méwi, ze:
dE
S=® 53)



Na mocy dwéch powyzszych stwierdzen oraz réwnania (48) otrzymujemy:

da  2a%(P) dT _ 6ma®?(P)

dt ~ uGM ' dt  y(GM)32 o

Korzystajacych z czesci danych astronomicznych zawartych w referencji [17] podstawiamy wartosci m4 = 1,441Mg, mp = 1,387 Mo,
a =1,9501 - 10° km oraz e = 0,617131 do réwnan (51) oraz (54), otrzymujac:

(Py = -7,43-10%W, 4=-1,0715-10"m/s, T =-2,4545-10"12 (55)

W ostatnim kroku naszych rozwazan szacujemy zmiany a oraz T w przeciggu jednego roku, oznaczone odpowiednio jako Aa
oraz AT:

Aa =-3,379m, AT =-0,0000774s = -77,4 us (56)
Otrzymane warto$ci wykazujg bardzo wysoka zgodnos¢ ilosciowa z odpowiadajagcymi im warto$ciami przedstawionymi w [17], co
uzasadnia nasze rozwazania.

B Algorytm Dormanda-Prince’a

Metoda Dormanda-Prince’a nalezy do rodziny metod Rungego-Kutty, stuzacych do numerycznego rozwigzywania réwnan
rézniczkowych zwyczajnych:

= = flt o) (57)

z zadanymi wartoéciami poczagtkowymi:

y(to) = yo (58)
Jak w kazdej metodzie z rodziny Rungego-Kutty, idea dziatania polega na obliczaniu nachylenia prostej stycznej do wyznaczanej
funkcji w wybranych punktach, a nastepnie obliczeniu ich éredniej z zastosowaniem odpowiednich wag. Co wyréznia algorytm
Dormanda-Prince’a to adaptacyjne dobieranie optymalnej dlugosci kroku #, dla ktérego zachowana jest oczekiwana przez nas
tolerancja bledu.

B.1 Schemat dzialania algorytmu

Dla pojedynczego kroku, metoda Dormanda-Prince’a oblicza nachylenie siedmiu réznych stycznych K;, a nastepnie przez ich
kombinagje liniowe tworzy dwa rézne przyblizenia szukanej funkcji ytmp o dokladnosci O(h*)i Ztmp 0 dokfadnosci O(h®). Kolejne
styczne obliczane s przy pomocy ponizszego algorytmu:

Ky=h-f(ty@®) (59)
Ky=h- f(t+ —h,y(t) + Kl) (60)
9
=h- f(t +—h,y(t)+ —K1 + 40K2) (61)
Key=h-f|t+= hy(t)+—4K—%K2+2K3 (62)
152779
19372 25360 , 64448 212
s=h- f(t YO+ e K1~ 2187 X2+ me1 0 730 4) (63)
9017 355 46732 49 5103
=h-f (t Fhoyt)+ ek - 3K T Ty Kot gke s 18656K5) (64)
35 500, 125, 2187 11
Ky=h- 2 K+ ~—K ks + =K
7=hf (t FhoyO+ sk ket K - mifs T m 6) (65)
Przyblizenia yimp i zZtmp Wyznaczane sa w nastepujacy sposob:
5179 7571 393 92097 187 1
s 3B, - =L Ke + —Ky
Yemp = ¥(8) + 57556K1 + 76695 53 * 5204 ~ 3392005 * 2100 * 20 (66)
35 500, 125, 2187 11
Zmp = Y() + 3K+ g K + 15y K — g K + g K (67)
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Wyznaczenie dwéch przyblizeni o réznej dokladnosci pozwala na oszacowanie bledu przyblizenia, ktéry bedzie réznica
|Ztmp — Ytmp|- Na podstawie tej wielkosci mozna wyznaczy¢ wspélczynnik s, ktéry informuje jak nalezy przeskalowacé krok / by ten
byt optymalny:

hopt = hs (68)

1

_ (—e’1 )g (69)

2| Ztmp — ytmpl



gdzie € jest wybrang tolerancjg btedu finalnego wyniku wzgledem wielkosci prawdziwej. Istniejg réwniez inne metody wyznaczania
wspolczynnika s, gdzie wyktadnik ma potege }1. Ponizszg metode wybrano sugerujac sie opisem w oryginalnej publikacji Dormanda
i Prince’a [18].:

Czesto w praktyce zamiast modyfikowac krok h po kazdej iteracji algorytmu, podwaja sie go w przypadku gdy s > 2, dwukrotnie
zmniejsza gdy s < 1 (przy zmniejszeniu kroku wykonuje si¢ obliczenia ponownie) i pozostawia niezmienionym w przypadku gdy
1<s<2

B.2 Przyklady zastosowania w astrofizyce

Wspblczesna astrofizyka w duzej mierze opiera sie¢ na modelowaniu numerycznym zjawisk, ktérych opis analityczny jest niemozliwy
lub bardzo utrudniony. Dotyczy to miedzy innymi dynamiki ukladéw wielu cial, ewolugji orbit cial niebieskich, ruchu czgstek
w polach grawitacyjnych oraz propagacji promieniowania w zakrzywionej czasoprzestrzeni. Problemy te prowadza najczesciej
do uktadéw zwyczajnych réwnan rézniczkowych, ktérych rozwigzanie wymaga zastosowania efektywnych i doktadnych metod
catkowania numerycznego.

Metody z rodziny Rungego-Kutty z adaptacyjnym doborem kroku stanowig efektywny kompromis miedzy predkoscig
osiggania zbieznosci z rozwigzaniem dokladnym a kosztem obliczeniowym. Wtasnie dlatego metoda Dormanda-Prince’a znalazta
szerokie zastosowanie w obliczeniach astrofizycznych. Przykladowo, metode zastosowano w oprogramowaniu OSIRIS stuzacym do
symulowania trajektorii fotonéw w poblizu obiektéw kompaktowych [19], a takze jest standardowg metodg numeryczng pakietu
Python o nazwie EinsteinPy wprowadzajgcego funkcje implementujgce ogélng teorie wzglednosci [20]. W przypadku analizy
problemu wielu cial, szeroko stosuje sie zmodyfikowang metode Dormanda-Prince’a rzedu 5 i 3 DOPRI853, opisanej w ksigzce
D. Nerguta [21].

Bibliografia

[1] K.S.Thorne. ,Gravitational waves”. arXiv preprint gr-qc/9506086 (1995). URL: https://arxiv.org/abs/gr-qc/9506086.

[2] A.LeTiec,]. Novak. ,Theory of gravitational waves”. An overview of gravitational waves: theory, sources and detection. Singapore:
World Scientific, 2017, 1-41.

[3] B.P. Abbott i in. ,Observation of gravitational waves from a binary black hole merger”. Physical Review Letters 116.6
(2016), 061102. por: 10.1103/PhysRevLett.116.061102.

[4] B.P. Abbottiin. ,Multi-messenger observations of a binary neutron star merger”. The Astrophysical Journal Letters 848.2
(2017), L12. por: 10.3847/2041-8213/aa91c9.

[5] M. Zimmermann, E. Szedenits Jr. , Gravitational waves from rotating and precessing rigid bodies: Simple models and
applications to pulsars”. Physical Review D 20.2 (1979), 351-373. por: 10.1103/PhysRevD.20.351.

[6] D. Radice, V. Morozova, A. Burrows, D. Vartanyan, H. Nagakura. ,Characterizing the gravitational wave signal from
core-collapse supernovae”. The Astrophysical Journal Letters 876.1 (2019), L9. por: 10.3847/2041-8213/ab191a.

[7] The Nobel Prize in Physics 1993. NobelPrize.org. Nobel Prize Outreach. 2026. urc: https://www.nobelprize.org/prizes/physics/1993
/summary/ (term. wiz. 27.04.2026).

[8] J. M. Weisberg, Y. Huang. ,Relativistic Measurements from Timing the Binary Pulsar PSR B1913+16”. The Astrophysical
Journal 829.1 (2016), 55. por: 10.3847/0004-637X/829/1/55.

[91 ]. H. Taylor, J. M. Weisberg. , Further experimental tests of relativistic gravity using the binary pulsar PSR 1913+16”.
Astrophysical Journal 345 (1 paz. 1989). Research supported by NSF, 434-450. 1ssn: 0004-637X.

[10] J. H. Taylor, J. M. Weisberg. ,, A new test of general relativity: Gravitational radiation and the binary pulsar PSR 1913+16”. The
Astrophysical Journal 253 (1982), 908-920. por: 10.1086/159690.

[11] M. E. Pati, C. M. Will. , Post-Newtonian gravitational radiation and equations of motion via direct integration of the
relaxed Einstein equations. II. Two-body equations of motion to second post-Newtonian order, and radiation reaction to 3.5
post-Newtonian order”. Physical Review D 65.10 (2002), 104008.

[12] L. Blanchet. ,Gravitational radiation from post-Newtonian sources and inspiralling compact binaries”. Living Reviews in
Relativity 17.1 (2014), 2.

[13] C.M. Will. ,,On the unreasonable effectiveness of the post-Newtonian approximation in gravitational physics”. Proceedings of
the National Academy of Sciences 108.15 (2011), 5938-5945. por: 10.1073/pnas.1103127108.

[14] B.R.Iyer, C. M. Will. ,Post-Newtonian gravitational radiation reaction for two-body systems: Nonspinning bodies”. Phys.
Rev. D 52 (12 1995), 6882-6893. por: 10.1103/PhysRevD.52.6882.

[15] A.Starinets. Problem Set 4: Gravitational radiation. Materialy dydaktyczne do kursu General Relativity, HT23, Oxford University.
URL: https://www-thphys.physics.ox.ac.uk/people/AndreiStarinets/TUTORIALS/GR-HT-2021/gr-ps-4-2023.pdf.

[16] P.C. Peters, ]. Mathews. ,Gravitational Radiation from Point Masses in a Keplerian Orbit”. Phys. Rev. 131 (1 lip. 1963), 435-440.
por: 10.1103/PhysRev.131.435. urt: https:/link.aps.org/doi/10.1103/PhysRev.131.435.

[17] W.R.Johnston. Binary pulsar PSR B1913+16. 2004. urr: https://www.johnstonsarchive.net/relativity/binpulsar.html.


https://arxiv.org/abs/gr-qc/9506086
https://doi.org/10.1103/PhysRevLett.116.061102
https://doi.org/10.3847/2041-8213/aa91c9
https://doi.org/10.1103/PhysRevD.20.351
https://doi.org/10.3847/2041-8213/ab191a
https://www.nobelprize.org/prizes/physics/1993/summary/
https://www.nobelprize.org/prizes/physics/1993/summary/
https://doi.org/10.3847/0004-637X/829/1/55
https://doi.org/10.1086/159690
https://doi.org/10.1073/pnas.1103127108
https://doi.org/10.1103/PhysRevD.52.6882
https://www-thphys.physics.ox.ac.uk/people/AndreiStarinets/TUTORIALS/GR-HT-2021/gr-ps-4-2023.pdf
https://doi.org/10.1103/PhysRev.131.435
https://link.aps.org/doi/10.1103/PhysRev.131.435
https://www.johnstonsarchive.net/relativity/binpulsar.html

(18]

(19]

[20]
[21]

J. R. Dormand, P. J. Prince. , A family of embedded Runge-Kutta formulae”. Journal of computational and applied mathematics 6.1
(1980), 19-26.

J. Velasquez-Cadavid, J. Arrieta-Villamizar, F. Lora-Clavijo, O. Pimentel, ]. Osorio-Vargas. ,,OSIRIS: a new code for ray tracing
around compact objects”. The European Physical Journal C 82.2 (2022), 103.

S. Bapatiin. ,EinsteinPy: A Community Python Package for General Relativity”. arXiv preprint arXiv:2005.11288 (2020).
D. Negrut. On the implicit integration of differential-algebraic equations of multibody dynamics. The University of Iowa, 1998.



	Modelowanie numeryczne
	Całkowanie numeryczne
	Wyniki symulacji
	Wyprowadzenie postaci potencjału radiacyjnego Burke'ego-Thorne'a
	Algorytm Dormanda-Prince'a
	Schemat działania algorytmu
	Przykłady zastosowania w astrofizyce

	Bibliografia

