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Tytutem wstepu, wskazane jest przypomnie¢ sobie definicje: pochodnej (mocnej lub
Gateaux), pochodnych czastkowych, pochodnej kierunkowej (w kierunku wektora).

1. Pokaza¢ z definicji, ze funkcja f : R* — R: f(z,y) = 2x + y* posiada pochodng
mocna;
(a) w punkcie p = (1, 2); obliczy¢ ja.
(b) w dowolnym punkcie p = (z,y); obliczy¢ ja.
(c¢) Poréwna¢ wynik z pochodnymi czastkowymi.

2. Obliczy¢ z definicji pochodne kierunkowe podanych nizej funkcji w kierunku po-
danych nizej wektorow.

(a)
(b)
(c)

f(x,y) = 2% + zy + 3y — 1 w punkcie p = (1,1) w kierunku wektora v = [2,1].
g(x,y) = \/r +y w punkcie p = (4,5) w kierunku wektora v = [—1, 1].
h(z,y

r,y,2) = 22 + y* + 2° w punkcie p = (1,0, —1) w kierunku wektora v =
0,1,2].

—

3. Wyznaczy¢ pochodne czastkowe pierwszego rzedu nastepujacych funkcji:

_ a348,
(a) flz,y) = 5%

(b) f(z,y) =In(z* +y?);

(c) flz,y,2) =Va*+y*+ 2%
(d) f(:v,y, Z) = ﬁ;

(e) f(z,y) = arctgy;

() f(u,v) =In(u+Inw);

(8) g(x,y,2) = (sinx)*;

() A(r,y,2) = In SV 024

144/ 22 +y2+22
4. Obliczy¢ z definicji pochodne czastkowe pierwszego rzedu nastepujacych funkcji w
nastepujacych punktach:

(a) f(z,y) =z +y— Va2 +y? w punkcie p = (3,4);
(b) f(z,y) =In(z + 3;) w punkcie p = (1, 2);
(¢) f(x,y,2) = 2y* + y2* + 2z w punkcie p = (1,1, 1).
5. Przyktad na to, Ze samo istnienie pochodnych czgstkowych nie gwarantuje nawet

tego, ze funkcja jest ciggta! Nie mdowigce o rézniczkowalnosci (mocnej). Rozwazy¢
funkcje

ap dla (z,y) # (0,0)
f@y):{ 0" dla (z,y)=(0,0)

Pokaza¢, ze funkcja ta ma pochodne czastkowe w kazdym punkcie R?, lecz nie jest
ciagla w punkcie (0, 0).



6. Rozwazy¢ funkcje:

_ [ wta dla (2,y) #(0,0)
f(xvy) - { E)r dla (x,y) —

(a) Pokaza¢, ze f jest ciggla na R
(b) Pokazaé, ze obciecie f do dowolnej prostej jest funkcja rozniczkowalng.
(c) Pokaza¢, ze jesli v jest dowolng krzywa rozniczkowalna w R2, to f(v) jest

rozniczkowalna. Tzn: Niech v : [0,1] — R?: ~(¢) = mil) odwzorowanie

Ya(t)

rozniczkowalne, tzn. obie sktadowe 1, v sa rozniczkowalne. Okreslmy g : R —
R przez: g(t) = f(7(t)). Nalezy udowodnié¢, ze g(t) jest rozniczkowalna.

(d) Pokaza¢, ze f nie jest rozniczkowalna w (0, 0). Zrobi¢ to z definicji, tzn. pokazac,
ze nie istnieje operator liniowy A taki, ze

2

F(hi,hy) — f(0,0) = A [ Zl ] + 7 (hy, hy).

(e) Pokaza¢, ze pochodne czastkowe f nie sa ciagte w (0,0), co sugeruje (ale nie
dowodzi), ze f nie jest rozniczkowalna w (0, 0).

7. Obliczy¢ macierz Jacobiego superpozycji T o .S dwbéch odwzorowan i sprawdzié, ze
D(T o S)= DT o DS:

(a) S:R!'> 2 — (x, log(l+ 21)) € R?,

T:R?> (u,v) — (sinu, e**, 1) € R3,
S:Rga(‘rv Y, Z)—>(ZE—y—Z)€R1’
T.R'5¢— (25142 0) € R%,

S:R?> (z,y) — (zy, v +y, sinzy) € R3,
T:R>(X,Y,Z)— (X+Y+Z -Y) R
S

Rt — (4,283 €eR3 T:R*> (1,y,2) > Inx + e+ 2% € R.

8. Niech @ : R? — R2. Znalez¢ odwzorowanie odwrotne do ®, tzn. ®~1. Obliczyé: D®,
D(®~!, (D®)~! i sprawdzi¢, ze D(®~! = (D®)~!, dla:

(a) R? 3 (r,¢) — (z,y) € R®: x =rcos ¢, y = rsin ¢.

9. Niech f bedzie funkcja rozniczkowalna na R. Pokazaé, ze funkcja z(z,y) = y f(2? —
y?) spelnia roéwnanie rézniczkowe

Lo:  10:
r0r  yoy vy

z
2

10. Niech f bedzie funkcja rozniczkowalna na R. Pokazaé, ze funkcja z(z,y) = f <y> —
x

x? — y* spelnia réwnanie

0z 0z 9



11. Pokazaé, ze 2. pochodne czastkowe mieszane ponizszej funkeji istnieja w (0,0), ale
nie sg tam rowne: f:R? > (z,y) — f(z,y) € R:

_ [y dla (3,y) #(0,0)
f(w)—{ 0" dla (2,y) = (0,0).

12. Niech f(z,y) = a¥, z > 0,y > 0. Pokaza¢, ze %@fy = ggm.

13. Niech f(z,y) = arctg, x # 0. Pokaza¢, ze 322’;2 = B(Zzgx'

14. Znalez¢ pochodne czastkowe drugiego rzedu nastepujacych funkcji:

(a) f(z,y) = In(z + V2% T 47
(b) g(l’, y) = arctgf_—;yy;

(c) h(z,y,2) = Va2 +y? + 22 — 22z

15. Pokazaé, ze funkcja: z(z,t) = ¢(z — vt) + ¢¥(x + vt), gdzie ¢, ¢ sa dwukrotnie
rozniczkowalnymi funkcjami, zas v — parametr, spetnia rownanie

Dz 0%

o~ o2

Uwaga. Powyzsze rownanie to réwnanie falowe, opisujace rozchodzenie sie fali w
o$rodku jednowymiarowym. Zinterpretowaé¢ powyzsze rozwigzanie jako superpozycje
dwu fal o dowolnym ksztalcie, rozchodzacych sie w przeciwnych kierunkach.

16. Sprawdzi¢, ze f(z,y) = In(z? + y*) spelnia dwuwymiarowe rownanie Laplace’a, zas

1
T,Y,z) =
fow2) = rrr o

spelia trojwymiarowe rownanie Laplace’a.




