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Ekstrema

1. Znalez¢ punkty krytyczne, zbada¢ czy funkcja ma w tych punktach ekstremum, a
jesli tak, to jakiego typu:

(a) fz,y) =2® — 2y +y*%

(b) fla,y) = a* = 2zy +y*

(c) flx,y) =a* = 3zy +y*

(d) flry)=ay+ 2 +2 (2>0,y>0)

(e) f(z,y) ==y _ﬁ_%z (a>0,0>0)
(f) f(z,y) = 2" = 2y° — 3z + 6y;

(8) fla,y) = (a7 +2%)e "7,

(h) f(z,y) = —cosz — cosy;

(i) f(z,y) =2+ y* — 222 + 4oy — 2y?, gdzie (x,y) € [0,a] x [0,a] oraz a > 1;
() fwy) =1— VITF

(k) u(x,y,z):x+%+§+%,

() u(z,y,z) =xy?z*(a — 2 — 2y — 32) (a > 0);

2. Zmnalez¢ najwieksza wartosé funkeji
u(x,y) = sinz + siny — sin(x + y)
w trojkacie ograniczonym osig x, osig y i prosta x + y = 2.
3. Znalez¢ najwieksza i najmniejszg wartosé funkceji
u(z,y,2) = a*a? + by + *2° — (a*2? + b*y* + 22°)?,

gdy zmienne z,y, z spetniaja dodatkowy warunek 2% + y? + 22 = 1. (Zakladamy, ze
a>b>c>0).

Odwracalno$é odwzorowain, funkcje uwiklane

4. Ponizsze odwzorowania okreslaja rozne uktady wspolrzednych. W kazdym przy-
padku: Policzy¢ pochodng tzn. znalezé macierz Jacobiego; znalezé jej wyznacznik
czyli jakobian; zobaczy¢, gdzie jakobian sie zeruje; tam, gdzie si¢ da, napisa¢ odw-
zorowanie odwrotne; znalez¢ i naszkicowac linie wspotrzednych. W zadaniach ponize;j:
¥,y — wsp. kartezjariskie na R?; z,y, z — wsp. kartezjanskie na R3; x,y, z,t — wsp.
kartezjariskie na R*.



(a) Wspolrzedne biegunowe na plaszczyznie: (r, ¢) :

r = rcoso,
y = rsing.
(b) Uogolnione wspolrzedne biegunowe na plaszezyznie: (r, ¢) :
r = arcoso,
{ y = brsing. ’ a,b > 0.
(c) Wspotrzedne: (€,7) definiowane przez:
r = 62 _7727
y = 20

Odp. Liniami wspolrzednych sa parabole wspotogniskowe. Rysunek, p. Ficht-
enholz, t. III, ustep! 604.

(d) Wspohrzedne: (u,v) definiowane przez:

r = wucoshwv,
y = wusinho.

(e) Wspotrzedne: (£,7) definiowane przez:

{ T = @i
—
y - £2+772 .
Odp. Liniami wspotrzednych sa okregi przechodzace przez srodek ukl. wspotrzed-

nych. Rysunek, p. Fichtenholz, t. III, ustep 604.2.
(f) Wspolrzedne: (p, q) definiowane przez:

{?f = 2pz,

2 = 2qu.

Wsk. © Rys. P. Fichtenholz j.w.
(g) Wspolrzedne eliptyczne (i, v) na plaszezyznie:

xr = acosh ucosv,
y = asinhpusinv.

Odp. Krzywe p =const sa elipsami (o jakim réwnaniu?), zas v =const — hiper-
bolami (o jakim réwnaniu?)

(h) Wspotrzedne walcowe (r, ¢, () w R? :

r = Trcoso,
y = rsing,
z = (.

' Tak s3 tam nazywane podrozdzialy...



(i) Wspolrzedne sferyczne (1,0, ¢) w R :

r = rsinfcos o,
y = rsinfsin g,
z = rcosé.

(j) Uogolnione wspotrzedne sferyczne (r,0,¢) w R3 :

r = arsinfcoso,
y = brsinfsing, , a,b,c>0.
z = crcosé.

(k) Wspotrzedne 'walcowe’ (r,0, ¢, 7) w R* :

= rsinfcos ¢,

= rsin#sin ¢,
r cos 0,

= T

+ N R

. Niech u = sinz + F(siny — sinz), gdzie gdzie F' : R — R — dowolna funkcja
rozniczkowalna. Sprawdzi¢, ze niezaleznie od postaci F

ou ou
— COSX + — COSY = COS T COS Y.
oy ox

. Niech 2%y + zy* — az®y® = a°. Znalezé¢ ¢ przy z = y = a.

. Obliczy¢ j—g i 32732’ dla funkeji uwikltanej y(z), okreslonej nastepujacymi réwnaniami:

(a) 2%+ 3wy — y* = &

(b) y—esiny = x. Dla jakich € funkcja y(z) jest okreslona globalnie (dla wszystkich
x € R)?

) Inv/2? +y? = arctg ¥.

) 222 — 2t — gyt = at.
() zy —Iny = a.
)yt =av.

. (Przyktad wazny w termodynamice). Niech F(x,y, z) = 0. Zakladajac, ze w jakimg
punkcie wszystkie pochodne czastkowe F' sa rézne od zera w jakim$ punkcie py =
(%0, Yo, 20), tak ze dowolna zmienna daje sie w otoczeniu py wyrazi¢ jednoznacznie
jako funkcja dwoch pozostatych (tak ze np. x = z(y, 2) itd.), pokazac, ze

ox @_1. @az ox

gy or ' 0z Ox Oy
. Pokaza¢, ze podstawiajac w réwnaniu

d>y | dy

nowa zmienng t okreslong przez: x = €', otrzymamy rownanie

d*u
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11.

12.

13.
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Przeksztatci¢ rownanie rézniczkowe wprowadzajac nowa zmienng:

d®y  dy
(1—x2)dw2+df+ny—0 r = cost

Wykazaé, ze rownanie Laplace’a w R%:

ou
oxr?  Oy?

we wspoéltrzednych biegunowych (7, ¢) (jesli ktos nie pamieta definicji to jest wyzej)
przyjmuje postaé

P 1 100
or?2  r29¢*>  ror

Napisa¢ dwuwymiarowe réwnanie Laplace’a w zmiennych u = v =

_z _y
x2+y2 9 $2+y2 .

Napisa¢ dwuwymiarowe réwnanie Laplace’a w zmiennych wu,v okre$lonych przez:
xr =e“cosv, y = e"sinv.

Przechodzac do wspotrzednych sferycznych pokazaé, ze wyrazenia:

o (Pu), (0N, (ou\' [ _Pu Pu Pu
-\ oz oy 0z ]’ C0x2 Oy? o 022

przyjmuja postac
~ ov\> 1 (0w’ 1 ov\’
or 2\ 00 r2sin“f \ 0¢

P 8%4_&811}4_ 1 @+lav+ctg0@
or2  r200?  r2sin?00¢%  rOor r2 00

Przeksztalci¢ wyrazenie

mzﬁzw N , 0*w L , 0*w . 82w . O*w s O*w
a2 Y e T a2 T Yoray T ez T Voo

przechodzac do nowych zmiennych ¢, u, v, zwiazanych ze starymi w sposéb: x =
uv,y = vt, z = tu.



