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1. Niech x, y, z, t ∈ R4 speªniaj¡: xy + zt = 14, x2 + y2 − z2 + t2 = 12. Pokaza¢,
»e w otoczeniu punktu p = (1, 2, 3, 4) mo»na wyrazi¢ z oraz t jako funkcje x, y:
z = z(x, y), t = t(x, y). Znale¹¢ pochodne:

∂z

∂x
(1, 2),

∂t

∂y
(1, 2).

2. Znale¹¢ najwi¦ksz¡ i najmniejsz¡ warto±¢ funkcji

u(x, y, z) = a2x2 + b2y2 + c2z2 − (a2x2 + b2y2 + c2z2)2,

gdy zmienne x, y, z speªniaj¡ dodatkowy warunek x2 + y2 + z2 = 1. (Zakªadamy, »e
a > b > c > 0).

3. Znale¹¢ ekstrema funkcji z(x, y), zadanych w sposób niejawny tzn.uwikªany:

(a) z3 − xyz + y2 + 4x2 = 16;
(b) x2 + y2 − z2)2 = a2(x2 + y2 + z2), a > 0.

4. Znale¹¢ ekstrema funkcji f z warunkami:

(a) f(x, y) = x+ y przy warunku
1
x2
+
1
y2
=
1
a2
, a > 0 ;

(b) f(x, y) =
1
x
+
1
y
przy warunku

1
x2
+
1
y2
=
1
a2
, a > 0 ;

(c) f(x, y, z) = x+ y + z przy warunku
1
x
+
1
y
+
1
z
= 1 ;

(d) f(x, y, z) = xyz przy warunkach: x+ y + z = 5, xy + xz + yz = 8 ;

(e) f(x, y) = x3 − 3xy2 + 18y przy warunku 3x2y − y3 − 6x = 0 ;

(f) f(x1, . . . , xn) =
n∑
i,j=1

aijxixj, gdzie macierz [aij] jest symetryczna: aij = aji,

przy warunku
∑n
i=1 x

2
i = 1. Tu zinterpretowa¢ te» punkty stacjonarne.

(g) f(x1, . . . , xn) = x21+· · ·+x2n pod warunkiem, »e
x1
a1
+. . .
xn
an
= 1, gdzie wszystkie

liczby a1, . . . , an s¡ dodatnie.

5. Spo±ród prostopadªo±cianów wpisanych w elipsoid¦

x2

a2
+
y2

b2
+
z2

c2
= 1

o kraw¦dziach równolegªych do jej osi znale¹¢ ten, którego obj¦to±¢ jest najwi¦ksza.
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6. W cz¦±ci paraboloidy eliptycznej, ograniczonej powierzchniami:

z

c
=
x2

a2
+
y2

b2
, z = c,

wpisa¢ prostopadªo±cian o najwi¦kszej obj¦to±ci.

7. Na elipsoidzie 4x2+y2+ z2 = 8 znale¹¢ punkt najbardziej odlegªy od punktu 3, 0, 0.

8. Wykaza¢ okrojon¡ wersj¦ nierówno±ci Hadamarda: Niech

M =
[
a b
a1 b1

]

przy czym a2 + b2 = 1, a21 + b
2
1 = 1. Wtedy | detM | ¬ 1.

9. To samo dla macierzy:

M =

 a b c
a1 b1 c1
a2 b2 c2


przy czym a2 + b2 + c2 = 1, a21 + b

2
1 + c

2
1 = 1, a

2
2 + b

2
2 + c

2
2 = 1. Wtedy | detM | ¬ 1.

10. Hadamard ineq., full wypas.

cdn.Gdy tak techuj¦ i techuj¦, to wyczerpanie czuj¦...na razie wi¦c od dalszego wpisywania si¦ wstrzymuj¦, ale uzupeªni¢ list¦ obiecuj¦.
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