
ANALIZA II 'R', LISTA No 6:
Równania ró»niczkowe

16.04.2013

Motto:

W. I. Arnold � wielkiej klasy matematyk � pisze (we Wst¦pie do swojej ksi¡»ki 'Teoria
równa« ró»niczkowych'):

'Gªówne odkrycie Newtona, to, którego zdecydowaª si¦ nie ujawnia¢ i opublikowaª
tylko w postaci anagramu, brzmi: Data aequatione quodcunque �uentes quantitiae invo-

lvente �uxiones invenire et vice versa. W tªumaczeniu [z ªaciny i] na wspóªczesny j¦zyk
matematyki oznacza to, »e Rozwi¡zywanie równa« ró»niczkowych jest rzecz¡ po»yteczn¡.'

1. Znale¹¢ ogólne rozwi¡zania równa« liniowych:

(a) y′ + 2y = 4x.

(b) y′ + 2xy = xe−x
2
.

(c) y′ + y = cosx.

(d) y′ − y = 1 + x
2

x
ex.

(e) y′ +
1− 2x
x2
y = 1.

(f) y′ tg x− y = a.
(g) y′ = 3x− 2y + 5.
(h) y′ + y cosx = sinx cosx.

2. Znale¹¢ ogólne rozwi¡zania równ¡n jednorodnych:

(a) y′ =
y2

x2
− 2.

(b) y′ =
x+ y
x− y

.

(c) y′ =
2xy
x2 − y2

.

(d) y′ =
x

y
+
y

x
.

(e) y2 + x2y′ = xyy′.

(f) y′ = e
y
x +
y

x
.

(g) y′ =
3y2 + 3xy + x2

x2 + 2xy
.

(h) xy′ − y =
√
x2 + y2.

3. Znale¹¢ ogólne rozwi¡zania równa«:

(a) y′′ = x2 + sinx.
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(b) y′′ = arctg x.

(c) y′′ = lnx.

(d) xy′′ − y′ = 0.

(e) y′′ =
y′

x
+ x.

(f) y′′ = 2yy′.

(g) (y′′)2 = y′.

(h) y′′ = 1
4
√
y
.

(i)

4. Je±li y1 jest jakim± rozwi¡zaniem równania

y′′ + P (x)y′ +Q(x)y = 0,

to

y2 = Cy1
∫ 1
y21
exp

(
−
∫
P (x)dx

)
dx (C − staªa)

te» jest rozwi¡zaniem. Pokaza¢ to na 3 sposoby: 1) wykorzystuj¡c wro«skian; 2)
przez podstawienie y = y1z; 3) przez bezpo±redni rachunek.

5. Znale¹¢ ogólne rozwi¡zania y poni»szych równa«, znaj¡c poni»sze szczególne roz-
wi¡zania y1:

(a) (1− x2)y′′ − 2xy′ + 2y = 0, y1 = x.

(b) y′′ +
2
x
y′ + y = 0, y1 =

sinx
x
.

6. Znale¹¢ rozwi¡zania równa« z danymi warunkami pocz¡tkowymi:

(a) y′′(x2 + 1) = 2xy′, y(0) = 1, y′(0) = 3;

(b) xy′′ + x(y′)2 − y′ = 0, y(2) = 2, y′(2) = 1;
(c) 2y′′ = 3y2, y(−2) = 1, y′(−2) = −1;
(d) y3y′′ = −1, y(1) = 1, y′(1) = 0;
(e) y′′ = e2y, y(0) = 0, y′(0) = 1;

7. Znale¹¢ ogólne rozwi¡zania równa«:

(a) y′′′ + 9y′ = 0.

(b) yIV + 16y = 0.

(c) yIV − 16y = 0.
(d) yIV − 8y′′ + 16y = 0.
(e) y′′′ − 13y′ − 12y = 0.
(f) yIV + 2y′′′ + y′′ = 0.

(g) yIV − 13y′′ + 36y = 0.
(h) y′′′ − 3y′′ + 3y′ − y = 0.
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8. Znale¹¢ rozwi¡zania równa« z warunkami pocz¡tkowymi:

(a) y′′′ + y′ = 0, y(0) = 2, y′(0) = 0, y′′(0) = −1.
(b) yV − y′ = 0, y(0) = 0, y′(0) = 1, y′′(0) = 0,y′′′(0) = 1, yIV (0) = 2.

9. Znale¹¢ ogólne rozwi¡zania równa«:

(a) y′′′ = cos 2x;

(b) xyV = yIV ;

(c) 2y′′ + y′ − 2y = 2ex;
(d) y′′ + a2y = ex;

(e) y′′ − 7y′ + 6y = sinx;
(f) y′′ − 6y′ + 9y = 2x2 − x+ 3;
(g) y′′ − 3y′ + 2y = 3e2x;
(h) y′′ − 3y′ + 2y = e−x;
(i) y′′ − 3y′ + 2y = 2 sin x;
(j) y′′ − 3y′ + 2y = 2 sinh x.

10. Znale¹¢ ogólne rozwi¡zania ukªadów równa« ró»niczkowych:

(a)

{
ẋ = y − 7x
ẏ = −2x− 5y

(b)

{
ẋ = 2x+ y
ẏ = 3x+ 4y

(c)

{
ẋ = x− 3y
ẏ = 3x+ y

(d)


ẋ = x− y + z
ẏ = x+ y − z
ż = 2x− y

(e)


ẋ = x− 2y − z
ẏ = −x+ y + z
ż = x− z

(f)


ẋ = 3x− y + z
ẏ = x+ y + z
ż = 4x− y + 4z
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