Analiza zespolona, lista zadan nr 2

1 Zadania

1.1  Warunki Cauchy’ego-Riemanna itd.

1. Dla nastepujacych funkcji wypisac ich czesci rzeczywiste i urojone. Sprawdzié, czy
nastepujace funkcje spetlniaja w calej ptaszczyznie rownania Cauchy’ego-Riemanna.
Sprawdzi¢ tez, czy czesci rzeczywiste i urojone spetniaja réwnanie Laplace’a.

(a) f=2%

(b) f = (Rez)z?%
(c) f =€

(d) f = zRez;
(e) f=13

) f=27

2. Sprawdzi¢, czy nastepujace funkcje sa harmoniczne. Jesli tak, to znalezé funkcje
harmonicznie sprzezona do danej, oraz wynik zapisa¢ jako funkcje samego z.
(a) 2% —y* + day;
(b) ﬂxTyﬁ
(c) @3 + 622y — 3wy? — 2y3;
2272
(d) Gy
(e) e*(xcosy — ysiny).
3. Obliczy¢ calke [ Rezdz dla:

(a) v=10,2+ 2i];

(b) ~ jest okregiem o $rodku w 0 i promieniu 1.
4. Obliczy¢ catke: [ |z — 1[|dz], gdzie v — okrag o érodku w 0 i promieniu 1.
5. Obliczy¢ calke [, |z|dz, jezeli:

(b) v jest lewym polokregiem taézacym punkt —i z punktem 4,

(c) 7 jest prawym poétokregiem taézacym punkt —i z punktem 4
6. Okrag o srodku w punkcie p i promieniu r bedziemy oznaczaé¢ C(p,r).

Obliczy¢ catke [, 7dz, jezeli:

(a) v=0C(0,3);
(b) v =C(0,2);
<C> = C<Z’ 1);



10.

11.

12.

13. Rozwina¢ funkcje (

(d) v = C(—i,1).

Wsk. Roztozy¢ funkcje podcatkowa na utamki proste.

/ e cosz d

———dz

v (14 22)sinz

gdzie v = C(2 + i,v/2). Wsk. Skorzystaé¢ z wzoru catkowego Cauchy’ego.

z
d
/y24—1 :

gdzie v = C(a,a), a > 1. Wsk. Rozlozy¢ funkcje podcatkowa na utamki proste i
korzysta¢ z wzoru catkowego Cauchy’ego.

Obliczy¢ catke

Obliczy¢ catke

Obliczy¢ catke
sl
v 22+ a? ©
gdzie v = C(0,2a), a > 0. Wsk. jw.

Obliczy¢ catke

gdzie:
(a) v=C(0,3),
(b) v=C(13).

Wsk. Skorzysta¢ z wzoru catkowego Cauchy’ego dla drugiej pochodnej funkcji holo-
morficzne;.

Dla podanych nizej funkcji znalezé cztery poczatkowe rézne od zera wspodlczynni-
ki rozwiniecia w szereg Taylora wokél z = 0, oraz podaé¢ promien zbieznosci R
odpowiedniego szeregu Taylora:

Rozwinaé¢ funkcje W w szereg Laurenta wokot zp = 0 dla:

2)
(a) [z <1;

(b) 1< |z] <2

(c) 2| > 2.

1

e W szereg Laurenta wokot zg = 0 dla:



(a) [2 < 1;
(b) 1< |z2] <2
(c) |z| > 2.

14. Zmalez¢ residua funkcji:

(a ZS(Z?{)Q w punktach 0,1, —1;

(b % w punktach 0, 1;

(¢) == —1,i,—i;

(d (zfriazz)z (a # 0) w punktach ai, —ai; Odp. =

)

)

)

)
(e) % (a # 0) w punktach ai, —ai
(f)

)

)

)

)

(2% — 2°)7! w punktach osobliwych;

ctg3z w punktach osobliwych'

si
(1+ A7 2 punkcie ;
(1+z)3 w punkcie —1.

1.2 Calki trygonometryczne

15. Wykazaé, ze przy 0 < b < a zachodzi:

+—(am + 1) w punkcie ai

/2“ sin? 6d6 27T( )
_— a? — b?).
o a-+bcosb b2
16. Wykaza¢, ze przy |a| <1
/2” cos? 3646 1—a+ad®
=7
o 14 a?—2acos26 1—a

17. Wykazac, ze dla |a| < 1

/QW dé 27
0o (1+acosh)? /T_ 2

1.3 Calki z funkcji wymiernych

18. Wykazac, ze
©  z’dx T
(a) /0 (22 4 a?)? ~ 1643 (a>0);
(b) /00 dz _ m(a + 2b)
—o (22 +a?) (2?2 + 0?2 2ab*(a+ b)?’
< g8z 3v2m
©

a,b>0;

= > 0.
a* + z4)? 16a =




1.4 Calki z funkcji wymiernych razy f. trygonometryczne

19. Wykazac, ze

a

o cosxdr  we~
= > 0);
() [ S =T (a>0)

a

o rsinxzdx e~
b / = 0);
(b) 0 (22 +a?)? 4a (a>0)

o0 cos zdw T ea b
= - b,a,b > 0);
(c) /o (24 a?) (2?2 + b)) > —a? ( a b ) (a #b,a,b>0);

% coszdx me~%(a® + 3a + 3
(@ / ( ( )

T a2y = 535 (a > 0); Uwaga. wynik sprawdzony dla
~ (22 +a a
a =1 only

1.5 Calki z funkcji wieloznacznych

Terminologia: Konturem ODS' bedziemy nazywaé figure, ztozona z dwoch potokre-
gbéw o promieniach r oraz R (R > ), o srodkach w 0 i lezacych w gornej polptasz-
czyznie, oraz odcinkow [—R, —r] i [r, R], lezacych na osi rzeczywistej.

20. Calkujac funkcje f(z) = (Logz)?(2* 4+ a®)~' po konturze ODS wykaza¢, ze przy
a>0

% (log r)* T, ) © logz
dr = 401 / 08T 4T
/o 2 + a? v Sa(7T +4(loga)’), 0 x24a? T 5 B

21. Wykaza¢ w podobny sposob, ze

/00 log x d T
————dor = ——.
o (14 22?)2 4

22. Calkujac po "dziurce od klucza" funkcje: exp(aLogz(z%+1)2 wykazac, ze dla —1 <
a<3

/000 ( r*de w(l— a).

1?2+ 1) 4dcos T

Skad sie bierze powyzszy warunek na a?

23. Calkujac funkcje leig wzdhuz brzegu obszaru {z : v < |z| < R}N{z: 0 <argz < 7}
wykazaé, ze

2

/OO log x d /Ooa: loga: s
——dzr = dr = .
0o 1+at 8\/_ 1+t 8v/2

24. Wykazaé, ze

1 3 3
\/_x(;gfﬁ) de = 2732rq™/? (210ga—1—z>, a>0.

LGeneza nazwy ODS bedzie podana na Zyczenie zainteresowanych



25.

Wykazaé, ze

Wsk. Catkowaé funkcje

J

Log(z+1)

1422

% log(1 + 2%)

T2 dr = wlog 2.
x

po brzegu gornego poétkola K (0, R).



