Homografie problemowo

1. Odwzorowaniem afinicznym (Af’em) nazywamy odwzorowanie g : C — C: g(z) =
az + b, a # 0. Kilka tatwych faktéw nt. odwz. afinicznych:

(a) g jest bijekcja C na siebie.

(b) Dla dowolnych 21,29 € C, 21 # 23, wy,wy € C, wy # wy istnieje doktadnie
jedno odwz. afiniczne przeprowadzajace z; na w; oraz z; na ws.
Odp. Niech szukane g ma postaé: w = g(z) = az+b. Wtedy warunki: w; = g(z1) i we = g(22)
tworza uktad dwoch réwnan liniowych na wspoétezynniki a, b.

2. Homografig nazywamy odwzorowanie h : C — C: h(z) = gjig, ad —be # 0. Pokazaé,
ze:

(a) homografia jest bijekcja C — C.

Odp. Przedstawiamy homografie jako zlozenie Af’a, inwersji i Af’a:

+b
h(z) =T = (o kog)(2), (1)
gdzie:
1 bc —ad
92(2) = cz + d, k/’(z)=;7 91(z) = - Z+%~

g1, 92 — Af’y, wiec bijekcje; k — inwersja — tez bijekcja; ztozenie jest wiec bijekcjg.
(b) Znalez¢ odwzorowanie odwrotne do danej homografii.

Odp. w = gjis,czw—i—dw:az—}—b, z(ew — a) = b — dw, z = Zwtd,

(c) Pokazaé, ze ztozenie dwoch homografii jest homografia.
Odp. By simple calculation.

3. Zapisa¢ rownanie okregu oraz prostej na plaszczyznie zespolonej (tzn. wyrazié row-
nania prostej i okregu przez z 1 Z zamiast x i y).
1

Odp. Poniewaz: z = x+iy, z =z — iy, to: x = %(z—i—i), Y = 5;(2—2), i wstawiamy to do réwnania

okregu o §rodku w p. (a,b) = a + ¢b i promieniu R. Mamy, po pomnozeniu przez 4:
4R? = (2x — 2a)? + (2y — 20)? = (2 + 2 — 2a)? + (iZ — iz — 2b)?
=22+ 2% + 4a® + 2272 — daz — 4aZ — 2% — 22 + 4b* + 227 — 4ibZ + dibz
=427 + z(—4a + 4ib) + Z(—4a — 4ib) + 4(a® + b?);
Po przeksztalceniu i oznaczeniu: v = —a + ib oraz 6 = a? + b> — R?> = v§ — R?> € R mamy
2Z+vz+7Z+6 =0.

Mamy przy tym: vy —§ = R? > 0.
Pozostaje jeszcze rozpatrzy¢ rownania prostych: Az + By + C =0 (A, B,C € R). Mamy:

24z +2By+2C =0=Az4+ Az—iBz+iBz+C=(A—iB)z+ (A+iB)z2+C =0
lub, oznaczajac I' = A — iB, mozemy zapisa¢ rownanie okregu w postaci

Iz+Tz+C =0.



4. Pokazaé¢, ze homografia przeprowadza okrag uogoélniony na okrag uogolniony.
Odp. Pierwszy sposéb — bezposredni rachunek, przydtugi, ale do ogarniecia. Drugi sposéb (po-
zwalajacy zaoszczedzi¢ nieco rachunkéw)— wykorzystanie zad. 2a. Zauwazmy, ze odwz. afiniczne,
jako zlozenie translacji i skalowania (zespolonego), przeksztalca prosta na prosta i okrag na okrag.
Zobaczmy jeszcze, co robi inwersja. Jej dziatanie na prosta nie przechodzaca przez zero (C' # 0)
daje
- 1 21 r r _
I'z24+TIz+C=0—-T-4+T-+C=0=—= —Z+ —=2+22=0
z z C C

wiec okrag. Gdy C' = 0 to obrazem prostej I'z + I'Z = 0 jest prosta ['Z + 'z = 0. Wreszcie, dla
6 # 0, okrag przechodzi w:

1 1 1 1
22+vz+"yi+6:0—>—,+77+’7j+5:()=>7+12+12+22:0,
2Z z Z 0 9 0

wiec okrag. Gdy za$ 0 = 0, to
_ __ 1 1 1 o
z2zz+vz2+792=0—- —4+v—4+9=-=0=1+vz2+ 72 =0,
2z z z

wiec obrazem jest prosta.
Kazde z trzech przeksztalcen przeprowadza okrag uogoélniony w okrag uogoélniony, wiec ich zlozenie
tak samo.

5. a) Znalez¢ obraz gornej potplaszczyzny (tzn. S = {z € C: Imz > 0}) przy homo-
grafii w = £
Rozw. Wystarczy rozwazy¢ obraz prostej y = 0 tzn. z — Z = 0. Niech w nalezy do obrazu, w

powstaje 7z z nalezacego do prostej; wtedy z = z(w). Mamy odwzorowanie odwrotne do w(z):

z(w) = i%EL, zatem:

v+ 1
(—i)& -0,

w+1
) — =
w—1

z—z=0 p—
po uproszczeniu: ww = 1, tzn. obraz prostej y = 0 jest okregiem C(0,1) (przy czym punkt
(1,0) okregu powstaje jako obraz punktu w nieskoriczonosci). Pozostaje rozstrzygnaé, czy goérna
polplaszczyzna przechodzi na wnetrze czy na zewnetrze. Mamy np. w(2i) = 3, tak wiec Odp. S
przechodzi na C(0,1) razem z zewnetrzem C(0,1).

b) Znalez¢ obraz ¢wiartki plaszezyzny, dany przez rownania: y > 1, x > 1 przy tejze
homografii.

z—a

6. a) Wykazac,ze homografia h(z) := 222, I'm(a) > 0 przeksztalca gorng polptaszezy-
zne na koto |z| < 1. Rozw. Patrz poprzednie zadanie.
b) Znalezé¢ obrazy poélprostych {(b,y),y > 0} oraz polokregow {(z,y) : y >
0, (x —b)*+y*=r?}.

7. Wykazac, ze dla kazdych 2 trojek punktow z1, 29,23 € C, wyi, wy, w3 € C istnieje
doktadnie jedna homografia h taka, ze h(z;) = w;.

8. Homografie zachowugjgce prostq rzeczywistq. Wykazaé, ze jezeli h(R) = R, to h jest
zadane macierza rzeczywista.

Odp Niech h(z) := %' Jezeli ¢ = 0, to mozna potozyé¢ d = 1. Wtedy h(0) = b € R oraz

h(1) =a+beR. Jezeli ¢ # 0 to mozna potozyé ¢ = 1 i mamy h(z) = % € R. Zatem dla

r € R wielomian x2I'm(a) + zIm(ad + b) + Im(bd) = 0. Stad a,b,d € R.

9. Znalez¢ przeciwobraz zbioru S wzgledem odwzorowania f = %= dla:

(a) S = K(ir,r). Odp. f~1(S) = K(ir,r).



(b) S=K(i,2). Odp. f1(S) =C\ K(3,1).
(c) S=K(2+4i,5). Odp. f7(S)={2=a+iy:y > 3(6x—5)}.

10. Niech 2z, 29, 23, 24 — cztery réozne punkty plaszczyzny zespolonej. Pokazaé¢, ze ich
dwustosunek (z1, z2; 23, 24), definiowany jako:

(21 — 23)(22 — 1)
(22 — 23)(21 — 2)

(31722;23,24) =

jest niezmiennikiem homografii, tzn. ze dla dowolnej homografii h zachodzi:

(21, 223 23, 24) = (h(21), "(22); P(23), h(24)).



