
Homogra�e problemowo

1. Odwzorowaniem a�nicznym (Af'em) nazywamy odwzorowanie g : C → C: g(z) =
az + b, a 6= 0. Kilka ªatwych faktów nt. odwz. a�nicznych:

(a) g jest bijekcj¡ C na siebie.

(b) Dla dowolnych z1, z2 ∈ C, z1 6= z2, w1, w2 ∈ C, w1 6= w2 istnieje dokªadnie
jedno odwz. a�niczne przeprowadzaj¡ce z1 na w1 oraz z2 na w2.
Odp. Niech szukane g ma posta¢: w = g(z) = az+b. Wtedy warunki: w1 = g(z1) i w2 = g(z2)
tworz¡ ukªad dwóch równa« liniowych na wspóªczynniki a, b.

2. Homogra�¡ nazywamy odwzorowanie h : C→ C: h(z) = az+b
cz+d , ad− bc 6= 0. Pokaza¢,

»e:

(a) homogra�a jest bijekcj¡ C→ C.
Odp. Przedstawiamy homogra�¦ jako zªo»enie Af'a, inwersji i Af'a:

h(z) =
az + b

cz + d
= (g1 ◦ k ◦ g2)(z), (1)

gdzie:

g2(z) = cz + d, k(z) =
1
z
, g1(z) =

bc− ad
c

z +
a

c
.

g1, g2 � Af'y, wi¦c bijekcje; k � inwersja � te» bijekcja; zªo»enie jest wi¦c bijekcj¡.

(b) Znale¹¢ odwzorowanie odwrotne do danej homogra�i.
Odp. w = az+b

cz+d , czw + dw = az + b, z(cw − a) = b− dw, z = −dw+b
cw−a .

(c) Pokaza¢, »e zªo»enie dwóch homogra�i jest homogra�¡.
Odp. By simple calculation.

3. Zapisa¢ równanie okr¦gu oraz prostej na pªaszczy¹nie zespolonej (tzn. wyrazi¢ rów-
nania prostej i okr¦gu przez z i z̄ zamiast x i y).
Odp. Poniewa»: z = x+ iy, z̄ = x− iy, to: x = 1

2 (z+ z̄), y = 1
2i (z− z̄), i wstawiamy to do równania

okr¦gu o ±rodku w p. (a, b) = a+ ib i promieniu R. Mamy, po pomno»eniu przez 4:

4R2 = (2x− 2a)2 + (2y − 2b)2 = (z + z̄ − 2a)2 + (iz̄ − iz − 2b)2

= z2 + z̄2 + 4a2 + 2zz̄ − 4az − 4az̄ − z2 − z̄2 + 4b2 + 2zz̄ − 4ibz̄ + 4ibz

= 4zz̄ + z(−4a+ 4ib) + z̄(−4a− 4ib) + 4(a2 + b2);

Po przeksztaªceniu i oznaczeniu: γ = −a+ ib oraz δ = a2 + b2 −R2 = γγ̄ −R2 ∈ R mamy

zz̄ + γz + γ̄z̄ + δ = 0.

Mamy przy tym: γγ̄ − δ = R2 ­ 0.
Pozostaje jeszcze rozpatrzy¢ równania prostych: Ax+By + C = 0 (A,B,C ∈ R). Mamy:

2Ax+ 2By + 2C = 0 = Az +Az̄ − iBz + iBz̄ + C = (A− iB)z + (A+ iB)z̄ + C = 0

lub, oznaczaj¡c Γ = A− iB, mo»emy zapisa¢ równanie okr¦gu w postaci

Γz + Γ̄z̄ + C = 0.
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4. Pokaza¢, »e homogra�a przeprowadza okr¡g uogólniony na okr¡g uogólniony.
Odp. Pierwszy sposób � bezpo±redni rachunek, przydªugi, ale do ogarni¦cia. Drugi sposób (po-
zwalaj¡cy zaoszcz¦dzi¢ nieco rachunków)� wykorzystanie zad. 2a. Zauwa»my, »e odwz. a�niczne,
jako zªo»enie translacji i skalowania (zespolonego), przeksztaªca prost¡ na prost¡ i okr¡g na okr¡g.
Zobaczmy jeszcze, co robi inwersja. Jej dziaªanie na prost¡ nie przechodz¡c¡ przez zero (C 6= 0)
daje

Γz + Γ̄z̄ + C = 0→ Γ
1
z

+ Γ̄
1
z̄

+ C = 0 =⇒ Γ
C
z̄ +

Γ̄
C
z + zz̄ = 0

wi¦c okr¡g. Gdy C = 0 to obrazem prostej Γz + Γ̄z̄ = 0 jest prosta Γz̄ + Γ̄z = 0. Wreszcie, dla
δ 6= 0, okr¡g przechodzi w:

zz̄ + γz + γ̄z̄ + δ = 0→ 1
zz̄

+ γ
1
z

+ γ̄
1
z̄

+ δ = 0 =⇒ 1
δ

+
γ

δ
z̄ +

γ̄

δ
z + zz̄ = 0,

wi¦c okr¡g. Gdy za± δ = 0, to

zz̄ + γz + γ̄z̄ = 0→ 1
zz̄

+ γ
1
z

+ γ̄
1
z̄

= 0 =⇒ 1 + γz̄ + γ̄z = 0,

wi¦c obrazem jest prosta.

Ka»de z trzech przeksztaªce« przeprowadza okr¡g uogólniony w okr¡g uogólniony, wi¦c ich zªo»enie

tak samo.

5. a) Znale¹¢ obraz górnej póªpªaszczyzny (tzn. S = {z ∈ C : Im z ­ 0}) przy homo-
gra�i w = z+i

z−i .
Rozw. Wystarczy rozwa»y¢ obraz prostej y = 0 tzn. z − z̄ = 0. Niech w nale»y do obrazu, w
powstaje z z nale»¡cego do prostej; wtedy z = z(w). Mamy odwzorowanie odwrotne do w(z):
z(w) = iw+1w−1 , zatem:

z − z̄ = 0 =⇒ i
w + 1
w − 1

− (−i) w̄ + 1
w̄ − 1

= 0,

po uproszczeniu: ww̄ = 1, tzn. obraz prostej y = 0 jest okr¦giem C(0, 1) (przy czym punkt

(1,0) okr¦gu powstaje jako obraz punktu w niesko«czono±ci). Pozostaje rozstrzygn¡¢, czy górna

póªpªaszczyzna przechodzi na wn¦trze czy na zewn¦trze. Mamy np. w(2i) = 3, tak wi¦c Odp. S

przechodzi na C(0, 1) razem z zewn¦trzem C(0, 1).
b) Znale¹¢ obraz ¢wiartki pªaszczyzny, dany przez równania: y ­ 1, x ­ 1 przy tej»e
homogra�i.

6. a) Wykaza¢,»e homogra�a h(z) := z−a
z−a , Im(a) > 0 przeksztaªca górn¡ póªpªaszczy-

zn¦ na koªo |z| < 1. Rozw. Patrz poprzednie zadanie.
b) Znale¹¢ obrazy póªprostych {(b, y) , y > 0} oraz póªokr¦gów {(x, y) : y >
0 , (x− b)2 + y2 = r2}.

7. Wykaza¢, »e dla ka»dych 2 trójek punktów z1, z2, z3 ∈ C, w1, w2, w3 ∈ C istnieje
dokªadnie jedna homogra�a h taka, »e h(zi) = wi.

8. Homogra�e zachowuj¡ce prost¡ rzeczywist¡. Wykaza¢, »e je»eli h(R) = R, to h jest
zadane macierz¡ rzeczywist¡.
Odp Niech h(z) := az+b

cz+d . Je»eli c = 0, to mo»na poªo»y¢ d = 1. Wtedy h(0) = b ∈ R oraz

h(1) = a+ b ∈ R. Je»eli c 6= 0 to mo»na poªo»y¢ c = 1 i mamy h(x) = (ax+b)(x+d)
|x+d|2 ∈ R. Zatem dla

x ∈ R wielomian x2Im(a) + xIm(ad+ b) + Im(bd) = 0. St¡d a, b, d ∈ R.

9. Znale¹¢ przeciwobraz zbioru S wzgl¦dem odwzorowania f = z
1−z dla:

(a) S = K(ir, r). Odp. f−1(S) = K(ir, r).
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(b) S = K(i, 2). Odp. f−1(S) = C \K(3−i2 , 1).

(c) S = K(2 + 4i, 5). Odp. f−1(S) = {z = x+ iy : y > 18(6x− 5)}.

10. Niech z1, z2, z3, z4 � cztery ró»ne punkty pªaszczyzny zespolonej. Pokaza¢, »e ich
dwustosunek (z1, z2; z3, z4), de�niowany jako:

(z1, z2; z3, z4) =
(z1 − z3)(z2 − z4)
(z2 − z3)(z1 − z4)

jest niezmiennikiem homogra�i, tzn. »e dla dowolnej homogra�i h zachodzi:

(z1, z2; z3, z4) = (h(z1), h(z2);h(z3), h(z4)).
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