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1 Calki z funkcji wieloznacznych

1.1 Calki po dziurce od klucza lub kawalku tortu
. Obliczy¢ catke:
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Dla jakich a powyzsza calka jest zbiezna?

1.2 Calki po kos$ci

. Obliczy¢ calki:
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1.3 Inne kontury

. Catkujac odpowiedniag funkcje po odpowiednim konturze pokazaé, ze
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2 Sumy i iloczyny
2.1 Sumy szeregow

2.2 Rozwiniecia na ulamki proste

. Udowodnié (jesli nie bylo na wyktadzie) twierdzenie o rozkladzie na "utamki proste’:
Zalozmy, ze f jest funkcja meromorficzng posiadajaca jedynie bieguny pierwszego
rzedu w punktach ay,as,..., przy czym 0 < |a1] < |ag| < ... oraz T}Lrgoan = o0.
Niech A,, = Res(f, a,). Zalozmy, ze istnieje ciag konturow {C,,} taki, ze:
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a Zaden kontur nie pI’Z@ChOdZi przez zaden z bie un()w,
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) Kazdy kontur C,, lezy wewnatrz konturu C,, 1,
(¢) Srednice konturéw daza do nieskonczonosci, tzn. min = R,, — oo dlam — oo,
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(e) Na konturach wartos¢ f(z) jest wspolnie ograniczona: rgén lf(2)] < M dla

Dhugosé konturu C, jest nie wieksza niz C'm, gdzie C jest stala,

dowolnego m.

d
Rozwazajac calke / f(f%if’ wykazac, ze
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gdzie suma szeregu jest rozumiana w tym sensie, ze grupujemy w jeden wyraz sktad-
niki, odpowiadajace biegunom lezacym pomiedzy C, a Cy 1.
Uwaga. Najczesdciej spotykane kontury spelniajace powyzsze warunki to okregi lub
kwadraty; ponizsze zadania najtatwiej zrobi¢ uzywajac do oszacowan ktorej$ z tych
dwu mozliwosci.

5. Pokazac, ze:
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(d) Dla 0 < a < 1 zachodzi:
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(e) Dla o # 0, £ # £1,£2, ... zachodzi:
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Wsk. Rozwazy¢ catke
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gdzie C,, = C(0,n + 1) i wzia¢ granice n — oo.



2.3 Rozwiniecia na iloczyny nieskornczone

6. Udowodni¢ twierdzenie (WW1, str. 145 — 146):
Niech f(z) bedzie funkcja analityczng w calej C, o zerach jednokrotnych w punktach
ai, as, ..., przy czym 0 < |aq| < |ag| < ... oraz 1im a,, = co. Wtedy f(z) daje sie
przedstawic¢ jako iloczyn nieskoriczony
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Uwaga. Ponizsze zadania dajg sie zrobi¢ przez odpowiednie skorzystanie z powyz-
szego twierdzenia.

7. Wyprowadzi¢ wzory:
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8. Wyrazi¢ nastepujace iloczyny przez funkcje elementarne:
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Wsk. Jest to banal, jesli ktos zrobit poprzednie zadanie.



