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1 Caªki z funkcji wieloznacznych

1.1 Caªki po dziurce od klucza lub kawaªku tortu

1. Obliczy¢ caªk¦: ∫ ∞
0

xα

1 + xn
dx, n ∈ N, α ∈ R

Dla jakich α powy»sza caªka jest zbie»na?

1.2 Caªki po ko±ci

2. Obliczy¢ caªki:

(a)
∫ 1
−1

1

(9− 7x) 3
√
(1− x)(1− x2)

dx

(b) I =
∫ 1
0

1

(1 + x) 3
√
x2(1− x)

dx Odp. I = π
3
√
4√
3
.

(c) I =
∫ 1
0

x1−p(1− x)p

(1 + x)3
dx, −1 < p < 2.

Odp. I = 2p−3πp(1− p) 1
sinπp

.

1.3 Inne kontury

3. Caªkuj¡c odpowiedni¡ funkcj¦ po odpowiednim konturze pokaza¢, »e∫ 1
0

dx
n
√
1− xn

=
π

n sin π
n

2 Sumy i iloczyny

2.1 Sumy szeregów

2.2 Rozwini¦cia na uªamki proste

4. Udowodni¢ (je±li nie byªo na wykªadzie) twierdzenie o rozkªadzie na 'uªamki proste':
Zaªó»my, »e f jest funkcj¡ meromor�czn¡ posiadaj¡c¡ jedynie bieguny pierwszego
rz¦du w punktach a1, a2, . . . , przy czym 0 < |a1| ¬ |a2| ¬ . . . oraz lim

n→∞
an = ∞.

Niech An = Res(f, an). Zaªó»my, »e istnieje ci¡g konturów {Cm} taki, »e:
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(a) �aden kontur nie przechodzi przez »aden z biegunów,

(b) Ka»dy kontur Cm le»y wewn¡trz konturu Cm+1,

(c) �rednice konturów d¡»¡ do niesko«czono±ci, tzn. min
z∈Cm

≡ Rm →∞ dlam→∞,

(d) Dªugo±¢ konturu Cm jest nie wi¦ksza ni» Cm, gdzie C jest staª¡,

(e) Na konturach warto±¢ f(z) jest wspólnie ograniczona: min
z∈Cm

|f(z)| ¬ M dla

dowolnego m.

Rozwa»aj¡c caªk¦
∫
Cm

f(ξ)dξ
ξ(ξ − z)

wykaza¢, »e

f(z) = f(0) +
∞∑
n=1

An

( 1
z − an

+
1
an

)
,

gdzie suma szeregu jest rozumiana w tym sensie, »e grupujemy w jeden wyraz skªad-
niki, odpowiadaj¡ce biegunom le»¡cym pomi¦dzy Cn a Cn+1.
Uwaga. Najcz¦±ciej spotykane kontury speªniaj¡ce powy»sze warunki to okr¦gi lub
kwadraty; poni»sze zadania najªatwiej zrobi¢ u»ywaj¡c do oszacowa« której± z tych
dwu mo»liwo±ci.

5. Pokaza¢, »e:

(a)
1
cosx

= 4π
( 1
π2 − 4x2

− 3
9π2 − 4x2

+
5

25π2 − 4x2
+ . . .

)
(b) cthx =

1
x
+ 2x

( 1
π2 + x2

+
1

4π2 + x2
+

1
9π2 + x2

+ . . .
)

(c) tg πz = 2z
∞∑
n=0

1
(n+ 12)

2 − z2

(d) Dla 0 < a < 1 zachodzi:

eaz

ez − 1
=
1
z
+
∞∑
n=1

2z cos 2aπn− 4πn sin 2πan
z2 + 4n2π2

(e) Dla α 6= 0, β
α
6= ±1,±2, . . . zachodzi:

π

α
ctg

πβ

α
=
∞∑
n=0

(
1

nα + β
− 1
nα + (α− β)

)

(f) Dla z 6= nπ(±1± i) zachodzi
1

πx2(coshx− cosx)
=

=
1
πx4
− 1
sinhπ

· 1
π4 + 14x

4
+

2
sinh 2π

· 1
(2π)4 + 14x

4
− 3
sinh 3π

· 1
(3π)4 + 14x

4
+ . . .

Wsk. Rozwa»y¢ caªk¦ ∫
Cn

2πzdz
(π4z4 + 14x

4) sinhπz sin πz

gdzie Cn = C(0, n+ 12) i wzi¡¢ granic¦ n→∞.
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2.3 Rozwini¦cia na iloczyny niesko«czone

6. Udowodni¢ twierdzenie (WW1, str. 145 � 146):
Niech f(z) b¦dzie funkcj¡ analityczn¡ w caªej C, o zerach jednokrotnych w punktach
a1, a2, . . . , przy czym 0 < |a1| ¬ |a2| ¬ . . . oraz lim

n→∞
an = ∞. Wtedy f(z) daje si¦

przedstawi¢ jako iloczyn niesko«czony

f(z) = f(0) exp
(
zf ′(0)
f(0)

) ∞∏
n=1

[(
1− z

an

)
e
z
an

]
.

Uwaga. Poni»sze zadania daj¡ si¦ zrobi¢ przez odpowiednie skorzystanie z powy»-
szego twierdzenia.

7. Wyprowadzi¢ wzory:

(a) sin πz = πz
∞∏
n=1

(
1− z2

n2

)
.

(b) sinhπz = πz
∞∏
n=1

(
1 +

z2

n2

)

(c) cosh z − cos z = z2
∞∏
n=1

(
1 +

z4

π4n4

)

(d) cos πz =
∞∏
n=0

(
1− z2

(n+ 12)
2

)

8. Wyrazi¢ nast¦puj¡ce iloczyny przez funkcje elementarne:

(a)
∞∏
n=2

(
1− z4

n4

)

(b)
∞∏
n=2

(
1 +

z4

n4

)

(c)
∞∏
n=1

(
1− z6

n6

)

(d)
∞∏
n=1

(
1 +

z6

n6

)

(e)
∞∏
n=1

(
1 +

z2

n2
+
z4

n4

)

9. Wykaza¢, »e:

(a)
∞∏
n=2

(
1− 1

n4

)
=
sinh π
4π

(b)
∞∏
n=1

(
1 +
1
n2
+
1
n4

)
=
1 + cosh π

√
3

2π2

(c)
∞∏
n=1

(
1 +
1
n6

)
=
sinhπ
2π3
(coshπ − cos

√
3π)

Wsk. Jest to banaª, je±li kto± zrobiª poprzednie zadanie.
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