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1 Kilka to»samo±ci speªnianych przez Γ(z)

Γ(z + 1) = zΓ(z) (1)

Γ(z)Γ(1− z) =
π

sin πz
(2)

2 Iloczyny niesko«czone przez funkcj¦ Γ

Iloczyny niesko«czone, wyst¦puj¡ce na poprzedniej li±cie, mo»na powylicza¢ równie» przy
u»yciu poni»szego twierdzenia z zadania 2, gdzie odpowied¹ wyra»a si¦ przez funkcj¦
Γ. Przez t¦ funkcj¦ mo»na równie» powyra»a¢ inne iloczyny, co b¦dzie tre±ci¡ kolejnych
zada«.

Rozwa»amy iloczyny niesko«czone postaci:

P =
∞∏
n=1

un,

gdzie un jest funkcj¡ wymiern¡ on n.
Rozkªadamy un na czynniki i wtedy iloczyn mo»na zapisa¢ w postaci

P =
∞∏
n=1

A
(n− a1)(n− a2) . . . (n− ak)
(n− b1)(n− b2) . . . (n− bl)

.

Jest (chyba) ewidentne, »e aby iloczyn byª zbie»ny, musz¡ zachodzi¢ warunki: A = 1 oraz
k = l.

1. Pokaza¢, »e warunkiem koniecznym bezwzgl¦dnej zbie»no±ci iloczynu P jest

a1 + a2 + · · ·+ ak − b1 − b2 − · · · − bk = 0.

2. Pokaza¢, »e

P =
k∏
j=1

Γ(1− bj)
Γ(1− aj)

. (3)

3. Pokaza¢, »e
∞∏
n=2

(
1− 1

n2

)
=

1
2

:

(a) wprost,

(b) testuj¡c wzór (3). Wsk. Lepiej zrobi¢ to ogólniej, p. nast¦pne zadanie.

4. Pokaza¢, »e
∞∏
n=1

(
1− z2

n2

)
=

sin πz
πz

. (4)

1



5. Przy u»yciu wzoru (3) zrobi¢ zadania 7-9 z listy 3.

6. Wykaza¢, »e

(1− z)
(

1 +
z

3

)(
1− z

5

)
· · · = cos

πz

4
− sin

πz

4

7. Wyrazi¢ za pomoc¡ funkcji Γ nast¦puj¡ce iloczyny niesko«czone:

(a)
∞∏
n=1

(
1− 1

2n

)
e
1
2n ,

(b)
∞∏
n=1

(
1 +

z

2n− 1

)(
1− z

2n

)
(c) (1− z)

(
1 + z

2

) (
1− z

3

) (
1 + z

4

)
. . .

Odp.
√
π

Γ(1+ z2 )Γ( 12−
z
2 )
.

(d)
(
1 + z

2

) (
1− z

4

) (
1 + z

6

)
. . . . W szczególno±ci, ile wynosi:

(
1 + 1

2

) (
1− 1

4

) (
1 + 1

6

)
. . . ?

8. Pokaza¢, »e
32

32 − 1
· 5

2 − 1
52
· 72

72 − 1
· 9

2 − 1
92
· · · · =

[Γ(1
4)]4

16π2

2


