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1  Logika, arytmetyka zbioréw

1.1 Logika

Jest to zasadniczo powtorka ze szk. Sredniej, byé moze z niektorymi rzeczami nowymi.

Uwaga: Czesto stowu "logika" nadaje sie szersze znaczenie niz temu o czym bedzie
ponizej: np. mowi sie "logiczne myg$lenie" w sensie wyciagania wnioskow itp. Tu stowo:
"logika" oznacza "formalne reguty dotyczace prawdziwosci zdan".

Def. Zdaniem w sensie logiki (zdaniem logicznym) nazywamy wyrazenie, ktoremu
mozemy jednoznacznie przyporzadkowaé jedng z dwoch wartosci logicznych: prawde (1)
lub falsz (0).

Uwaga: W sensie logiki zdaniami nie s¢ zdania pytajace i rozkazujace.

Przyktad: "Warszawa jest stolicq Polski" jest zdaniem (prawdziwym), "Pcim jest
stolicg Polski" jest zdaniem (falszywym), "najladniejsze kwiaty to malwy" nie jest zda-
niem.

Zdania zlozone. Z jednego (lub kilku) zdan mozemy utworzy¢ nowe zdania — zdania
zlozone przy pomocy operatordw logicznych (zw. czasem tez spdjnikami zdaniowymi,
funktorami zdaniotwdrczymsi). Podstawowe operatory logiczne to:

1. Zaprzeczenie (negacja) zdania: "~". Dla zdania p czytamy: "nieprawda, ze p".

0
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Operacja jednoargumentowa:

1
0

2. Koniunkcja zdan p,q: "A". ("Mnozenie" logiczne). (W jezykach programowania
koniunkcje czesto oznacza sie AND). Operacja dwuargumentowa: czytamy "p i ¢".
Koniunkcja dwoch zdan jest prawdziwa wtedy i tylko wtedy, gdy oba sa prawdziwe,
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co ilustrujemy przy pomocy tabelki logicznej: | 1 | 0 0
011 0
00 0

3. Alternatywa zdan p,q: "V". ("Dodawanie" logiczne). (W jezykach programowania
alternatywe czesto oznacza sie OR). Operacja dwuargumentowa: czytamy "p lub ¢".
Alternatywa dwoch zdan jest prawdziwa wtedy i tylko wtedy, gdy co najmniej jedno
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7z nich jest prawdziwe. Zapisujemy to przy uzyciu tabelki: | 1 | 0 1
01 1
00 0




4. Implikacja zdan p, q: "=". Operacja dwuargumentowa: czytamy "jezeli p to ¢".
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5. Réwnowazno$é¢ zdan: p, q: "<=". Operacja dwuargumentowa: czytamy "p wtedy
i tylko wtedy gdy ¢". Dwa zdania sg réwnowazne, gdy sg oba jednocze$nie prawdziwe
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lub jednoczesnie falszywe:
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110 0
01 0
010 1

6. Alternatywa wykluczajaca zdan: p,q: "V". Operacja dwuargumentowa. Jest to
operacja dzialajaca odwrotnie niz réwnowaznos¢é: Wynik zadziatania alternatywy
wykluczajacej jest prawdziwy wtedy i tylko wtedy gdy jedno ze zdan jest falszywe,
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a drugie prawdziwe:
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110 1
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Def. Tautologia nazywamy zdanie ztozone, ktore jest prawdziwe niezaleznie od war-
tosci logicznych zdan, z ktorych jest ztozone. (W jezyku potocznym "tautologia" nazywa sie
wyrazenie w stylu "masto maslane", czyli powtérzenie tego samego, moze innymi nieco stowami; tu defi-

nicja jest nieco szersza, gdyz dotyczy zdan ztozonych. )

Niektoére prawa rachunku zdan:
1. Prawo podwojnego przeczenia: ~ (~ p) <= p.

2. Prawo wylaczonego Srodka: Zdanie: pV ~ p jest zawsze prawdziwe. Niech p bedzie

zdaniem: "Legia wygrala"; wtedy ~ p to "Legia przegrata lub zremisowatla".
3. Prawa de Morgana:

(a) Prawo zaprzeczenia koniunkcji: ~ (p A q¢) <= (~ p) V (~ ¢). (0 tym mozna
sie przekonaé¢ bezpos$rednim rachunkiem, wstawiajac mozliwe wartosci logiczne
zdan 1 patrzac czy po lewej i prawej stronie dostanie sie to samo. Jest to
uniwersalna metoda sprawdzania, czy dwa zdania zlozone sg rownowazne.)

pla|phg|~(pAg) ||~p|~q| (~p)V(~g)
T]1] 1 0 0 | 0 0
1[0 0 1 0 | 1 1
01| 0 1 T [0 1
0/0] 0 1 1 | 1 1

(b) Prawo zaprzeczenia alternatywy: ~ (pV ¢) <= (~ p) A (~ q).



4. Prawo zaprzeczenia implikacji: ~ (p = q) <= (pA\ ~ q).
5. Prawo transpozycji: (p = q) <= (~ ¢ =~ p).
6. Prawa tacznosci:
(a) bLacznosé koniunkeji: [(p A g) Ar] <= [pA (g AT)]
(b) Lacznosé alternatywy: [(pV q) Vr| < [pV (g V)]
7. Prawa rozdzielnoSci:

(a) koniunkcji wzgledem alternatywy: (p Aq)Vr <= (pVr)A(qgVr)
(b) alternatywy wzgledem koniunkcji: (pV q) Ar <= (pAr)V (gAr)

Kwantyfikatory. Dotycza form zdaniowych
e Dla kazdego x zachodzi ¢(z) : V ¢(2)

e Istnieje taki x, ze zachodzi ¥ (x) : 3 ¥(x)

Prawa de Morgana dla kwantyfikatorow:
o ~ (¥ 8() = 3 [~ ()

Przykl. Powiedzieé¢, ze "nieprawda, ze wszystkie liczby naturalne sg parzyste" jest
tym samym, co powiedzieé¢, ze "istnieje taka liczba naturalna, ktora jest nieparzy-
sta'.

o ~(3Y(x)) = V (~y(x))

T zeX

1.2 Zbiory

Zbidr jest pojeciem pierwotnym, niedefiniowalnym. Aby jednak na tym nie poprzestac i
powiedzie¢ o co tu chodzi, to taka pseudodefinicja mogloby byé: "cos, co zawiera elemen-
ty".

Def. Zbiorem pustym nazywamy zbior, ktéry nie zawiera zadnego elementu. Ozna-
cza sie go ().

Def. Zbiorem skoriczonym nazywamy zbiér posiadajgcy skonczong ilosé elementow.
[log¢ elementoéw zbioru skonczonego A oznaczamy jako |A|, czasem tez #A.

Def. Mowimy, ze zbiory A i B s3 rowne wtedy i tylko wtedy, gdy kazdy element zbioru
A nalezy do zbioru B i kazdy element zbioru B nalezy do zbioru A. Zapisujemy to tak:

A=B<=V,(re€ A<z € B).

Def. Zbiér A zawiera sie w zbiorze B wtedy i tylko wtedy, gdy kazdy element zbioru A
jest jednoczesnie elementem zbioru B. Sytuacje taka oznaczamy A C B, a o zbiorze A
mowimy, ze jest podzbiorem zbioru B. Zapisujemy to tak: A C B<= (a € A= a € B).

Przyktlad. Zbior liczb parzystych jest podzbiorem zbioru liczb naturalnych.
Niektore proste whasnosci inkluzji (zawierania sie ) zbiorow:
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Rysunek
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e V4 :( C A (zbior pusty jest podzbiorem dowolnego zbioru A)
o Vy: A C A (kazdy zbidr jest swoim podzbiorem).

Def. Jesli A C Bi A # B, to méwimy, ze A jest podzbiorem wtasciwym zbioru B.

Pytanie: Ile podzbiorow ma zbior skonczony zawierajacy n elementow? Odp. 2.

Def. Sumg zbioréw A i B nazywamy zbiér tych elementow, ktore nalezg do co
najmniej jednego z tych zbioréw. Zapisujemy to jako:

AUB={x:x€ AVzx e B}.

Rysunek
Def. Przecieciem (iloczynem) zbioréow A i B nazywamy zbiér tych elementow,” "
ktore naleza do obu zbiorow. (Przeciecie nazywamy tez cze$cig wspdélng). Zapisujemy to
jako:
ANB={x:x€ ANz € B}.
Rysunek
o . . . . . .. .. . A
Def. Réznice zbioréw A i B zapiszemy juz tylko wzorem i zilustrujemy: nr
A\B={z:x€ ANz & B}.
Rysunek
A\ B

wspOlnych elementow, tzn. gdy AN B = ).

Dopelnienie zbioru: Kazdy zbiéor A mozemy uwazaé za podzbior jakiegos wiekszego
zbioru  (wtedy 2 nazywamy nadzbiorem zbioru A).

Def. Dopelnieniem zbioru A do zbioru Q nazywamy zbior A’ = Q \ A. (Czasem
dopelienie A oznacza sie tez A od "complement").

Przy pomocy pojecia dopetlnienia mozna np. wyrazi¢ réznice mnogosciowa poprzez
inne operacje: A\ B=ANDB".
Przykt: Udowodnijmy to:

A|B|A\B | B |AnDB
cle| & |&] ¢
€| & € € €
gle| & || ¢

glE| & | € ¢
Def. Iloczynem kartezjanskim zbiorow A i B nazywamy zbior par uporzadkowa-
nych (a,b), gdzie a € A,b € B:

Ax B:={(a,b):a€ Abe B}

Def. Mowimy, ze zbiory A i B sa rozlgczne wtedy i tylko wtedy, gdy nie maj
AnB={

Przykl. Niech z,y € A = R. Wtedy (z, y) — pare liczb rzeczywistych mozna interpretowac
jako wspotrzedne punktu na plaszczyznie. Tak wiec R X R to plaszczyzna.
Przykl. Niech A zbiordat, B zbior miejsc na Ziemi; wtedy Ax B = {(data, miejsce)}
zbior zdarzen historycznych.
Def. Analogicznie definiujemy iloczyn kartezjanski n zbioréw A;, A, ..., A, jako
zbior n-ek uporzadkowanych:

Ay X Ay x - x Ay i={(ay,az,...,a,) c a1 € Ay,...,a, € A,}

Przykl. Nasza przestrzeni, w ktorej zyjemy, to R3.
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1.3 Podstawowe zbiory liczbowe i ich oznaczenia
1. N={1,2,...} — zbior liczb naturalnych. ("natural")
2. Z=4...,-2,-1,0,1,2,...} — zbior liczb catkowitych. ("Zahlen")

3. Q ={z:z = LpelZqel \ {0},p,q wzglednie pierwsze }  zbior liczb
wymiernych. ("quotient")

4. R zbior liczb rzeczywistych ("real").

1.4 Przedzialy liczbowe i ich oznaczenia
1.4.1 Przedzialy ograniczone

Niech a,b € Ria <b.
1. Ja,b[={z € R:a < x < b} (przedzial obustronnie otwarty)
2. [a,bf={reR:a<z<b}
3. Ja,b) ={x €R:a <z <b}

4. Ja,b] = {r € R:a <z < b} (przedzial obustronnie domkniety)

1.4.2 Przedzialy nieograniczone

Niech a € R.
L Ja,o[={reR:a <z}
2. [a,0={r€eR:a<z}
3. | —o0,al ={r eR:x<a}

4. ] —o0,al ={zreR:z<a}

2 Funkcje

Def. Funkcjg (stosuje sie tez nazwe odwzorowanie) okreslong na zbiorze X o wartosciach
w zbiorze Y nazywamy przyporzadkowanie kazdemu elementowi z € X doktadnie jednego
elementu y € Y. x nazywamy argumentem, zas y  wartoscig funkcji. Zbior X nazywamy
dziedzing funkcji. Zapisujemy: y = f(z). Dla jednoczesnego podania funkcji (sposobu
przyporzadkowania) oraz zbioréw X i Y piszemy: f: X — Y.

Uwaga. Do definicji funkcji trzeba podaé trzy rzeczy: f, X, Y. Dwie funkcje: f :
Xy — Yjoraz f : Xy — Y, dla ktorych sposob przyporzadkowania f jest taka sama,
ale X7 # X, lub Y] # Y5, uwazamy za rdzne! Np. f : R — R : f(z) = x + 1 oraz
f:N—=N: f(zr) =2+ 1, uwazamy za rdézne, mimo iz recepta przyporzadkowania jest ta
samal

Def. Injekcjg nazywamy odwzorowanie o wlasnosci: f(z1) = f(x2) = 21 = .
(innymi stowy, jest to odwzorowanie réznowartosciowe)



Przykl. Przykl.
Def. Surjekcjg nazywamy takie odwzorowanie, ze kazdy y € Y jest obrazem pewnego

x € X. Zapiszmy to uzywajac kwantyfikatorow: v 3 :y = f(x). W tym przypadku
yeY xeX

mowimy tez, ze f jest odwzorowaniem "na".

Przykt. Def. Bijekcjg nazywamy odwzorowanie, ktore jest jednoczesnie injekcja i
surjekcja.

Przykl. Rozwazmy trzy funkcje fi, f2, f3: f1: R = R, fi(z) := 2?; fo : R — Ry U {0}, fo(z) := 2%
fz : Ry U{0} — Ry U {0}, f3(z) := 2% f1 nie jest iniekcja ani surjekcja; fo nie jest injekcja, ale
jest surjekcja; wreszcie f3 jest zaréwno injekcja jak i surjekcja. Przyklad ten pokazuje, w jak duzym
(decydujacym!) stopniu wlasnosci funkcji (injektywnosé, surjektywnosé itp.) zaleza od zbioru, na ktérym
sq okreslone.

Bijekcje sa wazna klasa odwzorowan, gdyz mozna dla nich okresli¢ odwzorowanie od-
wrotne.

Def. Jesli f: X — Y jest bijekcja, to odwzorowaniem odwrotnym do f (oznaczanym
jako f~1) jest odwzorowanie f~! : Y — X, definiowane tak: Jesliy = f(x), to f~1(y) = z.

Przykl. Wezmy f3 z powyzszego przyktadu. Mamy tu y = f(x) = 22, wiec z =
+vy=f"(y)

Def. Obrazem zbioru A C X przy odwzorowaniu f nazywamy zbior B C Y oznaczany
jako B = f(A) i okreslony jako

B = UxeAf(ZL')

Def. Przeciwobrazem zbioru C' C Y przy odwzorowaniu f nazywamy zbior £ C X,
oznaczany jako E = f~1(C) i okreslony jako

E={zxe X : f(x)eC}

Przykl. Rozwazmy funkcje fi z powyzszego przyktadu: f1 : R — R, f1(x) := 2%. Mamy: fi([1,2]) =
[1,4], zas f~1([1,4]) = [1,2] U[-2, 1.

Def. Poziomicg punktu ¢ € Y nazywamy przeciwobraz punktu c € Y.

Przykl. Rozwazmy funkcje g : R? — R, okreslong jako: g(z,y) = 22 + y2. Wtedy, dla ¢ > 0,
poziomica to zbiér punktéw plaszezyzny spetniajacych réownanie: 22 + y? = ¢, w czym rozpoznajemy
réwnanie okregu o promieniu y/c. Dla ¢ = 0 poziomicg jest punkt (0,0), a dla ¢ < 0 — zbiér pusty.

Jako ze zmystem cztowieka, odbierajacym zdecydowang wiekszo$é bodzcow jest wzrok,
nic dziwnego, ze tatwiej dostrzezemy rozne aspekty funkcji patrzac na jej wykres.

Def. Wykresem funkcji f : X — Y nazywamy nastepujacy podzbior G iloczynu
kartezjanskiego X x Y: G = {(z, f(z)) € X x Y}

W sytuacjach, z ktorymi teraz bedziemy mie¢ do czynienia (tzn. wykresami funkcji
rzeczywistych o argumentach rzeczywistych), wykres jest podzbiorem plaszczyzny, tzn.
zbiorem par (z,y). Na osi poziomej zaznaczamy argumenty z, a na osi pionowej wartosci
funkcji y = f(x).

Def. Miejscem zerowym o funkcji f nazywamy argument taki, ze f(zq)—0.

Uwaga. Uzywajac dopiero co wprowadzonej terminologii méwimy, ze zbiorem miejsc
zerowych funkcji f jest poziomica f=1(0).

Nastepujace wlasciwosci funkeji rzeczywistych (tzn. f: X — Y, gdzie X, Y sa pod-
zbiorami R) sa czesto wazne w zastosowaniach.

Def. Monotonicznosé funkcji:

e Funkcje f : X — Y nazywamy rosngcg na zbiorze A C X <= Vzx, 20 € A: 121 <
Ty => f(@1) < f(x2)
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Rysunek 1: Wykresy funkeji sinz (czerw.) i cosz (nieb.).

e Funkcje f: X — Y nazywamy malejgcg na zbiorze A C X <= Vur, 20 €EA: 11 <
zy = f(z1) > f(x2)

e Funkcje f: X — Y nazywamy stafqg na zbiorze A C X <= Vi, € A: f(x1) =
f(x2)

Def. Funkcje f: X — Y nazywamy parzystq <=V € D : f(x) = f(—x).
Uwaga. Wykres funkcji parzystej jest symetryczny wzgledem osi OY .

Przykt. Funkcja cos(x) jest parzysta na R.

Def. Funkcje f: X — Y nazywamy nieparzystqg <=V € D : f(x) = —f(—x).
Uwaga. Wykres funkcji parzystej jest symetryczny wzgledem osi y.

Przykt. Funkcja sin(x) jest nieparzysta na R.

Def. Funkcje f nazywamy ograniczong z dotu

<= Jmer : Veep : f(z) > m
Def. Funkcje f nazywamy ograniczong z gory
<= Juer  Veen : f(x) < M

Def. Funkcje f nazywamy ograniczong jesli jest jednoczesnie ograniczona z gory i z
dotu.

Przykt. Funkcja Fy : Ry 3 x — Fi(z) = % € R jest ograniczona z dotu; Fy : R_ >
x — Fy(z) := 1 € R jest ograniczona z gory; Fy : R\ {0} >  — F3(z) := 1 € R nie jest
ograniczona; a funkcja Fy : R > 2 — Fy(x) := sin®(z) € R jest ograniczona.
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Rysunek 2: Wykresy funkeji f(z) (czerw.) i 2 x f(x) (ziel.).

Def. Funkcja f : X — Y przyjmuje najwickszqg warto$¢ yme, € Y dla zg € X <—
f(20) = Ymaz 0raz Voex @ f(x) < f(xo).

Analogicznie

Def. Funkcja f : X — Y przyjmuje najmniejszqg warto$¢ 4y, € Y dla 2o € X <
f(xO) = Ymin 0TaZ \V/SCEX . f(l’) > f(ll'())

Przeksztalcenia wykresu funkcji.

Symetria wzgledem osi OX: Przeksztalcajac wykres funkcji y = f(z) przez symetrie
wzgledem osi OX, otrzymamy wykres funkcji y = — f(x).

Symetria wzgledem osi OY: Przeksztalcajac wykres funkcji y = f(x) przez symetrie
wzgledem osi OY', otrzymamy wykres funkcji y = f(—z).

Symetria wzgledem punktu (0,0): Przeksztalcajac wykres funkcji y = f(z) przez
symetrie wzgledem punktu (0,0), otrzymamy wykres funkcji y = —f(—xz).

Przesuniecie rownolegte wykresu o wektor [a, b]: W wyniku przesuniecia rownoleglego
wykresu funkcji y = f(z) o wektor [a, b] otrzymujemy wykres funkcji y = f(x—a)+b.

Skalowanie wykresu funkcji: wykresy y = f(x) oraz y = Af(z). Przykt. Przy ana-
lizie ruchu drgajacego, czesto uzywa sie pojeé: czestosé, amplituda, faza Amplituda
jest proporcjonalna do réznicy pomiedzy maksymalnymi wychyleniami (czynnik A);
czestosc jest proporcjonalna do ilosci drgan na jednostke czasu (czynnik w); wreszcie
faza ¢ to 'wychylenie poczatkowe’:

x = Asin(wt + ¢).

Symetria wzgledem prostej y = x: Przeksztalcajac w ten sposob wykres funkcji
y = f(z) otrzymamy wykres funkcji odwrotnejy = f~(z).
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Rysunek 3: Wykresy funkcji f(x) (czerw.) i f((1.5 x ) (ziel.).

Rysunek 4: Znaczenie czestosci, amplitudy i fazy w ruchu drgajacym: wykresy funkcji:
sin(x) (czerwony) oraz 0.5sin(2x + 1) (zielony)



O T T T T T T T T T T T T T T T T T T T 1
0 0,5 1 15 2
X

Rysunek 5: Wykres funkcji y = f(x) = 2% oraz odwrotnej do niej y = f~1(z) = /7.

3 Funkcje: liniowa, kwadratowa, wielomiany, f. wymier-
ne

3.1 Funkcja liniowa

Def. Funkcjg liniowg nazywamy funkcje f : R — R okreslong wzorem f(x) = ax + b,
gdzie a,b € R.

Stw. Wykresem funkcji liniowej f(x) = ax + b jest prosta o rownaniu y = ax + b,
nachylona do osi OX pod katem « takim, ze a = tga.

Stw. Funkcja liniowa jest:

e rosnaca <= a > 0,
e malejaca < a < 0,
e stala < a = 0.

Jak powiedziano, wykresem funkcji liniowej jest prosta. Patrzac na wszystkie mozliwe
proste na plaszczyznie, widzimy, ze posta¢ y = azx + b obejmuje prawie wszystkie przy-
padki, z wyjatkiem jednej klasy — prostych pionowych. Aby uwzglednié takze te sytuacje,
dogodnie jest przyja¢ ogoélniejsza postaé¢ rownan prostej, a mianowicie

Ar+By+C =0, A#0 lubB #0
Warunki réwnoleglo$ci wykreséw funkcji liniowych:

e Proste zadane jako wykresy funkcji: y = ayx + by oraz y = asx + by sa rownolegte
<= a1 = Q.

e Proste zadane w postaci ogolnej A;x + By + C; = 0 oraz Asx 4+ Boy + Cy = 0 sa
rownoleglte <= A1 By — Ay B; = 0.
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3.1.1 Roéwnanie liniowe z jedng niewiadoma

Def. Rownaniem liniowym z jedng niewiadomg nazywamy rownanie postaci ax + b = 0,

gdzie a,b € R.
Moga zachodzi¢ nastepujace sytuacje dotyczace rozwigzalnosci takiego rownania: rys.
e Jesli a # 0, to rownanie ma dokladnie jedno rozwigzanie x = —g.

e Jeslia=01ib=0, to rozwigzaniem réwnania jest dowolna liczba rzeczywista.

e Jeslia=01b+#0, to rownanie nie posiada rozwigzan

3.2 Funkcja kwadratowa

Def. Funkcjg kwadratowg (trojmianem kwadratowym) nazywamy funkcje: f(z) = az?® +
br + ¢, gdzie a,b,c € R, a # 0, x € R.

Wykresem funkcji kwadratowej f(z) = ax? + bx + ¢ jest parabola o wierzchotku w
punkcie p = (—2 —%), gdzie A := b? — 4ac nazywamy wyrdznikiem tréjmianu kwadra-

L
towego.
Miejsca zerowe funkcji kwadratowej.
Funkcja kwadratowa f(x) = az? + bz + c: rys.
e ma dwa rozne miejsca zerowe (pierwiastki): x1 = —bE;/Z, To = %, gdy A > 0;

e ma jedno miejsce zerowe xy = —%, gdy A =0;
e nie ma miejsc zerowych, gdy A < 0.

Przykl. Rzut pionowy. 7Z miejsca znajdujacego sie 2 m nad podloga rzucamy w gore
pitke z predkoscia poczatkowa 3m/s. Po jakim czasie pitka upadnie na podtoge? Zatozy¢
warto$¢ przyspieszenia ziemskiego 10m/s?.

Rozw. Droga w ruchu jednostajnie przyspieszonym okre§lona jest wzorem: s(t) = at?/2 + vot + so,
gdzie a — przyspieszenie, vy — predkos¢ poczatkowa, sg — droga w chwili ¢ = 0. Pytamy zatem, jakiej
chwili czasu o bedzie odpowiadata wysokosé s(tp) = 0. Mamy wiec rownanie:

s(t) = =52 +3t +2 =0,
skad: A =49, VA =17, t; = 1[s], ty = —0.4[s]. Tak wiec pitka upadnie na podtoge po uptywie 1
sekundy. (Czemu odpowiada drugi pierwiastek ¢57)

Pozyteczne sa
Postaci funkcji kwadratowej:

e Postaé kanoniczna: y = a(x — p)2 + q, gdzie p = —%7 q= _%_
e Postac iloczynowa: Istnieje <= A > 0. Jesli tak jest, to:

*x y = a(zr — z)* gdy A =0,

* y=a(x —x)(xr —x9) gdy A > 0.

Wzory Viéte’a:
Gdy rownanie kwadratowe ax? + bz + ¢ = 0 ma pierwiastki x1, x5, to zachodza wzory
(Viéte’a)
c
Ty + T2 =—5-, Tl = —
a

2a
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3.3 Funkcje wymierne — homografie

Def. Funkcje postaci: f(x) = Z;CIS’ gdzie ¢ # 0 oraz ad — bc # 0, nazywamy homografiq.
Dziedzing homografii jest R\ {—2}.
Wykresem funkeji homograficznej jest hiperbola: wykres funkcji y = % odpowiednio

poprzesuwany: Napiszmy réownanie funkcji homograficzne;j:

ar+ g a bc—ad 1
f(x)=- 8 === 5 y
cx+ = c c T+ =
C C
: A3 A __ ax+b : ) 3 _ 1 L
Wida¢, iz ogolna homografie f(z) = -5 powstaje ze 'standardowej’ y = - przez: i)
przesuniecie pionowe 0 yo = ; ii) przesuniecie poziome o xy = —%; iii) przeskalowanie o

czynnik bcc_%l.
Prosta (pozioma) o rownaniu y = ¢ nazywamy asymptotq poziomg; prosta (pionowa)

L . _ d .
0 rownaniu x = —% nazywamy asymptotq poziomg.

4 Funkcje trygonometryczne

4.1 Funkcje trygonometryczne w tréjkacie prostokatnym
RysTrojkata
Def. Sinusem kata ostrego w trojkacie prostokatnym nazywamy stosunek przyprostokat-

nej przeciwlegtej danemu katowi do przeciwprostokatne;j:

. a
SIno = —
c

Def. cosinusem kata ostrego w trojkacie prostokatnym nazywamy stosunek przyprosto-
katnej przyleglej do danego kata do przeciwprostokatnej:

sina = -
c
Def. Tangensem kata ostrego w trojkacie prostokatnym nazywamy stosunek przyprosto-
katnej przeciwleglej danemu katowi do przyprostokatnej przylegtej do danego kata:
; a
o= -
S

Def. Cotangensem kata ostrego w trojkacie prostokatnym nazywamy stosunek przypro-
stokatnej przylegtej do danego kata do przyprostokatnej przeciwleglej danemu katowi:

1
ctga = — = —
a tgx
Uwaga. Czasem, choé¢ rzadko, uzywa sie tez funkcji secans i cosecans. Sa one definiowane
jako: secov = ——, cosecox =

sina’

cosa’

4.2 Miara lukowa kata

Def. 1 radian (1 rad) jest to miara kata opartego na tuku, ktorego dlugosé¢ jest rowna
dtugosci promienia okregu.

12



Mamy wiec proste wzory na zamiane miary kata w stopniach o, na miare tukowa a;.:

T 180 (6%
) Qg =
180 T

W szcezegolnosei: 180° = m (rad); 90° = 7; 60° = Z; 30° = % (podajac kat w mierze

tukowej, czesto sie juz nie podaje ze jest on mierzony w radianach).

QY =

4.3 Funkcje trygonometryczne dowolnego kata

Majac zdefiniowane funkcje trygonometryczne dla dowolnego kata a € [0, 5[, tatwo rozsze-
rzy¢ te definicje na dowolny inny kat. Robi sie to tak: Niech « bedzie katem skierowanymF .tryg.dow
umieszczonym w ukt wsp. tak, ze jego poczatkowe ramie pokrywa sie z dodatnia potosia
OX, a konicowym ramieniem jest polprosta o poczatku w punkcie (0,0). Na koncowym
ramieniu wybieramy dowolny punkt P = (z,y), rézny od punktu (0,0).
Funkcje trygonometryczne kata o definiujemy w sposob nastepujacy:

. Yy X
sina = =, cosa = —,
r r

gdzie r jest odlegtoscia punktu P od punktu (0,0), zas r = /22 + 2.
tga = f, x#O,Wcha#g+kﬁ, kel
Yy

ctga:y, x # 0,wieca # km, k€ Z
x

4.3.1 Znaki funkcji trygonometrycznych w poszczegélnych éwiartkach ukta-
du wspoélrzednych

"W pierwszej wszystkie sa dodatnie,
W drugiej tylko sinus,
W trzeciej tangens i kotangens,
A w czwartej cosinus".

4.3.2 Wartosci funkcji trygonometrycznych dla niektérych wartosci katow:

| o | 0°]30°]45°]60°]90° |

sina | 0| 53 | o5 B
cosa | 1 @ % % 0 Tu
tga | 0| d5 | 1 | V3| NI N
ctga [NI| V3| 1 | 5| 0 R
cji
try-
4.3.3 Parzysto$é i nieparzystos§é funkcji trygonometrycznych gon.
e Funkcja f(x) = cos(z) jest parzysta: cos(—z) = cos(z) Vier
e Funkcja f(x) = sin(z) jest nieparzysta: sin(—z) = sin(x) Vyer
e Funkcja f(z) = tg(x) jest nieparzysta: tg(—x) = —tg(v) Yeen,
e Funkcja f(x) = ctg(x) jest parzysta: ctg(—x) = ctg(r) Yeen,

13



4.3.4 Okresowo$¢ funkcji trygonometrycznych

e Okresem podstawowym funkeji y = sinx oraz y = cosx jest 2m: Zachodzi: sin(z +
2km) = sin(x) oraz cos(x + 2km) = cos(z) Vier, Viez-

e Okresem podstawowym funkcji y = tgx oraz y = ctgz jest w: Zachodzi: tg(x+km) =
tg(z) oraz ctg(x + k) = ctg(r) Yeen,, Viez-

Czestos¢? Amplituda?

4.3.5 Zwiagzki pomiedzy funkcjami trygonometrycznymi tego samego kata,
tzn. tozsamos$ci trygonometryczne

o sin®a + cos?a =1 Vaer — jest to tzw. jedynka trygonometryczna;

sin

o tga = ! a, a#z%—k‘ﬂ,k‘ez;
COoS (v 2
cos «

o ctga=——, a#kn, ke
sin v

o tgactga =1, a#g—”,keZ

Przy uzyciu tych tozsamogci trygonometrycznych mozna udowodnié¢ wiele innych  zalez-
nie od potrzeby.

4.3.6 Zwiazki pomiedzy funkcjami trygonometrycznymi réznych katéw
Dla dowolnych katow o, 0 zachodza zwiazki:

e sin(a + ) = sina cos 3 + cos a sin 3

e cos(a+ ) = cosa cos f — sin « sin 3

Dow.
Wynikaja z nich, po przyjeciu a = (3, zwigzki na funkcje trygonometryczne podwojo-
nego kata
sin2a = 2sina cos a, cos 2a = cos® a — sin” a (1)

oraz potowkowego kata:

e’ 1 —cosa «Q 1+ cosa
sin — =4/ ———, CcoS — = (| ——— (2)
2 2 2 2

4.3.7 Wzory redukcyjne na sprowadzanie kata do pierwszej ¢wiartki

Okresowos¢ funkceji trygonometrycznych oraz wzory na sume katoéw pozwalaja sprowadzi¢
dowolny argument funkcji trygonometrycznej do I. ¢wiartki.
Przykt.
sin(270° + «) = sin 270° cos o + cos 270° sin @ = — cos «;

cos(180° — a) = cos 180° cos(—al) — sin 180° sin(—«) = — cos(—a) = — cos «

14
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Rysunek 6: Wykres funkcji y = f(x) = sin(x) (czerw.) oraz odwrotnej do niej y =
/1 (x) =arcsin(zx) (ziel.).

4.4 Funkcje odwrotne do funkcji trygonometrycznych

Z uwagi na okresowosé¢ funkcji trygonometrycznych, nie mozna zdefiniowaé¢ funkeji od-
wrotnych do nich dla wszystkich argumentow. Funkcje odwrotng do f mozna zdefiniowaé
dla tych argumentow, dla ktérych f jest wzajemnie jednoznaczna.

Wezmy funkcje f(z) = sinzx (+ zbiory, pomiedzy ktorymi f dziala). Patrzac na wykres
y = f(z) =sinz, widac, ze f : X — Y jest funkcja wzajemnie jednoznaczna, jesli za zbior
argumentow wezmiemy X = [—7, 7], za$ za zbior wartodci Y = [—1,1]. Funkcje odwrotng
sin™!(-) do funkcji sin(-) nazywamy arcsin(-) i definiujemy — zgodnie z definicja funkcji
odwrotnej — jako: Jesli y = sin(z), to x = sin~*(y) = arcsin(y).

Uwaga: Wzajemna jednoznacznosé sin : X — Y ma miejsce takze w innych sytu-

acjach, np. X,,s = [7, %’T], Y = [~1,1], i zdefiniowa¢ funkcj¢ arcsin,, : [-1,1] — [F, 37”]
Standardowa umowa mowi, ze za X bierze si¢ X = [T, 7].

Ostatecznie (aby oswoi¢ z réznymi notacjami):

Def. Dla funkcji sin(-): [=Z, Z] 23 [—1, 1] definiujemy odwrotng do niej funkcje arcsin(-):

T 202
[—1,1] "=" [-Z, Z] jako: Jesli y = sin(z), to 2 = arcsin(y).
(wiec np. arcsin(1) = 7, arcsin(%) = & itd.). Wykres funkcji arcsin — zgodnie z ogdlna
reguta uzyskiwania wykresow funkcji odwrotnych — otrzymuje sie z wykresu sin przez
zamiane osi lub rownowaznie przez symetrie wzgledem osi y = z. Wykr.

Dla innych funkcji trygonometrycznych funkcje odwrotne definiuje sie jako: o '
Def. Dla funkeji cos(-): [—[0,7] 5 [~1,1] definiujemy odwrotna do niej funkcje
arccos(+): [—1,1] ™" [0, 7] jako: Jesli y = cos(z), to x = arccos(y).

Def. Dla funkcji tg(): ] — % E[Eﬂ — 00, 00[ definiujemy odwrotna do niej funkcje

272
arctg(-): | — oo, oo[ar—Ct>g] — 5,5 jako: Jedli y = tg(x), to x = arctg(y).

4.4.1 Biegunowy uklad wspoélrzednych

Punkt na ptaszczyznie mozna zaznaczy¢, zadajac uktad wspotrzednych i piszac wspotrzed-
ne punktu p w tym uktadzie (sa to tez sktadowe wektora O P: Do wyznaczenia polozeniarys
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Rysunek 7: Wykres funkeji y = f(z) = tg(x).
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Rysunek 8: Wykres funkcji y = f(x) =arctg(x).
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punktu na ptaszczyZnie mozna jednak uzy¢ innego uktadu wspotrzednych. Jezeli zamiast
(x,y) wprowadzimy r, ¢ przez

r=cos¢p, y=sing¢

(lub na odwrot: r = /22 + y?, ¢ = arctg?), to jest to réwnie dobry uktad wspoirzednych
co (z,y): Kazdemu punktowi plaszczyzny odpowiada dokladnie jedna para liczb (r, @)
oraz na odwrot: Kazdej parze (r, ¢) odpowiada doktadnie jeden punkt ptaszczyzny. (jest
jeden WYJATEK: punkt (0,0), gdzie kat ¢ nie jest okreslony).

Jedna z wiekszych sztuk w matematyce (i fizyce) jest dobor odpowiedniego uktadu
wspolrzednych. Gdy sie go odpowiednio (do zagadnienia) dobierze, to problem czesto
znacznie sie upraszcza lub nawet trywializuje.

Przykl. Rownanie okregu (o $rodku w (0,0) i promieniu R) ma we wspohrzednych
kartezjanskich postac

24yt = R
za$ we wspOtrzednych biegunowych
r=R, ¢ — dowolne.
Przykl. Rozwazmy krzywa (kardioide)
(2® + 9y —ax)? = d*(2* +9?), a>0 (3)

Analiza we wspotrzednych kartezjanskich, aczkolwiek mozliwa, jest dosé ucigzliwa. Przejdz-
my jednak do wspoétrzednych biegunowych:

(r? — arcos ¢)? = a*r* = r* —arcos ¢ = ar

tzn.
r = a(l+ cos @) (4)

We wspotrzednych biegunowych badanie jest o wiele tatwiejsze i krzywa mozna narysowag
"od reki".
Przykl. Rozwazmy krzywa (lemniskata Bernoulliego)

(z* +y*)? =2a°(2* —y%), a>0 (5)

Mozna ja wykresli¢ we wspotrzednych kartezjanskich, aczkolwiek jest to do$¢ pracochton-
ne. We wspolrzednych biegunowych ma ona o wiele dogodniejsza do analizy posta¢. Mamy
bowiem:

r* = 2a*r*(cos® ¢ — sin? ¢) = 2a*r? cos 2¢

r? = ay/2cos 2¢ (6)

czyli
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Rysunek 9: Wykres kardioidy (3) lub (4) dla a = 1.
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Rysunek 10: Wykres lemniskaty (5) lub (6) dla a = 1.
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Rysunek 11: Do twierdzenia cosinusow

4.4.2 Twierdzenie cosinusdéw

Rozpatrzmy trojkat o bokach dtugosci a, b, ¢, gdzie kat miedzy bokami a i b wynosi . Marys.
miejsce nastepujace uogdlnienie twierdzenia Pitagorasa, zwane twierdzeniem coSinusouw.
Tw.(cosinusow). Zachodzi:

& =a®+b* — 2abcosa. (7)

Dow. Mamy:

by
— =cosa — by =acosa.
a

Z tw. Pitagorasa:
b+ h?=d? by+hP=c?

WeZmy roznice tych wyrazen:
A—a=b3+h>—b —h? =03 — b = (b +ba)(by — by)
= b(by + by — 2by) = b(b — 2a cos «)
= b? — 2abcos

Zatem:
A —a®> =1V —2abcosa,

a to jest dokladnie (7) — teza tw. cosinusow.
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5 Wielomiany
Wielomianem jednej zmiennej (tu: rzeczywistej) nazywamy funkcje
W (z) = apa™ + a2 ' 4 - +ay +ag, gdziea,, an_1,...,a1,a0 € R,z € R

Liczby ay,, a,_1, ..., a1, ay nazywamy wspotczynnikamsi wielomianu.

Jesli a,, # 0, to liczbe n nazywamy stopniem wielomianu: degW = n. ("degree")

Jesli Voer W (x) = 0, to wielomian nazywamy zerowym. Ma on wszystkie wspotczynniki
rowne zeru. Takiemu wielomianowi nie przypisujemy zadnego stopnia. (Mozna mu tez
przypisaé¢ stopien —o0).

Def. Mowimy, ze Dwa wielomiany f(z), g(x) zmiennej rzeczywistej sa rowne <= gdy
przyjmuja te same wartosci dla kazdej wartosci zmiennej x: f = g <= Verf(2) = g(z).

Mamy proste

Tw. Dwa wielomiany f(z), g(x) zmiennej rzeczywistej sa rowne (zapisujemy to: f = g)
wtedy i tylko wtedy gdy maja rowne wspolczynniki przy tych samych potegach zmiennej
x.

Tw. (o dzieleniu wielomianow) Jesli f(z), g(z) sa wielomianami i g(x) nie jest wielo-
mianem zerowym, to istnieja takie wielomiany ¢(x), r(z), ze f(x) = q(x)g(z) +r(x), przy
czym degr < deg g. Wielomian ¢(z) nazywamy ilorazem wielomianéw f i g, zas wielomian
r — resztq z dzielenia f przez g.

Def. Jesli r(z) = 0, to méwimy, ze wielomian f jest podzielny przez wielomian g.

Def. Pierwiastkiem wielomianu f nazywamy taka liczbe rzeczywista xq, ze W (zq) = 0.

Tw. Reszta z dzielenia wielomianu W (z) przez dwumian x — a jest rowna W (a).

Wnhniosek (Tw. Bézout). Liczba a jest pierwiastkiem wielomianu W (z) wtedy i tylko
wtedy, gdy wielomian W (x) jest podzielny przez x — a.

Inna postaé zapisu. Jesli a jest pierwiastkiem wielomianu W (x), to mozna go zapisaé
w postaci: W(z) = p(z)(x — a) , gdzie p(z) jest wielomianem stopnia o 1 nizszego niz

Tw.Kazdy wielomian o wspotczynnikach rzeczywistych mozna przedstawié w postaci
iloczynu wielomianéw stopnia co najwyzej drugiego.

Tw.Kazdy wielomian n—tego stopnia ma co najwyzej n pierwiastkow.

Tw.Kazdy wielomian stopnia nieparzystego ma co najmniej jeden pierwiastek.

Def. Liczbe a nazywamy k krotnym (gdzie k € N) pierwiastkiem wielomianu W (x)
<= W (x) jest podzielny przez (x — a)*, ale nie jest podzielny przez (z — a)**1. Liczbe k
nazywamy krotnoscig pierwiastka.

6 Funkcje wymierne

Def. Funkcje: f(z) = gg;, gdzie P(x),Q(x) sa wielomianami i Q(z) # 0, nazywamy

funkcjq wymierng. Dziedzing Dy tej funkgji jest zbior Dy = {x € R: Q(z) # 0}.
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7 Funkcja wykladnicza i logarytmiczna

7.1 Funkcja wykladnicza

Funkcje wyktadnicza definiuje sie najsampierw dla wyktadnikow naturalnych. Dla dowol-
nego a € R oraz n € Ndb mozna zapisac:

a*=a-a...a (nrazy) (8)
Stad od razu wynika, ze:
a® - a™ = g"tm (9)
oraz
(@)™ =a™" (10)

Przyjmujemy, ze a® = 1.
Ujemnq potege definiujemy rozszerzajac zasade (9) przez dopuszczenie, aby n, m byly
dowolnymi liczbami catkowitymi. Wezmy:

skad
a"=— (11)

(zakladamy tu, ze a # 0). Stad od razu mamy

@y

Definiujemy nastepnie potegi utamkowe. Tu zakladamy, ze a > 0 (zaraz sie okaze dlacze-
go). Oznaczmy: b = aw. Mamy:

1N\ 1.
bn:(an) :ann:alza

co znaczy, ze b = {/a, czyli
ar = /a. (13)

Dowolna potege wymierna liczby a definiujemy teraz jako
ar = (Ya) (14)

gdzie n € N, p € Zdb.

Mamy tez: Jeslia > 11ib > 0, to a® > 1 i, w konsekwencji, jesli ¢; > ca, to a® > a®.
(Dla a < 1 znaki trzeba odwrdci¢). To pozwala przez ciagloéé zdefiniowaé a® dla dowolnych
a>01beR. Widaé tez, ze funkcja wykladnicza jest monotoniczna (rosnaca dla a > 11
malejaca dla a < 1).

Wykresy funkcji wyktadniczej dla a > 11 a < 1 wygladaja tak: Rys.

Jako 7e funkcja wyktadnicza f(x) = a® jest rosnaca (wezmy, dla ustalenia uwagi,

a > 1) w calej swojej dziedzinie, (dziedzina jest R a zbiorem wartosci R, ) to istnieje
funkcja do niej odwrotna. Zwiemy ja logarytmem.
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7.2 Funkcja logarytmiczna

Zaktadamy, ze a > 0, a # 1.

Def. Dla danych a oraz y, jesli x jest takie, ze a® = y, to x nazywamy logarytmem o
podstawie a z y i oznaczamy: x = log, y. Dziedzing logarytmu jest R, a zbiorem wartosci
R.

Mamy wigc dla dowolnego a: log, a = 1 (poniewaz a' = a) oraz log, 1 = 0 (poniewaz
a’ =1).

Wtasnosci (9) odpowiada:

log,(b-c) =log,b+log,c oraz log, (g) =log, b —log, c (15)
a wlasnosci (10):
log, (b°) = clog, b (16)
W szezegdlnosei
1
loga( %) == loga b (17)
n

Czesto sie zdarza, ze trzeba przelicza¢ logarytmy o réznych podstawach. Najbardziej
chyba rozpowszechnione sa logarytmy dziesietne (tzn. o podstawie 10) i naturalne o pod-
stawie e &~ 2, 718... (0 liczbie e powiemy wiecej za kilka wyktadow). Jak przeliczaé jedne
na drugie?

Rozwazmy ogolniejsza sytuacje — logarytmoéw o dwoch podstawach a oraz b. Wyrazmy
teraz log, x przez log, z.

Wyrazmy najsampierw a jako pewng potege b. Napiszmy: a = b i obustronnie zloga-
rytmujmy. Mamy: log, a = 1 = log, (b)) = Alog, b, skad

1
~ log, b

Wezmy teraz: y = a®; mamy wiec: = log, y. Z drugiej strony, log, y = log, (b4*) = Az =

1 .
Tog. 5L czyli

1Oga b logb Y= loga Yy (18)
Przykl. Biorac a = e, b = 10, mamy: Iny = In 10log,,y ~ 2, 303 log,, y.

8 Zasada indukcji matematycznej

Zbior liczb naturalnych posiada bardzo wazng wtasnosé, ktorej czesto sie uzywa w dowo-
dach. Mowi ona ze:

Niech bedzie dana jakas wtasno$¢ liczb naturalnych (nazwijmy ja tezq indukcyjng T,
ktora spelnia nastepujace warunki:

1. Liczba 1 posiada te wlasnosé (tzn. teza T} jest prawdziwa),

2. Jedli liczba n posiada te wlasnosé, to posiada ja rowniez liczba n+1 (tzn. prawdziwa
jest implikacja: T,, = T}, 41).
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Zasada indukcji oznacza, ze przy powyzszych zatozeniach, kazda liczba naturalna po-
siada te wlasnos¢ (tzn. teza T, jest prawdziwa dla kazdej n € N).

Zasada indukcji odpowiada nastepujacej intuicji: Jesli prawdziwa jest teza T}, to na
mocy 2) prawdziwa jest rowniez teza Ty. Skoro tak, to z 2) prawdziwa jest rowniez teza
T3, i z7n6w uzywajac 2) prawdziwa jest teza T} itd.

Przykl. Nierownosé Bernoulliego: Mowi ona, ze:

Tw.Dla kazdej liczby naturalnej n i kazdej liczby rzeczywistej a > 1 zachodzi wzor

(I1+a)">1+na (19)
Dow.

1. Sprawdzamy prawdziwos¢ tezy 717, tzn. czy nierdwnos$é jest prawdziwa dla n = 1.
Mamy: 1 4+a > 1+ a czyli ok.

2. Sprawdzamy prawdziwosé¢ implikacji T, = T,, 1. Zapiszmy prawa strone 71}, :
(1+a)"" = (1+a)"(1+a) > ||korzystamy z zalozenia o prawdziwoséci T,...

Lorazze (14a) > 0> (14+na)(l+a)=1+n+1a+na*>>1+(n+1)a

czyli, zaktadajac prawdziwosé tezy 1), otrzymaliSmy prawdziwosé tezy 1,,11. Z za-
sady indukcji wynika wiec, ze teza T), jest prawdziwa dla kazej n € N — tzn. ze
nierownosé (19) jest prawdziwa Vn € N

Przykl. Dwumian Newtona. Najsampierw jednak zdefiniujemy (a dla tych, co znaja,
przypomnimy) symbol silnia: n! =1-2-3...(n— 1) - n, (przyjmujemy tez, ze 0! = 1), a
nastepnie wspotczynniki Newtona:

<n> n(n—1)(n—2)...(n—k+1) (20)

Lk - 1-2-3---- k

n!
" k(- k) (21)

zaktadamy, ze n i k sa to liczby naturalne, oraz n > k. Mamy:

(5)- (2)

Pokazemy teraz, ze Vn,k € N, n > k zachodzi

Liczymy bezposrednio:

n n ~nn—1)(n—-2)...(n—k+1) nn—-1)(n-2)...(n—k+2)
<k>+<k:—1>_ 1-2.3.... k + 1-2:3----(k—1)

k
k

nn—1)n—-2)...(n—k+2)n—k+1+k) [ n+1
- 1-2-3----k k ’
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Teraz przystepujemy do udowodnienia wzoru dwumiennego Newtona:
Tw.Va,b e R, Vn € N zachodzi

n n n n— n n— n n— n n
(a+b)"=a —|—<1>a 1b+(2>a 2b2+-~-+<k>a kbk+"'+<n>b'(22)

Uwaga. Dlan = 1 wzor (22) jest oczywisty. Dlan = 21in = 3 wzor wzor (22) powinien by¢
znany ze szkoly sredniej (a jesli nie jest, niech Czytelnik sprawdzi, ze (a+b)? = a?+2ab+b%;
(a+b)® = a®+ 3a®b + 3ab® + b°.

Tak wiec, zgodnie ze schematem dowodu indukcyjnego:

1. teza T} jest prawdziwa.

2. Aby pokaza¢ wynikanie T,, = T,,11, weZmy prawa strone rownosci (22) dla n + 1.
Mamy:

(a+b)"" = (a+b)"(a+b) = (a+b)"a+ (a+b)"b,

i korzystajac teraz z zalozenia o prawdziwosci 7T,,, mamy

_ n+1 <
n
1

+a"b + <

(a+b)"t! =

T) "b+<2 )a”‘lbz+---+<z)a”‘k+1bk+---+<n>abn+
n

) n1b2 _|_< n )a,n_k+lbk—|—'-'—|—<n+1)abn—l—bn+1:

k—1 n

:a”+1+(ni—1>a”b+~-~+(nzl)a”‘k+lbk+-~-+<n;§1)ab”+b"+1,

a jest to wlasnie lewa strona rownosci (22) dla n + 1. Zatem, mozemy zakonczy¢ dowod
mowigc, ze

3. Rownosé (22) jest prawdziwa dla kazdego n € N.

Uwaga. Wzo6r na dwumian Newtona daje sie zapisa¢ o wiele krocej uzywajac symbolu
sumy:

n
(a+b)" =3 < Z ) a" ok (23)
k=0

Tu symbol: Y77, A oznacza, ze nalezy utworzy¢ sume n + 1 sktadnikéw, ktoére powstaja
7z wyrazenia A, przez podstawianie na miejsce k kolejno liczb 0,1,2, ..., n.

Przykl. (startuje sie od ng > 1) Pokazaé, 7e ¥n > 4 zachodzi 2" > n?.
Przyk!l. (uzywa sie tezy nie tylko T),, ale tez T,,_1 aby pokazaé¢ prawdziwos¢ Ty,11) Cigg Fibonacciego.
Okreslony jest on rekurencyjnie: F} = Fy = 1,F,, = F,_1 + F,,_2. Pokazaé, ze dla dowolnego n € N

zachodzi " N
1+5 1-5
2 B 2

1

F,=—
VB
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