1 Pochodne pierwszego rzedu

1.1 Podstawowe definicje

Def. Niech funkcja f bedzie okreslona w pewnym przedziale otwartym zawierajacym
punkt a. llorazem réznicowym funkcji f w punkcie a dla przyrostu h nazywamy funkcje

autr) = He =IO )

Pochodng funkcji f w punkcie a (ozn. f'(a)) nazywamy granice ilorazu réznicowego:

Lo @) = f(a)

h—0 h

(2)

Inne oznaczenia pochodnej: Pochodna funkcji f w punkcie a oznacza sie tez:

df(z)
dez |
r=a
badz — jesli nie trzeba podawa¢, w jakim punkcie jest liczona — jako dﬁf).
Oznaczenia d’;(;) pochodza od Leibniza (XVII w.) — jednego z wynalazcow (obok Newtona) rachunku

rozniczkowego. Pochodzenie tej symboliki jest nastepujace: Iloraz réznicowy (1) mozna zapisaé jako:

przyrost wartosci funkeji f Af

przyrost wartoéci argumentu x Az’

pochodna jest granica ilorazu réznicowego, i "w granicy" zastepuje sie A przez d.

Uwaga. Symbol % nalezy traktowaé jako jedng catosé. O ile wielkosci z licznika czy mianownika

—tzn Af czy Ax sa dobrze okreslone, o tyle oddzielnie symbole df, dx — bez dodatkowych uméw — nie
maja sensu, lub sg bezuzyteczne. (gdyby np. rozpatrywaé je w najbardziej narzucajacy sie sposob, tzn.
jako granice, gdy przyrost argumentu dazy do zera, to otrzymaloby sie zero). Sensowna, badZ uzyteczna,
jest jedynie ich kombinacja %.

Nie oznacza to, ze nie wolno w ogdle postugiwaé sie symbolami w rodzaju df czy dz. Wolno, ale
jedynie na etapie po$rednim jakiego§ rozumowania, ktorego finalem bedzie jakis w pelni legalny juz
symbol w rodzaju % czy [ f(z)dz.

Praykt. f(x) =22, f'(3) = 6.

Pochodna funkcji w punkcie ma bardzo wyrazisty sens geometryczny. (RYS.) Roz-
patrzmy wykres funkcji y = f(x). Ustalmy dodatnie h i przeprowadzmy prrosta przez
punkty: (z, f(z)) i (z + h, f(z + h)). Prosta taka nazywamy sieczng krzywej. Jak wida¢,
iloraz réznicowy jest tangensem kata oy, ktory sieczna tworzy z osig OX. Gdy h — 0, to
sieczne daza do prostej granicznej — stycznej do krzywej w punkcie x. Tak wiec

f'(a) = tga (3)

Nie kazda funkcja ciagta posiada pochodna (co w ilustracji geometrycznej znaczy, ze
nie kazda krzywa posiada styczna, a jesli nawet tak, to taka styczna nie jest jednoznacznie
okreslona). I tak np. funkcja f(x) = |z| nie posiada pochodnej w punkcie z = 0. Mamy

bowiem:
lim 7f(h> — f0) =+1, oraz lim 7f(h> - f0)

h—04+ h h—0_ h =L



W powyzszym jednak przypadku mozemy moéwié o pochodnych jednostronnych, tzn. gra-
nicach ilorazéw roznicowych: hh%l (pochodna prawostronna) i hliI(I)l (pochodna lewostron-
—04 —0_

na). Dokladniej, mamy:
Def. Pochodna prawostronng (lewostronng) funkcji f w punkcie a nazywamy granice
- flat+h)— f(a) . flat+h)— f(a)
/ o / _
fita) = Jim TEERZIE ) = g TR (4)
Sa jednak tez funkcje, ktore (w jakim$ punkcie) w ogole nie posiadaja pochodnej — ani
lewo-, ani prawostronnej. Np. funkcja:

f(:c):a:sin; dla z#0; f(0)=0 (5)

jest ciagta, lecz nie posiada pochodnej (ani lewo-, ani prawostronnej) w zerze. Nieist-
nienie tej pochodnej wynika np. z nieistnienia granicy alsg% sin % Bowiem granica ilorazu
réznicowego: 1) — 7(0)
: h) — f(0 o
A
nie istnieje, jak to widzieliémy uprzednio (2 wyktady temu).
Istnieja takze funkcje ciggte, ktore nie posiadaja pochodnej w zZadnym punkcie.
Rozwazamy tez pochodne nieskoriczone (ma to miejsce, gdy granica ilorazu réznico-
wego w jakims$ punkcie dazy do nieskonczonosci). I tak np. dla funkcji f(z) = /2 mamy

Vh =0 1
/ pr— 'I pr— ‘l l —_—
F1(0) = hll>0+ ho hli>0+\/ﬁ

(bo }Lir%\/ﬁ = 0); badz dla pochodnej dwustronnej: wezmy f(x) = /x,

Vh 0 = lim L _
h—0 /B2
Def. Mowimy, ze funkcja jest rozniczkowalna w przedziale otwartym, jesli posiada po-
chodng skoriczona w kazdym punkcie tego przedziatu. Funkcja jest rézniczkowalna w prze-
dziale domknietym [a, b], jesli posiada pochodna w kazdym punkcie wewnetrznym prze-
dzialu, a pochodna jednostronna (prawa lub lewa) w lewym /prawym koncu przedziatu.

Def. Moéwimy, ze pochodna f'(x) funkcji f(z) jest ciagta w przedziale [a,b], jesli
f'(x) jest ciagla wewnatrz przedziatu, pochodna prawostronna jest ciagla prawostronnie
w punkcie a, zas pochodna lewostronna — ciaggta lewostronnie w punkecie b.

o0

f'(0) = lim o0

h—0 h

1.2 Pierwsze zastosowania geometryczne i fizyczne pochodne;j

Def. Przez normalng do krzywej y = f(z) w punkcie p = (x, f(z) rozumiemy prosta,
prostopadta do stycznej w p i przechodzacej przez p.
Tak wiec:
e rownanie prostej stycznej do krzywej y = f(z) w punkcie p = (xg,yo), gdzie yo =
f(xo) jest:
y = f'(zo)x + f(x0) — f'(20)o,

lub — w postaci by¢ moze tatwiejszej do zapamietania —

Y —yo = f'(x0)(x — 20). (6)



e Dla prostej normalnej mamy: Wspotczynni kierunkowy tej prostej to —m, co daje
réwnanie prostej
Loyt
y=- T+ Yo+ S~
f'(xo) f'(xo)
lub w réwnowaznej postaci
f'(x0)(y — yo) = —(z — ). (7)

W fizyce, znaczeniem pochodnej jest predkosé (zmiany jakiejs wielkosci fizycznej w czasie).
I tak, prototypem wszelkich takich wielkosci jest droga (punktu materialnego jako funkcja
czasu). Pochodna drogi po czasie — to wlasnie predkosé. Analogicznie definiuje sie inne
rodzaje predkosci. Np. gdy mamy rozpad promieniotworczy substancji radioaktywnej, to
mozemy mowi¢ o szybkosci rozpadu (predkosci ubytku masy substancji radioaktywnej).

1.3 Rézniczkowanie funkcji elementarnych

Zauwazmy najsampierw, ze jest prawdziwe
Tw. Jesli funkcja f jest rozniczkowalna w punkcie x, to jest w tym punkcie ciggla.
Dow. Skoro f jest rézniczkowalna w punkcie z, to istnieje i jest skoriczona granica
ilorazu réznicowego
fl@+h)— f(z)

lim ;
h—0

tak wiec

flz+h) - f(z) flz+h) - flz)

A L L
co oznacza, ze f jest ciggla w punkcie z.
CBDO
Tw. Pochodna funkcji stalej: f(x) = ¢ jest rowna 0:
de
— =0 8
I (8)
Dow. Bowiem: f(x + h) = ¢, f(x) = ¢, co daje
gl @t = fl@) _
h—0 h
CBDO
Tw. Pochodna funkcji identycznosciowej f(x) = z jest rowna 1:
dz
T 9
i (9)
Dow. Mamy:
. (x+h)—x . h
=R T

Tw. Mamy nastepujace wzory dotyczace rézniczkowania sumy, réznicy, iloczynu i ilo-
razu funkcji rozniczkowalnych. Jesli f(x), g(z) sa rozniczkowalne w punkcie x, to mamy
d(f(x) £g(x)) _ df(x) , dg(z)

= +
dz dz dz

lub krocej | (f(x) £g(x))' = f'(z) £ g'(x) [ (10)




d(f(z) - g(x)) _ df(x)

DI S o)+ S () b [(f(2) - 9(@)) = [(2)g(@) + 9/ () 2)
(11)

4(50) _ 42 -g(e) — %2 f() NIRRT
d;) _ _da gQ(x)dx lub (%) :f()(gé(m)( )f (@) (12)

Dow. (10) (dla sumy):

(1) + o)y = g U 0l 1) = () 1)

= f'(z) + ¢'(x);

i fE N = @) L gt ) = g(@)
h—0 h h—0 h

dla réznicy dowdd jest analogiczny.
Dow. (11)

o @) gle+h) — f(x) - g(a)
(f(x) - g(x)) = lim -

(F(2)g(2)) = i L EF 9@ h) = fle+h) gl@)) + (fle+h)-9(@) = f(z) - 9(x))

h—0 h

A Z Iy () TETPIZIE _ oy gy 4 g0 - )

Dow. (12). Pokazemy najsampierw:

lellir(l]f(l‘ﬁLh

de f2(x) do

d(mim) 1 df@) "

Mamy bowiem:

d <ﬁ) = 1im< L — ! )1 =
dz h=0\g(z+h) g(z))h
vt gt h)—g(@) 1 dg(a)
Tmg(e +5) g() i 2@ dr (14

bo }llir%g(x%—h) = g(x); i ponadto, poniewaz g(z) # 0, to istnieje takie § > 0, ze dla |h| < 0

zachodzi g(x + h) # 0, tak wiec wszystkie wyrazenia w (14) sa dobrze okreslone.
Teraz (12) wynika z (11) oraz (13):

N oy Ly (L) _ @) — g @)f ()
(f(a:)g(x)> Fl) s ) ( gQ(x)) LI

Wnhiosek. Podstawiajac we wzorach (10) oraz (11): f(z) = ¢, otrzymamy:
(f(z)+ ) = ['(2), (16)
(¢ f(z) = cf'(z). (17)

Wzor (16) mowi, ze przesuniecie wykresu funkeji f(x) wzdtuz osi 0Y nie ma wplywu na
wartos¢ kata, tworzonego przez styczna z osiami (RYS.). Wzor natomiast (17) mowi, ze
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jezeli przeskalujemy wykres funkcji y = f(x) c razy, to tyle samo razy zwiekszy sie tangens
kata nachylenia styczne;j.
Tw.
(z") =na™' dla neN. (18)

Dow. Dowodzi sie indukcyjnie. Dla n = 01in = 1 wzor ten jest prawdziwy — p. (8) i (9).
Zalozmy teraz, ze wzor jest prawdziwy dla n — 1, i mamy dla n, z wykorzystaniem (11)

@ = (oY = 10 (a 1) =

CBDO
Tw. (z") = na"! dlan € Z.
Dow. Wezmy teraz n < 0. Mamy, z (14) i (18)
1y 1 1
@Y = (o5) =y = =
CBDO

Uwaga. Wzor ten stuszny jest tez dla dowolnych wyktadnikéw rzeczywistych, co udowod-
nimy nieco péznie;j.

Z pokazanych wtasnie faktow wynika od razu

Tw. (wzoér na pochodna wielomianu).

(an2™ + ap 12" P4 - F a4 ag) = nax" Tt 4 2000 + ay.

Tw. (sin z)’ = cosz.

Dow.
i h) — si 2 h
(sinz) = 113%8“1(1" + h) PT lim - sin(3) - cos(x + ) =
. sin(%)
= hlL%T : ]lllir(l] cos(z + 5) = COSX (19)
Tw. (cos z)) = —sin x. Dow.
h) — - h
(COS .T)/ _ }}_}HéCOS(x + h) COS T _ }1}1}:%7 . Sln(g) . Sin(aj —+ 5) —
. Sin(%) o h )
= —Illlir(l)T : }lllil’(l) sin(x + 5) =sinx (20)
Tw.
(t :l?)/ — L
T
Dow.
(tgz) (sinx)’ (sinx)' cosx — (cosz) sinz  cos’z +sin*z 1
xTr) = = — — .
& COS T cos? cos? cos?
. 1 s 1
Tw. (Inz) = 2 i ogdlniej(log, z)' = ——.



Dow.

= lim —In
h—0

. In(z+h)—Inz . 1 h
,_ _— J— J—
(Inz) = i h _fllli%hln <1+x)

3]

Podstawmy teraz y = % Poniewaz }llir%y =0, to

()

Mamy: liH(l)(l +y)% = e. Pamietajac, ze logarytm jest funkcja ciagta wszedzie w dziedzinie,
y—)

8

limln(m +h)—Inz = lim B In
h—0 h h—0

1 1
= —lim In(1 v,
] s+ y)

a w szczegolnodei dla wartosci argumentu réwnej e, mamy

< |-
I

lirr(l)ln(1+y)% =Inlim(1 + y) Ine =1,
y— y

—0
zatem 1
Inz) =~
(nz) =
Druga czes$¢ twierdzenia otrzymamy z wlasnosci logarytmu:

(log, z)" = (lna:) 1 (Inx) = 1

e/  Ina xlna

1.4 Pochodna funkcji odwrotnej

Niech bedzie dana w przedziale [a, b] funkcja rozniczkowalna i roznowartosciowa y = f(x).
Wiadomo, ze istnieje wowczas funkcja odwrotna f~! (ktéra oznaczymy tu g: x = g(y)),
ciagta w przedziale [f(a), f(b)] (lub [f(b), f(a)] — zaleznie od tego, czy f jest rosnaca czy
malejaca). Pokazemy, ze w tym przedziale funkcja g tez jest rozniczkowalna, a przy okazji
wyprowadzimy wzor na pochodna funkcji odwrotnej. Mianowicie mamy

Tw. Jesli f(z) =y tzn. z = g(y), to

przy zalozeniu ze f’(z) # 0.

Dow. Przy zadanym = wezmy k = f(z + h) — f(z). Mamy wiec f(z + h) = y + k,
tzn. x+h = g(y+ k), skad h = g(y + k) — g(y). Mozemy wiec traktowac h jako funkcje k.
Ze wzgledu na ciagtosé funkeji g, mamy Ilgli?((l)h(/{?) = 0, a ponadto dla k # 0 mamy h # 0,
poniewaz funkcja ¢ jest réznowartosciowa. Mamy wiec:

(y+k)—g(y) h 1

/ 9 =i
g'(y) = lim =" S - @) f@)

Przy drugiej rownosci powyzej korzystalismy z faktu, iz dla funkcji ciagtych F(z), G(y)
mamy: Jesli yo = F(zo), to lim G(F(x)) = ylnil G(y).
T—T0 —Yo0
CBDO



Uwaga. Twierdzenie powyzsze ma ilustracje/interpretacje geometryczna. Rozpatrzmy
krzywa dana rownaniem y = f(x). Poprowadzmy w jakims punkcie (zq, yo (tu yo = f(x0))
styczna do tej krzywej i znaczmy przez a kat utworzony przez styczna z osig OX, a przez
B — kat utworzony przez styczng z osiag OY. Oczywiscie a = § — 3. Wowcezas tg f = ctga
czyli tg 8 = tg% — zgodnie z wzorem (21).

Za pomoca powyzszego twierdzenia policzymy pochodne kolejnych funkcji elementar-
nych.

Tw. (e*) = e” i, ogblniej, (a*) = a”Ina.

Dow. Wezmy y = f(x) = e%; wtedy = = f~!(y)

g(y) = Iny. Mamy: ¢'(y) = ! =

1= ﬁ, a ostatnia rownos¢ to wtasnie f'(x) = () = e”

W ogdlniejszym przypadku (a®)’, bierzemy y = ( ) = a”, a dla funkcji odwrotnej
x = g(y) = log, y. Pamietamy, ze ¢'(y) = yﬁla = = f'(z) = a”lna.

CBDO

Tw. a) (arcsinz) = \/117 b)(arccosx) = — 1£x2.

Dow. a) Wezmy y = f(z) = arcsinz i wtedy = = ¢g(y) = siny. Mamy: ¢'(y) = cosy =
V1 —sin?y = V1 — % (znak pierwiastka to plus, bo x € [~F,+7]), a ostatnia
rownosé to f'(x) = (arcsm x) 11712.

b) Rozwazania sa analogiczne: y = f(z) = arccosz, x = ¢g(y) = cosy; jedyna réznica
jest w znaku, bo ¢'(y) = —siny i dalej jak w a), z wynikiem koncowym (arccosx) =

1
i

CBDO

Tw. (arctgr)’ = 1+1$2.
Dow. Dla y = f(z) = arctgz jest x = g(y) = tgy, ¢'(y) = @; stad f'(z) = cos?y =
1 1 1

1+tg2y — 1+(tg(arctg(z))? — 1+z2°

1.5 Ekstrema funkcji. Twierdzenie Rolle’a

Def. Niech funkcja f bedzie okreslona w otoczeniu punktu a (tzn. w jakims przedziale
otwartym, zawierajacym a). Jesli istnieje takie § > 0, ze

Viin<s : fla+h) < f(a), (22)

to moéwimy, ze funkcja f(x) ma maksimum w punkcie a.
Jesli za § przy analogicznych zalozeniach mamy nieréwnosé:

fla+h) > f(a), (23)

to méwimy, ze funkcja f(x) ma minimum w punkcie a.

Innymi stowy, w punkcie a wystepuje maksimum (minimum), jesli istnieje takie oto-
czenie U punktu a, ze f(a) jest najwicksza (najmniejsza) liczba w zbiorze wartosci, jakie
funkcja f przyjmuje na U.

Jesli we wzorach (22) i (23) zastapi¢ znaki > (<) przez > (<), to mamy do czynienia
z maksimum (minimum) wlasciwym.

Def. Maksima i minima obejmujemy wspolna nazwa ekstremow funkeji f.

Przykt.

1. Funkcja 2% posiada minimum w punkcie = 0;



2. funkcja cosx posiada maksima w punktach 2k7w, k € Z oraz minima w punktach
2k + 1), k € Z.

3. funkcja |z| posiada minimum w = = 0.

Z pojeciem ekstremum $cisle jest zwiazane (ale rozne) pojecie kreséw wartosci funkcji
na zbiorze. Ekstrema sg pojeciami lokalnymi: Aby stwierdzi¢, czy funkcja posiada ekstre-
mum w danym punkcie a, wystarczy zna¢ wartosci funkcji w dowolnie matym otoczeniu
punktu a. Natomiast wyznaczenie kreséw zbioru wartos$ci funkcji na zbiorze X wymaga
znajomosci funkcji na catym X.

Z definicji maksimum wynika natychmiast

Tw. Jesli funkcja f okreslona w przedziale [a, b] osiaga kres gorny w punkcie ¢ nale-
zacym do wnetrza tego przedziatu (tzn. a < ¢ < b), to funkcja posiada maksimum w c.
(analogicznie dla kresu dolnego i minimum).

CBDO

Jesli okaze sie, ze kres gorny funkcji jest osiagany w jednym z koncow przedziatu [a, b]
(np. w a), to nie mowimy, iz w tym punkcie funkcja posiada maksimum, poniewaz funkcja
nie jest okreslona w otoczeniu a. Np. funkcja y = z na zbiorze X = [0, 1] posiada kres
gorny rowny 1; nie nazywamy go jednak maksimum.

Tw. . Jesli funkcja f jest rézniczkowalna w punkcie ¢ i posiada w tym punkcie ekstre-
mum, to f'(c) = 0.

Dow. Zalozmy, ze f posiada w punkcie ¢ maksimum (jesli minimum, to rozumowanie
jest analogiczne). Wezmy wiec takie § > 0, aby dla dowolnego h takiego, ze|h| < §,
zachodzita nier6wnosé f(c+ h) — f(c¢) < 0. Dzielac przez h, otrzymujemy

fle+h) = fle) fle+h) = fle)
h h

<0 dla A >0, >0 dla h<0.

Poniewaz z zalozenia istnieje pochodna f'(c), to

fi(e) = fL(e) = f'(o).
Z poprzednich nieré6wnosci wynika jednak, ze f’ (c) < 0 < f"(c). Musi wiec by¢

fi(e)=0= f'(c), co znaczy, ze f'(c) = 0.

CBDO
Uwaga. Twierdzenie odwrotne nie zachodzi: Rownosé f'(c¢) = 0 moze by¢ spelniona, mimo
iz funkcja f nie posiada ekstremum w c. Jest tak np. dla funkcji f(x) = 2 w punkcie
xz=0.

Def. Jesli funkcja jest rozniczkowalna w z = a i f'(a) = 0, to punkt x = a nazywamy
punktem krytycznym funkcji f.

Uwaga. Istnienie ekstremum funkcji rézniczkowalnej w punkcie ¢ oznacza, ze styczna
do krzywej y = f(z) w punkcie (¢, f(c) jest rownolegta do osi OX (z mozliwoscia, ze sie
z ta osig pokrywa).

Tw. (Rolle’a). Niech funkcja f bedzie ciagta w przedziale domknietym [a, b] i r6Znicz-
kowalna wewnatrz tego przedziatu. Jesli f(a) = f(b), to istnieje takie ¢, ze a < ¢ < b oraz
f'(e) =0

Dow. Jesli funkcja f jest stala, to Vycauf'(#) = 0. Mozna wtedy wzig¢ dowolny
x €la, b[ i teza tw. Rolle’a bedzie speiona.



Zatozmy wiec, ze funkcja f nie jest stata; np. niech przyjmuje wartosci wieksze od
f(a). Oznaczajac przez M kres gorny zbioru wartosci funkeji na przedziale [a, b], mamy:
M > f(a). Zatem, z tw. Weierstrassa, istnieje takie ¢ € [a, b], ze f(c) = M. Przy tym a #
¢ # b, poniewaz z zatozenia f(a) = f(b); zatem a < ¢ < b. To znaczy, ze funkcja f osiaga
kres gorny w punkcjie ¢ potozonym wewnatrz przedziatu [a,b]. Zgodnie z twierdzeniem
niedawno udowodnionym funkcja f posiada w punkcie ¢ maksimum, co z kolei implikuje
(pamietajac o rozniczkowalnosci f wewnatrz przedziatu), ze f'(c) = 0.

CBDO

Rys. — ilustracja tw. Rolle’a.

Uwaga. Twierdzenie Rolle’a mozna tak sformutowac: Jesli f(x) = f(z + h), to istnieje
takie 0 : 0 < 6 < 1, ze

f'(x+6h)=0. (24)

przy tych samych zatozeniach, tzn. funkcja f ma by¢ rézniczkowalna wewnatrz przedziatu
[z, 2 4+ h] (lub [z + h,z], jesli h < 0; nie zaktadamy tu, ze h > 0 lecz jedynie ze h # 0) i
ciggta w x oraz x + h.

1.6 Twierdzenie Lagrange’a i Cauchy’ego

Tw. (Lagrange’a). Zalozmy (podobnie jak w tw. Rolle’a), ze funkcja f jest ciagta w
przedziale [a, b] i rozniczkowalna wewnatrz tego przedziatu. Zachodzi wowcezas wzor

f(b) — f(a)

2 = f'(a+ 6h), (25)

gdzie h = b — a oraz 0 €]0, 1].

Uwaga. Wzoér ten nazywany jest tez wzorem Lagrange’a na wartos¢ srednia, lub twier-
dzeniem o przyrostach skoriczonych.

Rys. — ilustracja tw. Lagrange’a.

Widag¢, ze szczegbdlnym przypadkiem (gdy f(a) = f(b)) jest tw. Rolle’a. Okazuje sie,
ze dowdd tw. Lagrange’a mozna sprowadzié¢ do tw. Rolle’a.

Dow. WeZmy mianowicie funkcje

(26)

i ponadto g(z) jest ciagla na [a, b] i rozniczkowalna w |a, b[; jej pochodna jest

f() = f(a)

g@) = —f@)+ T

Ponadto g(b) = 0 = g(a), zatem g(x) spemia zalozenia tw. Rolle’a. Skoro tak, to pochodna
¢'(z) znika w pewnym punkcie miedzy a i b. Mozemy to wypowiedzieé tak, ze istnieje takie
0:0<60<1,ze

f(b) = f(a)

gd(a+0h)=0 tzn. 0= —f"(a+ 60h)+ ; :
—a

czyli zachodzi wzor z tezy tw. Lagrange’a.
CBDO



Uwaga. W sposob podobny, jak wzor (24) przy tw. Rolle’a, mozna teze tw. Lagrange’a
sformutowac jako:

Dla funkcji f rozniczkowalnej wewnatrz przedziatu [, x + h| i ciaglej na [z, + h] (to
dla h > 0; dla h < 0 jest to przedzial [x + h, z]) istnieje takie 6 : 0 < 6 < 1, ze

fx+h)= f(x)+ f'(x+06h)-h. (27)

Z tw. Lagrange’a wyplywaja dwa wnioski, bardzo wazne dla rachunku catkowego:

Tw. Jesli V,ejap) zachodzi f'(x) = 0, to funkcja w tym przedziale jest stala.

Dow. Na mocy udowodnionego dopiero co wzoru (27), mamy bowiem dla kazdego x
ih: f(x) = f(x+ h), co oznacza, ze f(x) =const.

CBDO

Tw. Jesli V,ejqp) zachodzi f'(x) = ¢'(x), to f(x) = g(x)+const.

Dow. Mamy: (f(x)—g(z)) = f'(x)—¢'(x) = 0, czyli funkcja f(z)—g(r) ma pochodna
rowna zeru. Na mocy dopiero co udowodnionego twierdzenia znaczy to, ze f(x) — g(x)
jest stala, tzn. f(x) = g(z)+const.

CBDO

Tw. (Cauchy’ego; czasem z przydomkiem: O wartosci sredniej). Jesli funkcje f 1 g sa ciagle
na przedziale [a,b] i rézniczkowalne wewnatrz oraz jesli Vycjo s jest ¢'(x) # 0, to istnieje

takie 6 €]0, 1], ze
Fb)— f(a) _ f'la+0h)
g(b) —g(a)  g'(a+0h)

(28)

gdzie h = b — a.

Przed dowodem

Uwaga. Twierdzenie Lagrange’a otrzymuje sie z tw. Cauchy’ego, jesli podstawié¢ g(z) =
x. Okazuje sie, ze takze tw. Cauchy’ego wynika z tw. Lagrange’a, ale tu trzeba zaargu-
mentowac¢ nastepujaco:

Dow. Wezmy funkcje

f(0) — f(a)
—g(a)

(mianownik ¢(b)—g(a) jest rézny od zera ze wzgledu na zalozenie, ze wszedzie w przedziale
Ja,b] mamy ¢'(z) # 01 tw. Rolle’a).
Funkcja G(z) spehia zalozenia tw. Rolle’a: Jest rozniczkowalna i ciagla jak trzeba,

oraz G(a) = 0 = G(b). Pochodna funkcji G(x) jest

f(b) — fla)
g(b) —g(a)’

zatem (z tw. Rolle’a) istnieje takie 0 €]a,b], ze G'(a + 60h) = 0. Podstawiajac x = a + 6h
we wzorze (29), otrzymujemy (28).

Analogicznie do sposobu, w jaki tw. Rolle’a i Lagrange’a byly wyrazane wzorami (24)
i (27), mozna tw. Cauchy’ego sformutowac tak: Istnieje 6 €]0, 1] takie, ze

fx+h)—f(x) _ f'(z+06h)
gz +h)—g(x) ¢ (x+0h)

G'(z) = —f'(z) + () (29)

(30)
Uwaga: W powyzszym wzorze 0 jest TO SAMO w liczniku i mianowniku.
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1.7 Rézniczkowanie funkcji ztozonych

Niech y = f(x), z = g(y), przy tym funkcja g jest okreslona na zbiorze wartosci funkeji f;
ponadto niech f i g beda rézniczkowalne, a pochodna ¢’ niech bedzie ciggla. Nastepujacy
wzor wyraza pochodna funkcji ztozonej g(f(z)) przez pochodne f'i ¢

d(g(f(z)) _ df(z) [dg(y) (31)

((f$/:f/(x'/f(33 ,  tzn. = '
9(f(@)) ). g (f(@)) i LM)

dz dz
Dow. Przy danych z i h # 0 wezmy k = f(z + h) — f(x), tzn. f(x +h) =y + k.
Zastosujmy teraz wzor Lagrange’a na warto$¢ srednia w wersji (27) do funkcji g;
otrzymamy

9(f(x+h) —g(f(z)) _gly+k)—g(y) oK) " flz+h) — flz)

h h h h
dla pewnego 6 €]0, 1[ (pamietajmy, ze 6 jest pewna funkcja h). Co stanie sie z powyzszym
wyrazeniem, gdy wezmiemy jego granice przy h — 07 Ot6z ze wzgledu na ciagtosé funkcji
g, mamy }llirr(l)k = 0, a poniewaz 0 < 0 < 1, to rowniez }llirr(l)ek = 0. Skoro tak, to }llimo(y +

=¢'(y + 0k) -

0k) =y, co — w polaczeniu z ciagloscia funkeji ¢’ — daje
limg'(y +0k) = ¢'(y) = 9'(f(2))-

Mamy wiec:
40U _ 31D =00 _ i LR =10 ) )

Przykt. (sin? z)’ na dwa sposoby
Praykt.(esn®) =
Przykt. Udowodnimy teraz anonsowany wcze$niej wzor

(%) = axz*' dla a€R.

alnzx

Dow. Napiszmy z* w postaci: % = e i ze wzoru na pochodng funkcji ztozonej
de™*  dalnz deY 1
(xa>/ — <6alnx)/ — — . — a*ey’y:alnx = azr lxa — CL;Ca 1
dz dz dy | _
y=alnzx

CBDO
Niejednokrotnie trzeba kilkakrotnie zastosowaé¢ twierdzenie o pochodnej funkeji ztozone;j.
Mamy np. pochodna funkcji trzykrotnie ztozone;j:

h(g(f () = f'(x) - g'(f(x)) - W'(g(f(x))

Sztuczka mnemotechniczna: Wzor powyzszy mozna zapamietaé np. w nastepujacy sposob:
Oznaczmy: y = f(x), 2 = g(y), w = h(z), oraz W(z) = h(g(f(z))). Mozna wtedy napisa¢

diw  dw dz dy

dr  dz dy do’
pamictajac, w jakich punktach sa liczone wszystkie pochodne.
W powyzszym wzorze pochodne zachowuja sie jak utamki. Ale UWAGA! Jest to zbiez-
nos$¢ przypadkowa; inne pochodne (zwt. czastkowe) juz sie tak nie zachowuja!

Uwaga — wzér na pochodna funkcji odwrotnej z wzoru na pochodng funkcji ztozonej
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1.8 Zwiazek miedzy znakiem pochodnej a monotonicznosciag funk-
cji

Z tw. Lagrange’a wynika nastepujacy zwiazek pomiedzy znakiem pochodnej a tym, czy
funkcja ros$nie, czy maleje.

Tw. * Jesli Ve[ zachodzi nieréwnosé f'(x) > 0, to funkcja f jest w tym przedziale
Scisle rosnaca. Jesli mamy f'(z) < 0, to funkcja f jest $cisle malejaca.

Dow. Z wzoru (27) mamy, dla h > 0: f(x + h) > f(z) jesli w przedziale [x,x + h]
pochodna jest stale dodatnia, badz f(z + h) < f(x), jesli pochodna jest stale ujemna.
Czyli funkcja jest Scisle rosnaca w pierwszym przypadku, a $cigle malejaca w drugim.

CBDO

Uwaga. Jesli zalozy¢, ze zachodzi nier6wnosé nieostra f'(x) > 0 (f'(z) < 0), to w tezie
mamy, ze funkcja jest rosnaca (malejaca).

Zachodzi réwniez twierdzenie odwrotne do powyzszego:

Tw. Jesli funkcja f jest rozniczkowalna w punkcie ¢ i rosnie (maleje) w jakims prze-
dziale |a, b| zawierajacym ten punkt, to f'(¢) > 0 (odpowiednio f'(c) < 0).

Dow. Jesli f rosnie, to dla h > 0 mamy

fle+h) = fle)

>0
h

Fleth) — f(e)> 0=

i przechodzac do granicy }llir(l) otrzymujemy f’(c) > 0.

Jesli funkcja f maleje, to rozumowanie jest analogiczne.

CBDO

Z tw. * wynika

Tw. Jesli f'(¢) > 0 i pochodna f'(z) jest ciagla w punkcie ¢, to funkcja f jest $cisle
rosngca w pewnym otoczeniu punktu c.

Analogicznie: Jesli f'(c¢) < 0 i pochodna f'(x) jest ciagta w punkcie ¢, to funkcja f
jest $cisle malejaca w pewnym otoczeniu punktu c.

Dow. Poniewaz funkcja f'(z) jest ciagta w ¢, to nieréwnos¢ f'(c¢) > 0 mowi, ze w
pewnym otoczeniu punktu ¢ funkcja f’'(z) jest dodatnia: Js-¢ : Vpes : f'(c + h) > 0.
Znaczy to, ze pochodna f’ jest dodatnia V, : ¢ — h < 2 < ¢+ h. Na mocy Tw. *, funkcja
f jest rosngca w tym przedziale.

CBDO

Uwaga. Powyzsze twierdzenie mozna przeformulowaé w nastepujacy sposob:

i) Jesli f'(c) # 0, to (przy zalozeniu ciaglosci pochodnej) funkcja f jest réznowarto-
$ciowa w pewnym otoczeniu punktu ¢, tzn. dla Je — §, ¢+ 6[ (§ > 0). Skoro tak, to funkcja
f posiada w tym przedziale funkcje odwrotna x = ¢(y), czyli rownanie: y = f(z) posiada
w tym przedziale doktadnie jedno rozwigzanie..

ii) Jak wiemy, pochodna tejze funkcji odwrotnej ¢'(y) jest odwrotnoscia pochodnej
funkeji f'(x).

iil) Powyzsze fakty: Przy zalozeniu f/(c) # 0 istnieje w otoczeniu punktu f(c) funkcja odwrotna, lub
ze rownanie: y = f(x) ma dokladnie jedno rozwiazanie o otoczeniu punktu ¢ — przenosza sie na wyzsze
wymiary, tzn. zachodza dla odwzorowan R™ — R™. Oczywiscie konieczne jest stosowne uogdlnienie pojec.

Bedzie o tym mowa w semestrze II.
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1.9 Wyrazenia nieoznaczone i regula de ’Hospitala

Czesto zdarza sie konieczno$é obliczania granic postaci nastepujace;j:
limm, gdzie f(a) =0=g(a). (32)

Wyrazenia tego rodzaju nosza nazwe wyrazen nieoznaczonych typu %.

Tw. Jesli funkcje f i g sa ciagle w przedziale domknietym [a,b] i sa rézniczkowalne
wewnatrz tego przedziatu i jesli f(a) =0 = g(a), to
/

A C) R S C))

i gla) e g ()

(33)

przy zatozeniu, ze ta ostatnia granica istnieje.
Dow. Kluczem do dowodu jest twierdzenie Cauchy’ego o wartosci sredniej (2 strony
wezesniej).
Oznaczmy: x = a + h. Nalezy dowies¢, ze
flet+h) . fle+h)

= lim ————=. 34
0y gz + h) s g/ (z + h) (34)

Ale: Rownosci: f(a) =0 = g(a) 1 wzor Cauchy’ego (28) daja:
flath) flat+h)—fla)  [a+0h)

gla+h)  gla+h)—g(a)  g(a+0h)

dla pewnego 6 €]0, 1[.

Oznaczmy F(x) = ’gt:gg Z zatozenia hlir(r)l F(a+ h) istnieje. Poniewaz zas hlir(r]l =0, to
—04 —04+
tez lim = 01, co za tym idzie, lim F(a + 6h) tez istnieje i jest rowne lim F(a + h);
Oh—04 h—04 h—04

mamy wiec
f'(xz+6h) . fllx+h)
im ——= = lim ——=
i T R ey
skad otrzymujemy wzor (33).
CBDO
Analogiczne twierdzenie mamy w przypadku granicy lewostronne;j.
W przypadku, gdy pochodne f’ i ¢’ sa ciagle w punkcie a, a ponadto ¢'(a) # 0, ze
wzoru (33) (plus jego odpowiednika dla granicy lewostronnej) natychmiast wynika wzor

de I’Hospitala:
@) S

iag(z)  g'(a)
Uwaga: Po prawej stronie powyzszego wzoru nie ma granicy!
Analogiczne wzory mamy w przypadku granic jednostronnych i pochodnych jedno-

stronnych.
Przykt.

(35)

In(1 r—1
limin( +2) ; lim ‘
z—0 €x z—0 s

Uwaga. Jesli zdarzy sie, ze po prawej stronie wyrazenia (35) mamy f'(a) = ¢'(a) = 0,
to tegoz wzoru nie daje sie stosowacé. Ale mozna postepowaé rekurencyjnie! tzn. badaé
wyzsze pochodne.
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Uwaga. Powyzsze twierdzenia dotyczyly wyrazen typu %. Przez sztuczki z zamiang
zmiennych i inne, mozna tez liczy¢ inne wyrazenia nieoznaczone: 22; 00 — 00; 1°°; 0%; oo,
NA CWICZENIA: Powyzsze typy granic z wyprowadzeniami i przyklada-

mi; oraz asymptoty funkcji.
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