
W. I. Arnold � wielkiej klasy matematyk � zauwa»yª, »e:
'Gªówne odkrycie Newtona, to, którego zdecydowaª si¦ nie ujawnia¢ i opublikowaª tylko

w postaci anagramu, brzmi: Data aequatione quodcunque �uentes quantitiae involvente
�uxiones invenire et vice versa. W tªumaczeniu [z ªaciny i] na wspóªczesny j¦zyk matematyki
oznacza to, »e Rozwi¡zywanie równa« ró»niczkowych jest rzecz¡ po»yteczn¡.'

Tak si¦ skªada, »e ogromna wi¦kszo±¢ praw �zyki sformuªowana jest jako równania
ró»niczkowe. Pierwsze z brzegu przykªady to: Prawo Newtona f = ma, równania Maxwella,
równanie Schrödingera. Aby wydoby¢ �zyczn¡ tre±¢ z równania, trzeba je umie¢ rozwi¡za¢
lub zbada¢ jego wªasno±ci. Niniejszy rozdziaª jest wst¦pem do tego.

1 Ogólnikowa de�nicja

Niech F b¦dzie funkcj¡ n + 1 zmiennych, za± y niech b¦dzie funkcj¡ jednej zmiennej x.
Równanie

F (x, y, y′, . . . , y(n) = 0

(gdzie y(k) = d
ky
dxk ) nazywamy równaniem ró»niczkowym zwyczajnym. Ka»d¡ funkcj¦ y(x),

która po wstawieniu do tego równania speªnia je to»samo±ciowo, nazywamy rozwi¡zaniem
równania ró»niczkowego.

Tak sformuªowany problem jest bardzo ogólny i bardzo trudny � w tej chwili dalecy
jeste±my od jego peªnego rozwi¡zania. B¦dziemy zaczyna¢ od szczególnych przypadków,
o których da si¦ wi¦cej powiedzie¢.

2 Gar±¢ przykªadów

Zanim podamy formalne de�nicje, podamy najsampierw gar±¢ przykªadów, które Czytelnik
najprawdopodobniej ju» zna, nie b¦d¡c mo»e jedynie obznajomionym z terminologi¡.

1. (a) Znale¹¢ funkcj¦ x(t), speªniaj¡c¡ równanie:

dx
dt
= f(t), (1)

gdzie f(t) jest zadan¡ funkcj¡. Rozwi¡zanie problemu ka»dy umie znale¹¢ (a
przynajmniej powinien):

x(t) =
∫
f(t)dt+ C, C − dowolna staªa. (2)

W j¦zyku najbardziej chyba typowego przykªadu z �zyki: Rozpatrujemy ruch
punktu materialnego po prostej. Niech f(t) jest pr¦dko±ci¡ punktu w chwili t.
Szukamy zale»no±ci drogi od czasu.

(b) Mo»emy te» mie¢ do czynienia z nieco innym postawieniem problemu: Znale¹¢
rozwi¡zanie zagadnienia (1) zakªadaj¡c, »e x(t0) = x0 � dane. (W j¦zyku
�zyki, zakªadamy, »e w danej chwili czasu t0 punkt materialny znajduje si¦ w
okre±lonym poªo»eniu x0 = x(t0)). Wtedy rozwi¡zanie (2) jest ju» jednoznaczne
� staªa C przybiera okre±lon¡ warto±¢.
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2. Rozpad promieniotwórczy. Szybko±¢ rozpadu promieniotwórczego próbki jest proporcjonalna
do jej masy. Mo»na wi¦c zapisa¢:

dm
dt
= −km; (3)

(gdzie k jest dodatni¡ staª¡); chcemy znale¹¢ zale»no±¢ masy próbki od czasu.
Rozwa»my ogólniejszy problem: Znale¹¢ funkcj¦ x(t), speªniaj¡c¡ równanie:

dx
dt
= g(x). (4)

Tu wygodniej jest szuka¢ nie x(t), a funkcji odwrotnej t(x). Pami¦taj¡c, »e pochodna
funkcji odwrotnej dtdx wyra»a si¦ przez pochodn¡ dxdt wzorem: dtdx =

1
dx
dt
, mamy:

dt
dx
=
1
g(x)
, (5)

co daje
t(x) =

∫ 1
g(x)
dx+ C, C − dowolna staªa. (6)

(Powy»sz¡ procedur¦ mo»na zapami¦ta¢ za pomoc¡ sztuczki mnemotechnicznej,
polegaj¡cej na potraktowaniu lewej strony równania (4) jako uªamka i przeksztaªceniu
go do postaci: dt = dx

g(x) i obªo»eniu obu stron znakiem caªki, co daje (6). Ten sposób
post¦powania nale»y traktowa¢ WY��CZNIE jako sztuczk¦ mnemotechniczn¡, bo
pochodna nie jest uªamkiem, a caªo±ciowym wyra»eniem).
Rozwi¡zuj¡c w ten sposób równanie (3), mamy

t = −k
∫ 1
m
dm = −k lnm+ C,

co przeksztaªcamy do postaci
m(t) = eCe−kt

zatem masa próbki wykªadniczo maleje w czasie.
Jest to ogólne rozwi¡zanie problemu. Gdy mamy do czynienia z konkretnym warunkiem
pocz¡tkowym, tzn. warunkiem, »e masa próbki w danej chwili czasu (powiedzmy
t = 0) jest równa m0, mamy

m(t) = m0e−kt

3. Omawiane dot¡d przykªady miaªy jedn¡ cech¦ wspóln¡: Istniaªo jednoznaczne rozwi¡zanie
równania z zadanym warunkiem pocz¡tkowym. Istniej¡ jednak sytuacje, w których
jednoznaczno±¢ nie ma miejsca.
Rozwa»my równanie:

dx
dt
= x

1
3 (7)

z warunkiem pocz¡tkowym x(0) = 0.
Rozwi¡zanie ogólne równania jest proste do uzyskania:

t =
∫
x−

1
3dx =

3
2
x
2
3 + C,
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sk¡d, uwzgl¦dniaj¡c warunek pocz¡tkowy

x(t) =
(2
3
t
) 3
2

.

Ale te»! Funkcja x(t) = 0 speªnia zarówno równanie (7) jak i warunek pocz¡tkowy
x(0) = 0. Rozwi¡zanie zatem nie jest jednoznaczne. Niedªugo zobaczymy, przy jakich
warunkach istnienie i jednoznaczno±¢ rozwi¡zania maj¡ miejsce.

2.1 Algorytmy rozwi¡zywania niektórych równa« pierwszego rz¦du

(Prawie) najogólniejsza posta¢ równania pierwszego rz¦du to

y′ = F (x, y) (8)

gdzie F jest dan¡ funkcj¡ ci¡gª¡. Szukamy funkcji y(x), która speªnia równanie (8).

1. Rownanie o zmiennych rozdzielonych. Nazywamy tak sytuacj¦, gdy F (x, y) =
f(x)
g(y) , gdzie f, g � funkcje ci¡gªe. Wtedy równanie (8) przyjmuje posta¢

y′(x) =
f(x)
g(y)

Zapiszmy je w postaci:
g(y(x)) · y′(x) = f(x).

Niech F,G b¦d¡ funkcjami pierwotnymi do f i g odpowiednio (tzn. F ′(x) = f(x),
G′(y) = g(y)). Wtedy powy»sze równanie mo»na zapisa¢

(G(y(x)))′ = F ′(x)

co daje
G(y(x)) = F (x) + C;

rozwi¡zanie jest wi¦c dane w postaci uwikªanej. Po odwróceniu G (je±li si¦ to da
zrobi¢) mamy

y′(x) = G−1(F (x) + C)
Przykª. Podajmy ogólne rozwi¡zanie równania

y′ =
e−x

y
; zakªadamy, »e y > 0

Post¦puj¡c jak powy»ej, mamy

y · y′ = e−x lub y
dy
dx
= e−x, co daje∫

ydy =
∫
e−xdx,

1
2
y2 = −e−x + C, czyli y2(x) = −2e−x + C

i ostatecznie
y(x) =

√
C − 2e−x.

Uwaga. Do klasy równa« o zmiennych rozdzielonych nale»¡ dwa pierwsze przykªady
z poprzedniej Subsection.
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2. Rownanie jednorodne. Nazywamy tak równanie (8), gdzie prawa strona jest
funkcj¡ zale»¡c¡ tylko od y

x
:

y′ = F (
y

x
) (9)

Rozwi¡zanie otrzymujemy podstawiaj¡c zamiast y now¡ zmienn¡ u, zde�niowan¡
jako

u =
y

x
Mamy wtedy:

y(x) = u(x)x, y′(x) = u′(x)x+ u(x)

i wstawiaj¡c to do równania (9), otrzymujemy

xu′ + u = F (u), co daje u′ =
F (u)− u
x

co jest równaniem o zmiennych rozdzielonych. Caªkuj¡c je otrzymamy∫ du
F (u)− u

=
∫ dx
x
= ln x+ C (10)

Przykª. Rozwi¡»my równanie:

y′ =
y2

x2
− 2.

Podstawiaj¡c standardowo y = ux, otrzymamy:

u+ xu′ = u2 − 2, tzn. u′ =
u2 − u− 2
x

i caªkuj¡c, otrzymujemy:∫
dx
x
= lnx+ c =

∫
du

u2 − u− 2
=
1
3

∫ (
1
u− 2

− 1
u+ 1

)
du = ln

(
3

√
u− 2
u+ 1

)
,

i wracaj¡c do zmiennej y, dostajemy rozwi¡zanie w postaci

Cx3 =
y − 2x
y + x

.

b¡d¹, gdyby±my chcieli mie¢ rozwi¡zanie w postaci nieuwikªanej,

y =
Cx3 + 2
1− Cx

x.

3. Równanie liniowe. Nazywamy tak równanie

y′ − p(x)y = b(x) (11)

gdzie p, b � zadane funkcje. Gdy b(x) ≡ 0, to równanie powy»sze nazywamy jednorodnym;
w przeciwnym wypadku mówimy o równaniu niejednorodnym.
Uwaga. Sprawdza si¦ natychmiastowo, »e je±li y1(t), y2(t) � dwa rozwi¡zania równania
jednorodnego, to ich suma te» jest rozwi¡zaniem; ponadto, je±li jakie± rozwi¡zanie
pomno»y si¦ przez staª¡, to równie» otrzymuje si¦ rozwi¡zanie. To pokazuje, »e
rozwi¡zania równania jednorodnego s¡ przestrzeni¡ wektorow¡. Jej wymiar jest równy
1 � co za chwil¦ zobaczymy.
Ogólny przypadek równania (11) � równania niejednorodnego � rozwi¡zuje si¦ w
dwóch etapach. Pierwszy z nich to rozwi¡zanie ogólne równania jednorodnego. Drugi,
to uzyskanie jakiego± (tzw. szczególnego) rozwi¡zania równania niejednorodnego.
Ogólne rozwi¡zanie równania niejednorodnego b¦dzie sum¡ powy»szych dwu rozwi¡za«.
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(a) Rozwi¡zanie ogólne równania jednorodnego (RORJ). Mamy

y′ − p(x)y = 0,

co jest równaniem o rozdzielonych zmiennych. Mamy∫ dy
y
= ln y =

∫
p(x)dx+ c,

i oznaczaj¡c:
∫
p(x)dx = P (x) oraz ec = C, mamy

yOJ = CeP (x),

gdzie C � dowolna staªa, a OJ � 'Ogólne Jednorodne'.
(b) Rozwi¡zanie szczególne równania niejednorodnego (RSRN). Znajdowanie tego

rozwi¡zania odbywa si¦ za pomoc¡ tzw. metody uzmienniania staªej. Polega
ona na tym, i» zakªadamy, »e rozwi¡zanie równania niejednorodnego jest postaci
ySN = C(x)eP (x) Zakªadaj¡c t¦ posta¢, wstawiamy j¡ do równania (11) i mamy

C ′(x)eP (x) + C(x)P ′(x)eP (x) − p(x)C(x)eP (x) = b(x),

a »e P ′(x) = p(x), to drugi i trzeci wyraz z lewej strony si¦ kasuj¡ i dostajemy

C ′(x)eP (x) = b(x),

sk¡d
C(x) =

∫
b(x)e−P (x)dx.

Mo»na zapyta¢, dlaczego przy caªkowaniu nie dopisali±my kolejnej dowolnej
staªej? Otó» dlatego, »e dopisanie tej staªej prowadziªoby do dodania do yN
wyrazu proporcjonalnego do równania jednorodnego, a wi¦c nie prowadziªoby
do rozwi¡zania ogólniejszego, ni» ju» mamy.
Ostatecznie mamy wzór na rozwi¡zanie równania (11)

y(x) = yOJ + ySN = CeP (x) +
∫
b(x)e−P (x)dx (12)

gdzie C � dowolna staªa.

Przykª. Znajd¹my ogólne rozwi¡zanie równania

y′ +
1
x
y =
ex

x
. (13)

• RORJ: Równanie jednorodne: y′ + 1xy = 0 jest równaniem o zmiennych rozdzielonych. Mamy:∫
dy
y
= −dx
x
, sk¡d ln y = − lnx+ c co daje yOJ =

C

x
(gdzie C = ec)

• • RSRN: Uzmienniamy staª¡ C tzn. przyjmujemy, »e jest ona funkcj¡ x. Mamy: ySN =
C(x)
x ,

co po wstawieniu do wyj±ciowego równania (13) daje, po kilku skróceniach: C ′(x) = ex, sk¡d
C(x) = ex; tak wi¦c • • • RORN:

y =
C

x
+
ex

x
.
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2.2 Równania 2. rz¦du: Obni»enie rz¦du równania � par¦ sztuczek

2.2.1

y′′ = F (x)

Przykª. Ruch ze staªym przyspieszeniem a. Dwie staªe caªkowania maj¡ sens �zyczny pr¦dko±ci oraz
poªo»enia pocz¡tkowego: x(t) = 12at

2 + v0t+ x0.

2.2.2

y′′ = F (y′)

2.2.3

y′′ = F (y)
Przykª. Obni»enie rz¦du dla równania Newtona z siª¡ gradientow¡: f = ma, tzn.

mx′′ = f(x) = −∂U
∂x

Po obustronnym pomno»eniu przez x′ mamy:

1
2
m
(
(x′)2

)′
= −(U(x))′, a po scaªkowaniu

1
2
m(x′)2 = E − U(x)

gdzie E jest dowoln¡ staª¡. Jaki jest jej sens �zyczny? Po przeniesieniu −U(x) na drug¡ stron¦ mamy

1
2
m(x′)2 + U(x) = E

czyli staªa C ma sens �zyczny energii caªkowitej.
Otrzymali±my w ten sposób równanie pierwszego rz¦du. St¡d po przeksztaªceniu mamy:

x′ =

√
2(E − U(x))

m

co jest równaniem o rozdzielonych zmiennych. Po scaªkowaniu otrzymamy:∫
dt = t− t0 =

∫ √
m

2(E − U(x))
dx.

• Oscylator harmoniczny
• •Wahadªo bez przybli»enia maªych drga« i ELIPTYSIE.

2.3 Równania wy»szych rz¦dów

Okazuje si¦, »e równanie n−tego rz¦du

y(n) = F (x, y, y′, . . . , y(n−1)) (14)

mo»na sprowadzi¢ do ukªadu równa« pierwszego rz¦du.
Wprowad¹my bowiem pomocnicze funkcje:

z1(x) = y(x)
z2(x) = y′(x)
...
zn(x) = y(n−1)(x)
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Wtedy równanie (14) mo»na zapisa¢ w postaci ukªadu równa«:

d
dx



z1
z2
...
zn−1
zn

 =


z2
z3
...
zn

F (x, z1, z2, . . . , zn)

 . (15)

Przykª. Równanie ruchu oscylatora harmonicznego zapisane jako ukªad 2 równa« I rz¦du.

3 Twierdzenie o istnieniu i jednoznaczno±ci � sformuª-

owanie i ilustracja

3.1 Wst¦p ideowy

Rozwa»amy tu ukªady równa« ró»niczkowych pierwszego rz¦du; zgodnie z otrzymanym
dopiero co wynikiem, dowolne równanie n−tego stopnia mo»emy wyrazi¢ jako ukªad n
równa« pierwszego rz¦du.

Zadamy okre±lony warunek pocz¡tkowy i zapytamy, kiedy ukªad ma jednoznaczne
rozwi¡zanie.

Odpowied¹ dana jest przez twierdzenie (Cauchy'ego)1 o istnieniu i jednoznaczno±ci dla
takich ukªadów.

Zanim sformuªujemy to twierdzenie, podamy najsampierw wst¦p ideowy, a potem
przygar±¢ niezb¦dnych de�nicji.

Niech x ≡ x(t) ∈ Rn. B¦dziemy rozwa»a¢ ukªad równa« ró»niczkowych z warunkiem
pocz¡tkowym:

dx
dt
= F (x, t) (16)

Def. Odwzorowaniem Picarda nazywamy odwzorowanie A, przeprowadzaj¡ce funkcj¦ ϕ :
R 3 t→ x ∈ Rn w funkcj¦ Aϕ : R 3 t→ x ∈ Rn, gdzie

(Aϕ)(t) = x0 +
∫ t
t0
F (ϕ(τ), τ)dτ. (17)

Okazuje si¦, »e ϕ jest rozwi¡zaniem ukªadu z warunkiem pocz¡tkowym ϕ(t0) = x0

⇐⇒

ϕ jest punktem staªym odwzorowania A, tzn. ϕ = Aϕ.
Dow. jest natychmiastowy, je±li si¦ nie przejmujemy 'drobiazgami', tzn. porz¡dnym

okre±leniem u»ywanych obiektów oraz ich istnieniem. (Na razie si¦ tym nie przejmujemy,
ale zrobimy to pó¹niej):

Je±li zró»niczkujemy (Aϕ)(t), to dostaniemy F (ϕ(t), t) (z podstawowego tw. rachunku
ró»niczkowego i caªkowego); mamy wi¦c: d(Aϕ)dt =

dϕ
dt = F (ϕ(t), t). Ponadto (Aϕ)(t0) = x0,

wi¦c speªniony jest te» warunek pocz¡tkowy.
Koniec dowodu � ale tylko formalnego!

Tu b¦dzie:

1Zwane te» tw. Picarda lub Picarda�Cauchy'ego
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1. Co to jest punkt staªy;

2. Jak si¦ szukaªo punktu staªego przy ciagach rekurencyjnych;

3. Co to jest odwz. zbli»aj¡ce (zw¦»aj¡ce);

4. agitacja »e je±li A � zbli»aj¡ce to ma punkt staªy;

5. Je±li A � odwz. Picarda to przy pewnych zaªo»eniach jest zbli»aj¡ce � co daje dowód na
istn. i jednozn. rozw. ukªadu (16).

Na razie przykªad: Skonstruujemy rozwi¡zanie ukªadu (16) przez kolejne iteracje odwzorowania
A.

Przykª. Znajd¹my rozwi¡zanie równania ró»niczkowego z warunkiem pocz¡tkowym:

dx
dt
= x+ t, x0 = x(0) = 1 (18)

metod¡ Picarda.
Musimy wzi¡¢ jak¡± funkcj¦ i nast¦pnie dziaªa¢ na ni¡ kolejnymi pot¦gami odwzorowania Picarda.

We¹my dla prostoty:

x0(t) = 1, xn(t) = Axn−1(t) = x0 +
∫ t
0
(t+ xn−1(t))dt.

Liczymy kolejno:

x1(t) = 1 +
∫ t
0
(τ + 1)dτ = 1 + t+

1
2!
t2;

x2(t) = 1 +
∫ t
0
(τ + 1 + τ +

1
2!
τ2)dτ = 1 + t+

2
2!
t2 +

1
3!
t3;

x3(t) = 1 +
∫ t
0
(τ + 1 + τ +

2
2!
τ2 +

1
3!
τ3)dτ = 1 + t+

2
2!
t2 +

2
3!
t3 +

1
4!
t4;

x4(t) = 1 +
∫ t
0
(τ + 1 + τ +

2
2!
τ2 +

2
3!
τ3 +

1
4!
t4)dτ = 1 + t+

2
2!
t2 +

2
3!
t3 +

2
4!
t4 +

1
5!
t5;

itd. Z postaci kilku pierwszych wyrazów ci¡gu funkcji x(t) ªatwo chyba ju» domy±li¢ si¦ postaci n−tego
elementu:

xn(t) = 1 + t+
2
3!
t3 +

2
4!
t4 + · · ·+ 2

n!
tn +

1
(n+ 1)!

t(n+1)

w czym mo»na rozpozna¢ rozwini¦cie w szereg funkcji

x(t) = et − 1− t.

Czytelnik zechce si¦ przekona¢, »e powy»sza funkcja jest rozwi¡zaniem problemu (18).

3.2 Przy pewnych warunkach odwz. Picarda jest zw¦»aj¡ce

3.2.1 Gdzie dziaªa odwz. Picarda

Powiemy teraz nieco � podaj¡c jedynie de�nicj¦ z niewielkim komentarzem � przestrzeni
A :M →M w której dziaªa odwz. Picarda;

Przestrze« metryczna odwzorowa«M . Rozpatrzmy wszystkie mo»liwe odwzorowania
ci¡gªe h walca: ||x−x0|| ¬ b′, |t−t0| ¬ a′ w przestrze« euklidesow¡ Rn. PrzezM oznaczymy
zbiór takich odwzorowa«, speªniaj¡cych ponadto warunek

||h(x, t)|| ¬ C|t− t0| (19)
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(dla takich odwzorowa«, w szczególno±ci, jest speªnione: h(x, t0) = 0).
Mo»emy uczyni¢ z M przestrze« metryczn¡, je±li wprowadzimy metryk¦ ρ: Dla dwóch

odwzorowa« h1, h2 ich odlegªo±¢ de�niujemy jako

ρ(h1, h2) = ||h1 − h2|| = sup
|t−t0|¬a′,||x−x0||¬b′

|h1(x, t)− h2(x, t)|.

Tw. Zbiór M wyposa»ony w powy»sz¡ metryk¦ ρ jest przestrzeni¡ metryczn¡ zupeªn¡.
Zde�niujmy odwzorowanie A :M →M przyjmuj¡c

(Ah)(x, t) =
∫ t
t0
F (x+ h(x, τ), τ)dτ. (20)

3.2.2 Kiedy odwz. Picarda jest zw¦»aj¡ce

Okazuje si¦, »e je±li odcinek czasu, na którym rozpatrujemy ewolucj¦ dan¡ przez ukªad
(16) jest maªy, to gwarantuje ju» to, »e odwz. Picarda b¦dzie zw¦»aj¡ce.

Tw. Je±li warto±¢ a′ jest dostatecznie maªa, to wzór (20) okre±la odwzorowanie zw¦»aj¡ce
przestrzeni M w siebie.

Dow.
nie b¦dzie.
I jako wniosek mamy:

3.3 Twierdzenie o istnieniu i jednoznaczno±ci rozwi¡zania

Tw. (Cauchy'ego2 o lokalnym istnieniu i jednoznaczno±ci rozwi¡zania ukªadu równa«
ró»niczkowych I. rz¦du.

Rozwa»my ukªad równa« ró»niczkowych z warunkiem pocz¡tkowym:

dx
dt
= F (t, x) (21)

Niech prawa strona F b¦dzie ró»niczkowalna w sposób ci¡gªy w otoczeniu punktu (t0, x0).
Wówczas istnieje takie otoczenie punktu t0, w którym okre±lone jest rozwi¡zanie

ukªadu (21) przy warunku pocz¡tkowym φ(t0) = x, gdzie x jest dowolnym punktem
dostatecznie bliskim x0. Rozwi¡zanie to zale»y przy tym od punktu pocz¡tkowego w
sposób ci¡gªy.

Dow. Przy powy»szych zaªo»eniach, odwzorowanie PicardaA zde�niowane w poprzedniej
Subsection jest zw¦»aj¡ce. Skoro tak, to posiada punkt staªy, który jest rozwi¡zaniem
ukªadu (16).

CBDO

(oczywi±cie, przy tych wszystkich kawaªkach pomini¦tych...)
Uwaga. (dla zainteresowanych) Cz¦sto w sformuªowaniu zaªo»e« twierdzenia spotyka

si¦ tzw. warunek Lipschitza, który jest sªabszy ni» powy»sze zaªo»enie, »e F jest ró»niczkowalna
w sposób ci¡gªy. Do kompletu wi¦c:

Mówimy, »e F speªnia warunek Lipschitza w pierwszym argumencie, tzn. istnieje taka
staªa L, »e:

∀
t∈[a,b]

∀
x,x′∈O

||F (x, t)− F (x′, t)|| ¬ L||x− x′||. (22)

2Zwane te» tw. Picarda lub Picarda�Cauchy'ego
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4 Równania i ukªady liniowe

Def. Ukªadem równa« liniowych nazywamy ukªad (21) z praw¡ cz¦±ci¡ zale»¡c¡ liniowo
od x: {

dx
dt = A(t)x(t) + b(t),
x(t0) = x0,

(23)

Tu x(t) ∈ Rn, b(t) ∈ Rn, A(t) jest macierz¡ n × n. Zakªadamy, »e wszystkie elementy
macierzy A(t) oraz wektora niejednorodno±ci b(t) zale»¡ w sposób ci¡gªy od t dla t ∈ [a, b]
(jaki± odcinek).

Uwaga (terminologiczna). Analogicznie jak w przypadku równania I rz¦du, ukªad (24)
nazywamy niejednorodnym, gdy b(t) ≡ 0, oraz niejednorodnym, gdy b(t) 6≡ 0.

I tako» podobnie jak w przypadku równania I rz¦du: Je±li x1(t), x2(t) s¡ dwoma
rozwi¡zaniami ukªadu jednorodnego, to ich suma i � ogólniej � ich dowolna liniowa kombinacja
te» jest rozwi¡zaniem. Tak wi¦c rozwi¡zania ukªadu jednorodnego maj¡ struktur¦ przestrzeni
wektorowej.

Zapytajmy teraz, jak wygl¡da sprawa istnienia i jednoznaczno±ci rozwi¡za« dla ukªadów
równa« liniowych. W celu zbadania tej sytuacji zauwa»my najsampierw, »e dla ukªadów
równa« liniowych warunek Lipschitza jest speªniony:

||F (t, x)−F (t, x′)|| = ||A(t)x+ b(t)−A(t)x′− b(t)|| = ||A(t)(x−x′)|| ¬ ||A(t)|| · ||x−x′||.

Funkcja t→ ||A(t)|| jest ci¡gªa. Oznaczaj¡c

L = sup
t∈[a,b]
||A(t)||

widzimy, »e jest speªniony warunek Lipschitza ze staª¡ L. Poniewa» warunek Lipschitza
jest speªniony, to istnieje lokalnie jednoznaczne rozwi¡zanie.

Ale dzi¦ki temu, »e ukªad (24) jest liniowy, mo»na o rozwi¡zaniu poda¢ znacznie
dokªadniejsze informacje, ni» w ogólnym przypadku. Ale to ju» pominiemy.

5 Ukªady liniowe o staªych wspóªczynnikach

Wa»n¡ klas¡ ukªadów równa« liniowych, dla których istnieje ogólny algorytm rozwi¡zywania,
s¡ ukªady o staªych wspóªczynnikach, tzn. ukªady (24), dla których macierz A nie zale»y
od czasu.

Rozpatrujemy wi¦c:

dx
dt
= Ax(t) + b(t), x(t0) = x0. (24)

Poku±my si¦ o nieco wi¦cej, szukaj¡c ogólnego rozwi¡zania ukªadu dx
dt = Ax(t) + b(t),

bez specy�kowania warunku pocz¡tkowego. Rozwi¡zywanie takiego ukªadu przebiega,
podobnie jak dla równania I. rz¦du, w dwóch etapach: i) Znalezienie ROUJ, ii) znalezienie
RSUJ; wtedy: iii) ROUN = ROUJ+RSUJ.

Rozwi¡zanie takiego ukªadu ªatwo znale¹¢: Okazuje si¦ »e:

x(t) = eA(t−t0)x0.
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5.1 Przykªady � w inny sposób.

Tu b¦d¡ przykªady ukªadów równa« liniowych, najsampierw jednorodne.

1. We¹my ukªad ẋ = Ax, gdzie A =
[
1 2
2 1

]
z warunkiem pocz¡tkowym x0 ≡ x(0) ≡[

x1(0)
x2(0)

]
=
[
2
4

]
.

Zgodnie z ogóln¡ recept¡, liczymy wielomian charakterystyczny macierzy: wA(λ) =
(1− λ)2 − 4, którego pierwiastki: λ1 = −1, λ2 = 3 s¡ warto±ciami wªasnymi A.
B¦dziemy te» tu potrzebowa¢ wektorów wªasnych A:

v1 = Ker (A− λ1I) = Ker
[
2 2
2 2

]
=
[
1
−1

]
oraz

v2 = Ker (A− λ2I) = Ker
[
−2 2
2 −2

]
=
[
1
1

]
(Pami¦tacie, co to jest Ker , czyli j¡dro? J¡drem macierzy M nazywamy zbiór
wektorów x, takich, »e Mx = 0. Powiedzenie, »e i−ty wektor wªasny vi jest j¡drem
macierzy A− λiI to to samo, co powiedzie¢, »e vi jest rozwi¡zaniem ukªadu równa«
(A− λiI)vi = 0, tzn. Avi = λivi).
Po znalezieniu wektorów wªasnych, rozkªadamy wektor warunku pocz¡tkowego w
bazie wektorów wªasnych: x0 = c1v1 + c2v2 i znajdujemy, »e c1 = 3, c2 = −1. Mamy
dalej

x(t) = eAtx0 = eAt(c1v1+c2v2) = c1eλ1tv1+c2eλ2tv2 = 3e−tv1−1·e3tv2 =
[
−e−t + 3e3t
e−t + 3e3t

]
.

2. We¹my teraz ukªad ẋ = Ax, gdzie A =
[
2 1
−1 2

]
z warunkiem pocz¡tkowym

x0 ≡ x(0) ≡
[
x1(0)
x2(0)

]
=
[
2
6

]
.

Post¦pujemy analogicznie jak uprzednio: liczymy wielomian charakterystyczny macierzy:
wA(λ) = (2 − λ)2 + 1, którego pierwiastki, tzn. warto±ci wªasne A, s¡ tym razem
zespolone: λ1 = 2− i, λ2 = 2 + i.
Liczb zespolonych ba¢ si¦ tu nie nale»y. Na po±rednich etapach rachunków (warto±ci
wªasne, wektory wªasne) mo»emy mie¢ do czynienia z liczbami zespolonymi; ale pod
koniec (je±li si¦ nie pomylimy) musz¡ one wyst¡pi¢ w takiej kombinacji, aby ko«cowy
wynik byª liczb¡ rzeczywist¡.
Liczymy znów wektory wªasne A:

v1 = Ker (A− λ1I) = Ker
[
i 1
−1 i

]
=
[
i
1

]
,

v2 = Ker (A− λ2I) = Ker
[
−i 1
−1 −i

]
=
[
−i
1

]
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(Ukªady równa« z liczbami zespolonymi rozwi¡zujemy tak samo, jak znane nam
ukªady z liczbami rzeczywistymi).
Rozkªadamy wektor warunku pocz¡tkowego w bazie wektorów wªasnych:

x0 =
[
2
6

]
= c1v1 + c2v2

i otrzymujemy
c1 = 3− i, c2 = 3 + i

St¡d rozwi¡zanie w chwili t jest

x(t) = eAtx0 = eAt(c1v1 + c2v2) = c1eλ1tv1 + c2eλ2tv2

= (3− i)e(2−i)t
[
i
1

]
+ (3 + i)e(2+i)t

[
−i
1

]
= e2t

[
3ie−it + e−it − 3ieit + eit
3e−it − ie−it + 3eit + ieit

]
;

i, przypominaj¡c sobie zale»no±ci mi¦dzy funkcj¡ wykªadnicz¡ (od argumentu urojonego)
a funkcjami trygonometrycznymi: cos t = eit+e−it

2 , sin t = eit−e−it
2i , otrzymujemy

ostatecznie rozwi¡zanie w postaci

x(t) = 2e2t
[
cos t+ 3 sin t
3 cos t− sin t

]
.

6 Równania liniowe

6.1 Równania jednorodne

Znale¹¢ rozwi¡zania ogólne nast¦puj¡cych równa«:

1. y′′+y′−2y = 0. (y′ = dydt itd.) Tworzymy równanie charakterystyczne: λ2+λ−2 = 0,
którego pierwiastki to λ1 = −2, λ2 = 1. Zatem rozwi¡zanie ogólne jest postaci:
y = C1e−2t + C2et, C1, C2 � dowolne staªe.

2. y′′−4y′ = 0. Równanie charakterystyczne: λ2−4λ = 0, którego pierwiastki to λ1 = 4,
λ2 = 0. Zatem rozwi¡zanie ogólne jest postaci: y = C1e4t+C2e0·t = C1e4t+C2, C1, C2
� dowolne staªe.

3. y′′ + y = 0. Równanie charakterystyczne: λ2 + 1 = 0, którego pierwiastki to λ1 = i,
λ2 = −i. Zatem rozwi¡zanie ogólne jest postaci: y = a1eit + a2e−it. Rozwi¡zanie,
zamiast w postaci wykªadniczej, mo»na równowa»nie zapisa¢ w postaci trygonometrycznej:y =
C1 cos t+ C2 sin t, C1, C2 � dowolne staªe.

4. y′′ + 6y′ + 13y = 0. Równanie charakterystyczne: λ2 + 6λ + 13 = 0, którego
pierwiastki to λ1 = −3 − 4i, λ2 = −3 + 4i. Zatem rozwi¡zanie ogólne jest postaci:
y = a1e(−3−4i)t + a2e(−3+4i)t = e−3t(a1e−4it + a2e4it), co równowa»nie mo»na zapisa¢
w postaci trygonometrycznej: y = e−3t(C1 cos 4t+C2 sin 4t), C1, C2 � dowolne staªe.

5. y′′ − 2y′ + y = 0. Równanie charakterystyczne: λ2 − 2λ + 1 = 0 posiada jeden
pierwiastek podwójny λ = 1, zatem rozwi¡zanie ogólne jest y = (C1 + C2t)et.
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6.2 Równania niejednorodne

Znale¹¢ rozwi¡zania ogólne nast¦puj¡cych równa«:

1. y′′ + 4y = et (*). i) Znajdujemy Rozwi¡zanie Ogólne Równania Jednorodnego
(RORJ), tzn. z praw¡ stron¡ równ¡ zeru: y′′+4y = 0. Równanie charakterystyczne:
λ2+4 = 0 ma pierwiastki: λ1 = 2i, λ2 = −2i. Wypisujemy od razu RORJ w postaci
trygonometrycznej: RORJ= C1 sin 2t+C2 cos 2t. ii) Znajdujemy Rozwi¡zanie Szczególne
Równania Niejednorodnego (RSRN) metod¡ 'zgadywania': Przewidujemy posta¢
rozwi¡zania yN jako: yN = Aet, gdzieA jest staª¡; po wstawieniu yN do (*) dostajemy:
5Aet = et, sk¡d A = 1

5 , zatem RSRN=15e
t. iii) Rozwi¡zanie Ogólne Równania

Niejednorodnego (RSRN) jest sum¡ RORJ i RSRN: RORN=C1 sin 2t+ C2 cos 2t+
1
5e
t.

2. y′′ − 9y = (12t− 8)e−3t (**). i) RORJ: λ2 − 9 = 0 ma pierwiastki λ1 = 3, λ2 = −3.
RORJ = C1e3t + C2e−3t. ii) RSRN: Niejednorodno±¢ jest 'zgadywalna', (bo jest
postaci: wielomian razy funkcja wykªadnicza). Wykªadnik niejednorodno±ci pokrywa
si¦ z jedn¡ z warto±ci wªasnych, zatem RSRN przewidujemy w postaci: yN = t(A+
Bt)e−3t, gdzie A i B s¡ staªymi, które musimy wyznaczy¢. Po wstawieniu yN do (**)
dostajemy: (−2B−6A−12Bt)e−3t = (12t−8)e−3t, sk¡d, porównuj¡c wspóªczynniki
przy pot¦gach wielomianów po obu stronach, dostajemy: −12Bt = 12t, 2B−6A = 8,
sk¡d B = −1, A = 1. iii) RSRN = RORJ + RSRN = C1e3t +C2e−3t + t(1− t)e−3t.
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