
Matematyka I � lista zada« nr 11.

1 Caªki oznaczone

1.1 Caªki ró»ne

Obliczy¢ caªki:

1.
∫ 2e
1
lnxdx;

2.
∫ π
3

0
tg xdx;

3.
∫ 2
0

1
x2 + 6x+ 10

dx;

4.
∫ √ 3π

2

0
x sin x2dx;

5.
∫ π
2

−π2
sin4 x cos3 xdx;

6.
∫ 1√

2

0

x√
1− x4

dx;

7.
∫ e
0

√
tgh xdx;

8.
∫ 2
0

x+ 4
(x2 + 1)(x+ 1)2

dx;

9.
∫ √e
1

1

x
√
1− ln2 x

dx;

10.
∫ π
0
x3 sin xdx;

11.
∫ π
0
e2x sin xdx;

12.
∫ π
2

−π2

1
1 + cos x

dx;

13.
∫ π
2

0

1
a2 sin2 x+ b2 cos2 x

dx;

14.
∫ π
2

0
tg4 xdx;

15.
∫ 3
0
|2− x|dx;
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16.
∫ e
2
| lnx|dx;

17.
∫ 3
0
sgn(x− x3)dx;

18. Rozwi¡za¢ równanie, tzn. znale¹¢ x takie, »e speªniona jest poni»sza równo±¢:∫ x
√
2

1
t
√
t2 − 1

dt =
π

12

19. Rozwi¡za¢ równanie, tzn. znale¹¢ x takie, »e speªniona jest poni»sza równo±¢:∫ x
ln 2

1√
et − 1

dt =
π
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20. Pokaza¢, »e speªniona jest równo±¢:

∫ 1
2

− 12
ln
(1 + x
1− x

)
dx = 0

21. Pokaza¢, »e ∫ 1
0
xm(1− x)ndx =

∫ 1
0
xn(1− x)mdx

22. Znale¹¢ najmniejsz¡ i najwi¦ksz¡ warto±¢ funkcji

f(x) =
∫ x
0

2t+ 1
t2 − 2t+ 2

dt

na przedziale [−1, 1]. Wsk. Nie liczy¢ caªki!

23. Pokaza¢, »e je»eli funkcje f , g, f 2, g2 s¡ caªkowalne na przedziale [a, b], to jest
speªniona nast¦puj¡ca równo±¢:∣∣∣∣∣

∫ b
a
f(x)g(x)dx

∣∣∣∣∣ ¬
√∫ b
a
f 2(x)dx ·

√∫ b
a
g2(x)dx

zwana nierówno±ci¡ Schwarza.

24. Niech

In =
∫ π
2

0
cosn xdx.

(a) Sprawdzi¢, »e In =
∫ π
2
0 sin

n xdx.

(b) Wyprowadzi¢ jawne wyra»enie na In. Wypisa¢ oddzielne przypadki dla n parzystych
oraz nieparzystych.Wsk. Caªkuj¡c przez cz¦±ci, wyprowadzi¢ wzór rekurencyjny
wyra»aj¡cy In przez In−2, a nast¦pnie wykorzystuj¡c go wielokrotnie, wyrazi¢
In przez I0 lub I1.

2



1.2 Pola powierzchni

Ogólna wskazówka. W wielu spo±ród poni»szych zada« warto naszkicowa¢ krzywe.

25. Obliczy¢ pole powierzchni �gury, ograniczonej krzywymi: y2 = 2x+1 oraz x−y−1 =
0.

26. Obliczy¢ pole powierzchni �gury, ograniczonej krzywymi: x2 = 2py oraz y2 = 2px.

27. Obliczy¢ pole powierzchni �gury, ograniczonej krzywymi: y = x2 oraz y = x
3

3 .

28. Okr¡g x2 + y2 = 8 podzielono parabol¡ y = x2

2 na dwie cz¦±ci. Obliczy¢ pole
powierzchni ka»dej z nich.

29. Obliczy¢ pole powierzchni �gury, ograniczonej krzywymi: y = lnx4x oraz y = x lnx.

1.3 Dªugo±ci krzywych

30. Pokaza¢, »e dªugo±¢ L krzywej (gªadkiej), danej równaniem y = f(x), gdzie x ∈ [a, b],
jest równa caªce:

L =
∫ b
a

√
1 + (f ′(x))2dx.

31. Obliczy¢ dªugo±¢ krzywej y = a coshx
a
, gdzie 0 ¬ x ¬ b

32. Obliczy¢ dªugo±¢ paraboli y = x2, gdzie 0 ¬ x ¬ b.

33. Obliczy¢ dªugo±¢ krzywej y = ln(1− x2), gdzie 0 ¬ x ¬ 12 .

34. Obliczy¢ dªugo±¢ krzywej y = ln x, gdzie
√
5 ¬ x ¬ 5.

35. Obliczy¢ dªugo±¢ krzywej y =
√
x− x2 + arcsin

√
x.

36. Obliczy¢ dªugo±¢ krzywej y = ln e
x+1
ex−1 , gdzie a ¬ x ¬ b.

37. Rozwa»my krzyw¡ sparametryzowan¡ na pªaszczy¹nie: y = F (t), x = G(t), gdzie
F,G � funkcje gªadkie. Pokaza¢, »e dªugo±¢ L takiej krzywej, dla warto±ci parametru
t pomi¦dzy a oraz b, wynosi

L =
∫ b
a

√
(F ′(t))2 + (G′(t))2dt.

38. Znale¹¢ dªugo±¢ jednego ªuku cykloidy (krzywej, jak¡ zakre±la kamyk przyczepiony
do opony samochodowej), tzn. krzywej, danej parametrycznie równaniami

x(t) = R(t− sin t), y = R(1− cos t), R > 0.

39. Znale¹¢ dªugo±¢ asteroidy, tzn. krzywej danej równaniem: x
2
3 + y

2
3 = a

2
3 . Wsk.

Sparametryzowa¢ asteroid¦ przez x = a sin3 t, y = a cos3 t.

40. Znale¹¢ dªugo±¢ krzywej, danej parametrycznie równaniami: x = a cos5 t, y = sin5 t.

1.4 �rodek ci¦»ko±ci oraz moment bezwªadno±ci
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