Matematyka I — lista zadan nr 11.

1 Calki oznaczone

1.1 Calki r6zne
Obliczy¢ calki:
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Rozwiazaé¢ rownanie, tzn. znalez¢ x takie, ze spelniona jest ponizsza réwnosc:
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Rozwiaza¢ rownanie, tzn. znalez¢ x takie, ze spelniona jest ponizsza réwnosc¢:
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Pokazac, ze spelniona jest rownos¢:
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Pokazac, ze
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Znalez¢ najmniejsza i najwiekszg wartosé funkcji
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na przedziale [—1, 1]. Wsk. Nie liczy¢ calki!
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Pokaza¢, ze jezeli funkcje f, g, f?, g* sa calkowalne na przedziale [a,b], to jest

spetniona nastepujaca rownosé:
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(a) Sprawdzi¢, ze I, = [;? sin” zdz.

(b) Wyprowadzi¢ jawne wyrazenie na I,,. Wypisac¢ oddzielne przypadki dla n parzystych
oraz nieparzystych. Wsk. Catkujac przez czesci, wyprowadzi¢ wzor rekurencyjny
wyrazajacy I, przez I, o, a nastepnie wykorzystujac go wielokrotnie, wyrazic¢
I, przez Iy lub I.
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1.2 Pola powierzchni

Ogolna wskazowka. W wielu spo$rod ponizszych zadan warto naszkicowaé krzywe.

Obliczy¢ pole powierzchni figury, ograniczonej krzywymi: y? = 2z+1 oraz v —y—1 =
0.
Obliczy¢ pole powierzchni figury, ograniczonej krzywymi: 22 = 2py oraz y? = 2px.

Obliczy¢ pole powierzchni figury, ograniczonej krzywymi: y = 22 oraz y = %;

Okrag z? + y* = 8 podzielono parabolg y = % na dwie czesci. Obliczy¢ pole
powierzchni kazdej z nich.

Inz

Obliczy¢ pole powierzchni figury, ograniczonej krzywymi: y = 7% oraz y = rlnw.

1.3 Dtlugosci krzywych

Pokaza¢, ze dtugosé¢ L krzywej (gladkiej), danej rownaniem y = f(x), gdzie x € [a, ],

jest réwna calce:
b
L= / V14 (f'(x))%dx.

Obliczy¢ dtugos¢ krzywej y = acosh?, gdzie 0 <x < b
Obliczy¢ dtugosé paraboli y = 22, gdzie 0 < x < b.

Obliczy¢ dtugosé krzywej y = In(1 — 2?), gdzie 0 < z <

N

Obliczy¢ dtugosé krzywej y = Inx, gdzie /5 < z < 5.
Obliczy¢ dtugosé krzywej y = Vo — 22 + arcsiny/x.
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Obliczy¢ dtugosé krzywej y = In , gdzie a < x < b.

Rozwazmy krzywa sparametryzowana na plaszczyznie: y = F(t),x = G(t), gdzie
F, G — funkcje gladkie. Pokazaé, ze dtugosé L takiej krzywej, dla wartoséci parametru
t pomiedzy a oraz b, wynosi

L= /ab VF () + (G (1))t

Znalez¢ dtugosé jednego tuku cykloidy (krzywej, jaka zakresla kamyk przyczepiony
do opony samochodowej), tzn. krzywej, danej parametrycznie rownaniami

z(t) = R(t —sint), y= R(1—cost), R>0.

Wi

Zmalez¢ dtugos$é asteroidy, tzn. krzywej danej roOwnaniem: z5 + ys = as. Wsk.

Sparametryzowaé asteroide przez & = asin®t, y = acos®t.

Znalez¢ dtugosé krzywej, danej parametrycznie rownaniami: © = acos® t, y = sin’ t.

1.4 Srodek ciezkosci oraz moment bezwladnosci



