
MATEMATYKA II � ci¡gªo±¢ i ró»niczkowalno±¢

lista nr 6, 31.03.2012
Przypomnienie def.: Funkcja jest ró»niczkowalna rz¦du r, je»eli ma wszystkie pochodne

cz¡stkowe do rz¦du r wª¡cznie i s¡ one ci¡gªe.

1. Zbada¢ ci¡gªo±¢ nast¦puj¡cych funkcji f : R2 3 (x, y)→ f(x, y) ∈ R:

(a) f(0, 0) = 0 i f(x, y) =
x2 − y2

x2 + y2
dla (x, y) 6= (0, 0);

(b) f(0, 0) = 0 i f(x, y) =
x2y

x2 + y2
dla (x, y) 6= (0, 0);

(c) f(0, 0) = 0 i f(x, y) =
x3 + y3

x2 + y2
dla (x, y) 6= (0, 0).

2. Obliczy¢ z de�nicji pochodne kierunkowe podanych ni»ej funkcji w kierunku po-
danych ni»ej wektorów.

(a) f(x, y) = x2 + xy + 3y − 1 w punkcie p = (1, 1) w kierunku wektora v = [2, 1].

(b) g(x, y) =
√
x+ y w punkcie p = (4, 5) w kierunku wektora v = [−1, 1].

(c) h(x, y, z) = x2 + y2 + z2 w punkcie p = (1, 0,−1) w kierunku wektora v =
[0, 1, 2].

3. Wyznaczy¢ pochodne cz¡stkowe pierwszego rz¦du nast¦puj¡cych funkcji:

(a) f(x, y) = x
3+y3

x2+y2 ;

(b) f(x, y) = ln(x2 + y2);

(c) f(x, y, z) =
√
x2 + y2 + z2;

(d) f(x, y, z) = 1√
x2+y2+z2

;

(e) f(x, y) = arctgx
y
;

(f) f(u, v) = ln(u+ ln v);

(g) g(x, y, z) = (sinx)yz;

(h) h(x, y, z) = ln 1−
√
x2+y2+z2

1+
√
x2+y2+z2

4. Obliczy¢ z de�nicji pochodne cz¡stkowe pierwszego rz¦du nast¦puj¡cych funkcji w
nast¦puj¡cych punktach:

(a) f(x, y) = x+ y −
√
x2 + y2 w punkcie p = (3, 4);

(b) f(x, y) = ln(x+ y
2x) w punkcie p = (1, 2);

(c) f(x, y, z) = xy2 + yz2 + xz w punkcie p = (1,−1, 1).

5. Zbada¢ ró»niczkowalno±¢ funkcji:

(a) f(x, y) =
√
x2 + y2;

(b) f(x, y) =
√
x4 + y4;



(c) z zad. 1b);

(d) funkcji: f : R2 3 (x, y) → f(x, y) ∈ R: f(0, 0) = 0 i f(x, y) =
x4 + y4

x2 + y2
dla

(x, y) 6= (0, 0).

6. Niech f : R2 3 (x, y) → f(x, y) ∈ R: f(0, 0) = 0 i f(x, y) =
x3y

x4 + y2
dla (x, y) 6=

(0, 0). Pokaza¢, »e f jest ci¡gªa oraz ma pochodne cz¡stkowe w dowolnym punkcie
pªaszczyzny, ale nie jest ró»niczkowalna w (0, 0). Pokaza¢, »e f ma w punkcie (0, 0)
pochodne kierunkowe we wszystkich kierunkach.

7. Niech f(x, y) = xy, x > 0, y > 0. Pokaza¢, »e ∂2f
∂x∂y
= ∂2f
∂y∂x

.

8. Niech f(x, y) = arctg y
x
, x 6= 0. Pokaza¢, »e ∂3f

∂x∂y2
= ∂3f
∂y2∂x

.

9. Znale¹¢ pochodne cz¡stkowe drugiego rz¦du nast¦puj¡cych funkcji:

(a) f(x, y) = ln(x+
√
x2 + y2;

(b) g(x, y) = arctg x+y1−xy ;

(c) h(x, y, z) =
√
x2 + y2 + z2 − 2xz.

10. Pokaza¢, »e 2. pochodne cz¡stkowe mieszane poni»szej funkcji istniej¡ w (0, 0), ale

nie s¡ tam równe: f : R2 3 (x, y) → f(x, y) ∈ R: f(0, 0) = 0 i f(x, y) = xy
x2 − y2

x2 + y2
dla (x, y) 6= (0, 0).

11. Obliczy¢ macierz Jacobiego superpozycji T ◦ S dwóch odwzorowa« i sprawdzi¢, »e
D(T ◦ S) = DT ◦DS:

(a) S : R1 3 x→ (x, log(1 + x4)) ∈ R2,
T : R2 3 (u, v)→ (sinu, eu+v, 1) ∈ R3.

(b) S : R3 3 (x, y, z)→ (x− y − z) ∈ R1,
T : R1 3 t→ (2t, 1 + t2, 0) ∈ R3.

(c) S : R2 3 (x, y)→ (xy, x+ y, sin xy) ∈ R3,
T : R3 3 (X, Y, Z)→ (X + Y + Z, −Y ) ∈ R2.

12. Niech f b¦dzie funkcj¡ ró»niczkowaln¡ na R. Pokaza¢, »e funkcja z(x, y) = y f(x2−
y2) speªnia równanie ró»niczkowe

1
x

∂z

∂x
+
1
y

∂z

∂y
=

z

y2

13. Niech f b¦dzie funkcj¡ ró»niczkowaln¡ na R. Pokaza¢, »e funkcja z(x, y) = f
(
y

x

)
−

x2 − y2 speªnia równanie

x
∂z

∂x
+ y

∂z

∂y
= −2x2 − 2y2



14. Pokaza¢, »e funkcja: z(x, t) = φ(x − vt) + ψ(x + vt), gdzie φ, ψ s¡ dwukrotnie
ró»niczkowalnymi funkcjami, za± v � parametr, speªnia równanie

∂2z

∂t2
= v2

∂2z

∂x2
.

Uwaga. Powy»sze równanie to równanie falowe, opisuj¡ce rozchodzenie si¦ fali w
o±rodku jednowymiarowym. Zinterpretowa¢ powy»sze rozwi¡zanie jako superpozycj¦
dwu fal o dowolnym ksztaªcie, rozchodz¡cych si¦ w przeciwnych kierunkach.


