
Matematyka II, lista zada« No. 2: Szeregi
21.02.2012

1. Pokaza¢, »e:

(a) �
∞∑
n=1

1
n(n+ 1)

= 1;

(b) �
∞∑
n=1

1
(α+ n)(α+ n+ 1)

=
1
α+ 1

;

(c) �
∞∑
n=1

1
(α+ n)(α+ n+ 1)(α+ n+ 2)

=
1

2(α+ 1)(α+ 2)
.

(w b), c) zakªadamy, »e α 6= −1,−2, . . . ).

2. Wykaza¢, »e nast¦puj¡ce szeregi s¡ zbie»ne oraz wyznaczy¢ ich sumy:

(a) �
∞∑
n=1

1
(3n− 2)(3n+ 1)

;

(b)
∞∑
n=1

1
n(n+ 3)

;

(c) �
∞∑
n=1

1
n(n+ 1)(n+ 2)

;

(d) �
∞∑
n=1

3n + 2n

6n
;

(e)
∞∑
n=1

2n+ 1
n2(n+ 1)2

;

(f) �
∞∑
n=1

2n− 1
2n
.

3. Posªuguj¡c si¦ warunkiem koniecznym zbie»no±ci szeregu pokaza¢, »e nast¦puja¢e
szeregi s¡ rozbie»ne:

(a) �
∞∑
n=1

1
n
√
n
;

(b) �
∞∑
n=1

2(−1)
nn;

(c) �
∞∑
n=1

cos
(
sin
1
n

)
;

(d) �
∞∑
n=1

n(
√
n2 + 1−

√
n2 − 1).

4. Stosuj¡c kryterium porównawcze, zbada¢ zbie»no±¢ nast¦puj¡cych szeregów:

(a) �
∞∑
n=1

1
n
(
√
n+ 1−

√
n);
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(b)
∞∑
n=1

1
n
log(1 +

1
n
);

(c) �
∞∑
n=1

1
n
e−1/n;

(d)
∞∑
n=1

sin
1
n
;

(e) �
∞∑
n=1

1
nα
sin
1
n
, α ∈ R;

(f) �
∞∑
n=1

tg
π

4n
;

(g) �
∞∑
n=1

th2
1
n
;

(h) �
∞∑
n=1

√
log
n3 + 1
n3
;

(i)
∞∑
n=1

sin xn

n2
;

(j)
∞∑
n=1

( 1
n
− log n+ 1

n

)
.

5. Stosuj¡c kryterium d'Alemberta lub Cauchy'ego zbada¢ zbie»no±¢ nast¦puj¡cych
szeregów:

(a) �
∞∑
n=1

10n

n!
;

(b) �
∞∑
n=1

(n!)2

(2n)!
;

(c)
∞∑
n=1

n!
nn
;

(d) �
∞∑
n=1

(2n)!
(n!)2en

;

(e) �
∞∑
n=1

(xarctg(n2 + 1))n , x ∈ R+

(f)
∞∑
n=1

n2

(2 + 1
n
)n
;

(g) �
∞∑
n=1

1
logn(n+ 1)

;

(h) �
∞∑
n=1

(
n

2n+ 1

)
.

6. Stosuj¡c kryterium zag¦szczeniowe zbada¢ zbie»no±¢ szeregów:
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(a) �
∞∑
n=1

1
ns
, x ∈ R;

(b) �
∞∑
n=1

1
n log1+s n

, s ∈ R;

(c) �
∞∑
n=1

1
n log n(log log n)s

, s ∈ R;

(d)
∞∑
n=1

1
(n+ 1)(log2(n+ 1))

.

7. Zbada¢ zbie»no±¢ nast¦puj¡cych szeregów naprzemiennych:

(a) �
∞∑
n=1

(−1)n 1√
n+ 1

;

(b)
∞∑
n=1

(−1)n 1
log n

;

(c) �
∞∑
n=3

(−1)n 1
log(log n)

;

(d) �
∞∑
n=1

(−1)n
(2n+ 100
3n+ 1

)
;

(e) �
∞∑
n=1

log100 n
n
sin
(2n+ 1)π
2

;

(f) �
∞∑
n=1

(−1)n
√
n

n+ 100
;

(g) �
∞∑
n=1

(−1)n

n2 + (−1)n

(h)
∞∑
n=1

1
log2 n

cos πn2;

(i)
∞∑
n=1

(−1)n
n
√
n.

8. Rozstrzygn¡¢, czy nast¦puj¡ce szeregi s¡ zbie»ne czy rozbie»ne. (Wsk.We wszystkich
przykªadach poni»ej powinna wystarczy¢ jaka± wersja kryterium porównawczego, z
uwzgl¦dnieniem kryteriów d'Alemberta lub Cauchy'ego):

(a) �
∞∑
n=1

(n!)2

(2n)!
;

(b)
∞∑
n=1

2n sin
x

3n
, x ∈ R;

(c) �
∞∑
n=1

1√
n(n+ 1)

;
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(d)
∞∑
n=1

1√
n(n2 + 1)

;

(e) �
∞∑
n=1

n!
nn

;

(f) �
∞∑
n=1

(1− cos x
n
), x ∈ R;

(g) �
∞∑
n=1

log(1 +
x

n
), x ∈ R;

(h)
∞∑
n=1

log n+ sinn√
n3 + e−n + 5

;

(i) �
∞∑
n=1

1
(a+ bn)s

, a, b > 0, s ∈ R;

(j)
∞∑
n=1

1
n n
√
n
;

(k) �
∞∑
n=1

1
(log n)n

;

(l)
∞∑
n=1

(
x

n

)n
, x ∈ R;

(m) �
∞∑
n=1

xn

ns
, x, s ∈ R;

(n)
∞∑
n=1

τ(n)xn, x ∈ R (tu τ(n) jest liczb¡ dzielników liczby n).
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