Wyznaczniki, wartosci i wektory wlasne, formy kwadratowe

Umiemy wiec na razie liczy¢ pochodne funkcji (i odwzorowan) wielu zmiennych. Bedziemy
teraz chcieli wykorzystacé te umiejetnosé do badania funkcji i odwzorowan. Probka probleméw,
ktore bedziemy uczy¢ sie rozwiazywac, to:

1. Ekstrema funkcji wielu zmiennych. Musimy w tym celu umie¢ bada¢ pierwsze i
drugie pochodne funkcji.

2. W wielu réwnaniach rézniczkowych w fizyce mamy do czynienia z zamiang zmiennych
— np. gdy uklad ma symetrie sferyczna, to na ogédt jego badanie jest prostsze w
uktadzie wspotrzednych sferycznych. Musimy wiec nauczy¢ sie testowaé, czy dana
zamiana zmiennych jest ‘dobra’ (sprecyzujemy to dalej) oraz jesli jest, to zamieniac
zmienne w réwnaniach rézniczkowych.

Niezbednym wstepem do analizy tych problemoéw jest cze$é algebraiczna, do ktore naleza:
1. Wyznaczniki, (przy okazji troche o permutacjach),
2. Wartosci i wektory wlasne,
3. Formy biliniowe i kwadratowe.

Przedstawimy teraz kilka niezbednych faktéw ich dotyczacych.

1 Odwzorowania wieloliniowe. Formy wieloliniowe. Wy-
znaczniki

1.1 1-formy

Zdefiniowalismy odwzorowania liniowe V' — W, gdzie V| W byly przestrzeniami wektorowymi.
Teraz rozpatrzmy szczegélny przypadek, gdy W = R, tzn. gdy mamy odwzorowanie
liniowe V — R. Takie odwzorowanie nazywamy 1—formg.

Niech n = dim V.

Przykl. V =R,[], v € V. Niech zy € R — ustalona liczba. Odwzorowanie o : V" — R
okreslamy nastepujaco: a(v) = v(zy). Latwo sprawdza sie liniowos¢ .

Aby w pelni scharakteryzowa¢ 1—forme, tzn. umie¢ podaé jej warto$¢ na dowolnym
wektorze, trzeba podaé¢ jej wartosci na n liniowo niezaleznych wektorach. eq,es, ..., €,.
(Gdy mamy mniej wektorow, lub nie sa one l.n.z, to nie uda nam sie podaé jej wartosci
na dowolnym wektorze z V, a jedynie na wektorach nalezacych do powloki liniowe;j
(e1,€9,...,e,). Podanie za$ wartosci formy na wiekszej ilosci wektorow, niz baza, nie
wnosi nowej informacji).

1.2 Formy biliniowe i 2-formy

Def. Formg biliniowg nazywamy odwzorowanie b : V x V — R, liniowe w kazdym
argumencie, tzn. speliajace dla dowolnych wektorow u,v,w € V, o, 3 € R:

blau + fv,w) = ab(u,w) + f(v,w),  blw,au+ fv) = ab(w,u) + f(w,v).



Przykl. Iloczyn skalarny jest formag biliniowa.
Def. 2—formg na przestrzeni V nazywamy forme biliniowa w, ktora jest antysymetryczna,
tzn. dla dowolnych v, w € V speknia:

w(v,w) = —w(w,v).

Przykl. Zorientowane pole powierzchni réwnolegltoboku rozpietego na dwoch wektorach
v, w w przestrzeni V = R? jest 2—forma.

[lu warunkow potrzeba, aby w pelni scharakteryzowa¢ forme biliniowa, badz 2—forme?
Tzn. umieé podac jej warto$é¢ na dowolnej parze wektoréw. Argumentujac analogicznie jak
dla 1—form, widzimy, ze:

¢ Ogoélna forma biliniowa: Musimy poda¢ wartosci 2—formy na wszystkich mozliwych
parach wektoréw liniowo niezaleznych, co daje nam n? warunkéw.

e 2—forma: Zalozenie, ze forma jest antysymetryczna, redukuje ilos¢ warunkow. I tak,
dla dowolnej 2—formy w i dla dowolnych wektoréw e;, e;, mamy: w(e;, e;) = —w(ej, €;), co
redukuje ilo$¢ warunkow o n(n — 1)/2. Ponadto, ktadac i = j, otrzymujemy w(e;, e;) = 0,
przez co wypada kolejnych n warunkéw. Ostatecznie, dowolna 2—forma scharakteryzowana
jest przez n(n — 1)/2 warunkow.

1.3 Formy k—liniowe i k-formy

1.4 n—formy na przestrzeniach n—wymiarowych i wyznaczniki
1.4.1 n—formy na przestrzeniach n—wymiarowych

PrzejdZzmy teraz do form n—liniowych na przestrzeni wymiaru n i n—form. Mamy, analogicznie
jak poprzednio:

Def. Formg n—liniowg nazywamy odwzorowanie [ : V x V x --- x V — R, liniowe
w kazdym argumencie, tzn. spelniajace dla dowolnych wektorow vy, v, ..., v,,w € V,
a, B eR:
[(v1, 02y ..oy QUEHLW, Vg1« o, V) = (U1, Vo o ooy Uy U1y - -+ Un)FBL(01, Vay oo W, Vg1, - v, Un).

Def. n—formgna przestrzeni V nazywamy forme n—liniowa w, ktéra jest antysymetryczna
w dowolnej parze argumentow, tzn. spetnia

W(V1, oy iy ooy Uy e, Uy) = =W (V1,0 Uy e, Uy, Up).

Zapytajmy znow, ilu warunkoéw trzeba, aby w petni scharakteryzowaé forme n—liniowg
Gn(v1,v9,...,v,)7 Oraz n—forme?

Dla ogdlne n—formy odpowiedz brzmi: n™ warunkow. (strasznie duzo!). Ale dla dowolnej
n—formy, mamy Newton|n|[n] — tylko jeden warunek!

Przekonajmy sie o tym bardziej namacalnie:

Wezmy warto$é n—formy w” na wektorach bazy: w"(e;,, e, ..., e;, ). Jesli ktorekolwiek
dwa wektory sg réwne, to wartos¢ formy jest 0 — z antysymetrii. Zatem wszystkie wektory
€iys €iys - - - 5 €, MMUSZY byC r0zne.

Ile warunkow zostato? Mamy (niby) n! (tyle co mozliwodci przestawieni tzn. permutacji
zbioru n— elementowego) zamiast n" — juz znaczny postep w ograniczaniu liczebnosci. Ale
zauwazmy, ze wartosci na poprzestawianych wektorach nie sa niezalezne! Znajac wartosé



n— formy na dowolnym wyborze wektoréw bazy, mozemy obliczy¢ jej warto$¢ na dowolnej
nnej permutacji.

Tak naprawde otrzymujemy wiec jeden warunek charakteryzujacy n—forme, tzn. jej
wartos¢ na jakiej$ dowolnej permutacji wektoréw bazy.

Zatem przestrzen n—form jest jednowymiarowa.

1.4.2 Forma objetosci

Wprowadzmy teraz nastepujaca, pozyteczna n—forme, zwana formg objetosci vol. Definiujemy
ja nastepuaco:

Niech ey, e, ..., e, — baza standardowa w V' (tzn. wektor e, ma k—ta sktadowa rowna
1, reszta sktadowych jest 0).

Def. Forme objetosci vol definiujemy przez warunek

vol(ey, eg,...,6e,) = 1.

Stad juz blisko do definicji wyznacznika (macierzy n x n):
Def. Niech A € R",,. Wyznacznik det A macierzy A definiujemy wzorem

det A = vol(Aeyq, Aes, ..., Ae,).

Pamietajac o tym, ze Ae; = a1, Aes = ao, ..., Ae, = a,, gdzie a, — k—ty wektor-kolumna
macierzy A, mozemy zapisaé

det A = vol(ay, as, ..., a,).

Definicja ta stanowi jednoczesnie przepis, w jaki sposéb mozemy policzy¢ wyznacznik
dowolnej macierzy n x n. Jest on dos¢ malo praktyczny; pdzniej rozwiniemy znacznie
szybsze metody liczenia wyznacznika. zobaczmy jak on dziala w znanym nam juz przypadku

macierzy 2 x 2
Tu liczenie ta metoda wyznacznika macierzy 2 x 2.

A teraz wypiszemy kilka wtasnosci wyznacznika, postugujac sie podana wyzej definicja.

1.4.3 Kilka wlasnos$ci wyznacznika

Za chwile dojdziemy do bardziej zwartej formuly na liczenie wyznacznika; ale na razie z
powyzszej definicji wyciagnijmy kilka pozytecznych wtasnosci wyznacznika.

Niech B bedzie macierza jakiegos odwzorowania liniowego V' — V. Niech a4, as, ..., a, €
V' — wektory kolumnowe macierzy A. Rozpatrzmy teraz odwzorowanie vol:

vol: VxVx...xV >R

n razy

okreslone nastepujaco:

VXVx--xV>3(a,a,...,a,) — vol(Bay, Bas, ..., Bay,).

n razy

Widag¢, ze jest to odwzorowanie antysymetryczne w kazdej parze argumentéow (bo forma
vol ma te wlasnosc), jest zatem n—forma, czyli musi byé proporcjonalne do formy objetosci:

vol(Bay, Bay, . .., Bay,) = f(B)vol(ay,as, ..., a,);



f(B) jest czynnikiem proporcjonalnosci, ktory zalezy tylko od macierzy B, nie zalezy zas
od wektorow aq, ..., a,.
Wezmy teraz a1 = eq,...,a, = e,. Mamy wtedy:

vol(Bey, Bea, ..., Be,) = f(B)vol(ey,es, ..., e,) = f(B),
co znaczy, ze f(B) = det B. Mozemy teraz tatwo policzy¢ det(BA):
det(BA) = vol(BAey, BAey, ..., BAe,) = vol(Bay, Bas, . . ., Bay,)

= det(B) - vol(ay, as, . .., a,) = det(B) det(A).

Udowodniony wtlasnie fakt nazywa sie tw. Cauchy’ego o wyznaczniku iloczynu macierzy:
Tw. (Cauchy’ego):
det(BA) = det(B) det(A).

1.4.4 Uzupelnienie: Zwiagzek miedzy wymiarami jadra i obrazu

Zanim przejdziemy do sformutowania kolejnej waznej wtasnosci wyznacznika, zwigzanej z
(nie)odwracalno$cia macierzy, musimy podac
Uzupelnienie.
Tw. Niech VW - przestrzenie wektorowe. Dla dowolnego odwzorowania liniowego
F:V — W zachodzi
dim Ker F' + dim Im F' = dim V. (1)

Dow. Zal6zmy, ze wymiar przestrzeni V jest rowny n: dim V' = n. Zatézmy, ze znalezlismy
jadro F. Pamietamy, ze jest to podprzestrzenn V. Oznaczmy jej wymiar przez k: k =
dim Ker F'. Wiemy, ze wymiar podprzestrzeni nie moze by¢ wiekszy niz wymiar przestrzeni:
k < n. Zalozmy na chwile, ze k£ > 0; przypadek k£ = 0 rozpatrzymy oddzielnie za chwile.
Znajdzmy jakas baze (ey, . .., ex) podprzestrzeni Ker F'. Nastepnie uzupelnijmy te baze

o n—Fk liniowo niezaleznych wektorow eyy1, ..., e, tak, by calty zbior (ey, ..., ek, €xr1,. .., €n)
stanowil baze przestrzeni V.
Zauwazmy teraz, ze nastepujacy uktad wektorow z przestrzeni W: F'(exy1), F(exr2),- .-, F(en)

jest uktadem liniowo niezaleznym. Przypu$émy bowiem, ze tak nie jest, tzn. ze
F(egy1), Fegsa), ..., F(e,) jest ukladem liniowo zaleznym. Istnieja wtedy liczby
Akt1, Akt2, - - 5 An, z ktorych przynajmniej jedna jest rézna od zera, i ktore spelniaja

N1 F(ers1) + Apg2F(erg2) +--- + A F(en) = 0.
Ale z liniowosci £’ wynika, ze
0= MNer1F(eps1) F Mo F(epia)+ -+ A F(en) = F(Agr1€ke1+Apro€hiot- -+ Anen). (2)

Ale wektor x = Agi1€pa1+ Apao€rio+- - -+ e, jest niezerowy, bo wektory egyq, ..., e, sa

z zalozenia liniowo niezalezne. Ponadto wektor x = Agy1€pi1 + Apyo€rio + -+ + Ape, nie

nalezy do jgdra, poniewaz jadro jest rozpiete przez wektory eq,...,e,. Skoro niezerowy

wektor x nie nalezy do jadra, to musi zachodzi¢ F(z) # 0. Zatem nie moze zachodzi¢

rownosé (2). Otrzymalismy sprzecznosé, zatem uktad wektorow F'(exiq), F(ext2), ..., F(en)
jest uktadem liniowo niezaleznym.



Tak wiec wiemy, ze uktad wektorow F'(exy1), F'(€gi2), ..., F(e,) rozpina cata podprzestrzen
Im F' (bo wektory F(ey),. .., F(ey) sa zerowe), zatem stanowia baze Im F'. Policzmy teraz
wymiary (liczac ilosci elementow bazy):

dimV =n, dimKerF =k, dimlmF =n —k,

zatem zachodzi wzow (1).

Pozostaje jeszcze przyjrzeé sie przypadkowi k = 0. Ale wtedy jadro jest podprzestrzenia
trywialna (tzn. sktada sie tylko z wektora zerowego) i argumentujac jak wyzej widzimy, ze
cata baza V sktada sie z wektorow, ktorych obrazy F'(e), ..., F'(e,) tworza uktad liniowo
niezalezny. Wtedy dimIm F' = dim V' i wzér (1) tez zachodzi.
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(Koniec uzupetnienia)

1.4.5 Niezerowo$¢é wyznacznika a odwracalno$é macierzy

Teraz wypiszmy dwa pozyteczne wnioski z tw. Cauchy’ego.
Whiosek 1. Jesli macierz A jest odwracalna, to det A # 0 i zachodzi

1
~det A’

Bo: Z tw. Cauchy’ego mamy: 1 = det([,,) = det(AA™") = det Adet(A™1).

det(A™)
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Whniosek 2. Jedli det A # 0, to A ma liniowo niezalezne kolumny.

Dow. (ad absurdum) Zatozmy, ze zachodzi teza przeciwna, tzn. A ma liniowo zalezne
kolumny. Wtedy ktoéras z nich, np. a;, jest kombinacja liniowa pozostaltych, tzn. zachodzi
réwnosé

a; = play+ -+ p s + e + o ay
Wtedy jednak
det A =vol(ay,...,a4...,a,)
= vol (ay, ... ptar 4+ p e + Mi+1ai+1 + .1 an, .. an)
= ptvol(ay,...,a1,...,ay) + p*vol (ay, as, ..., ag, ... ¢n) + ...
+,Ui71VOl (Gl, D ¢ 7 [P ¢ 7 i I an) + /.LiJerOl (al, P ¢ 7 T P 7 N ,Cln)
+ o+ ptvol(ay, ... ap, ..., ay).

Gdy dwa argumenty w n—formie sg takie same, to wartos¢ tej n—formy jest réwna zeru
(z antysymetrii). Tak wiec warto$é¢ wyznacznika jest rowna zeru. Sprzecznosc.
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Zauwazmy teraz, ze macierz n X n majaca liniowo niezalezne kolumny ma wlasnosé:
dimIm A = n. Traktujac ja jako macierz jakiegos odwzorowania liniowego V — V|

gdzie dimV = n, widzimy, ze obrazem A jest cala przestrzen V. Macierz A jest wiec
odwzorowaniem surjektywnym ("na").

Zauwazmy ponadto, ze jest injekcjq, tzn. jesli Axy =bi Axgs = b, to x1 = 5. Bowiem
— 7z liniowosci A — mamy: Axy — Axg = A(xy —22) =b—b=0, tzn. A(z; —x9) = 0. Ale
z udowodnionego dopiero co wzoru (1) mamy:

dimIm A + dim Ker A = n + dim Ker A = n,



tzn. dim Ker A = 0, co oznacza, ze jedynym rozwiazaniem réwnania A(x; — x2) = 0 jest
x1 — 29 = 0, tzn. x; = x9. A zatem A jest injekcja.

Skoro A jest injekcja i surjekcja, zatem jest bijekcja. Jest wiec odwracalne.

Powyzsze fakty mozna podsumowaé, wypowiadajac

Tw. Macierz A jest odwracalna wtedy i tylko wtedy, gdy det A # 0.
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Wiemy juz conieco o wyznaczniku; jednak warto mie¢ bardziej poreczne wzory do
liczenia go, bo liczenie wprost z definicji zbyt wygodne nie jest. Bedzie nam do tego
potrzebne pojecie permutacyi.

1.4.6 Permutacje. Parzysto$é permutacji

e Pojecie permutacji

Niech X — zbior skonczony, zawierajacy n elementéw. Bez zmniejszania ogdlnosci
mozemy wzia¢ X = {1,2,...,n}.

Def. Permutacjg zbioru n— elementowego X nazywamy bijekcje X — X.

Przyktady odwzorowan ktére sg i nie s3 permutacjami

Zapis permutacji. Niech m — permutacja, ktora jawnie zapiszmy jako: 1 — 7(1) € X,
2—-m2)eX,...,n—m(n) € X. Permutacje 7 zapisujemy w postaci:

™= ( 7r(11) w(22) ) > 3)

Przykt. 1: Wypiszmy wszystkie permutacje zbioru 2—elementowego:

(13) ()

Wida¢, ze mamy tu dwie permutacje.
Przykt. 2: oraz wszystkie permutacje zbioru 3—elementowego:

1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3
123)7\312)”\231)”\213)"\321)"  \132)’

Tu mamy 6 permutacji.

Nietrudno zobaczy¢, ze ilo§¢ permutacji zbioru n—elementowego to n!. (Mozna to
sformalizowa¢ w dowod indukeyjny).

Zbior wszystkich permutacji zbioru n—elementowego oznaczamy .S,,.

Permutacja identycznosciowa to taka, ktora przeprowadza kazdy element w siebie, tzn.

1 2 ... n
Id_(l 2 ... n)

Ztozenie dwoch permutacji tez jest permutacja.
Przykt. Sktadanie permutacji i ich nieprzemienno$c¢ in general.

123) (123)_(123
13 2 321) " \231)



1230123_ 1 2 3
3 21 132) \(312)

Dla kazdej permutacji 7 istnieje permutacja odwrotna m !, tzn. taka, ze

e Dygresja — pojecie grupy
Def. Grupg (G, o) nazywamy zbior G z dzialaniem o:

GxG3(91,02) > q1og2 €G,
spetliajacym warunki:
1. Dzialanie w grupie jest {gczne, tzn. ¥ g1, 92,93 € G : (910 g2) © g3 = g1 © (g2 © g3);
2. Istnienie elementu jednostkowego e: Vge G:eog=goe=g;
3. Istnienie elementu odwrotnego: Vg€ G: 3h e G: goh=hog=e.
Przykt.
1. Sy, S3 1 ogolnie S, z dzialaniem, ktérym jest sktadanie permutacji, sa grupami.
2. (R, +) jest grupa. Elementem jednostkowym jest zero.
3. (R\ {0}, ") jest grupa.

Uwagi nt. grupy a symetria.
e Transpozycja, znak permutacji — preludium

Def. Transpozycjq (i, j) nazywamy permutacje, ktora zamienia ze soba elementy ¢ oraz
J, a reszte zostawia na swoim miejscu:

. 12 ... ¢ ... 5 ... n
(,7) = ( 12 . i n>
Transpozycje mozna uwazac za ’cegietki’, z ktorych mozna zbudowac kazda permutacje.
Mo6wi o tym nastepujace
Stw. Kazda permutacje mozna przedstawi¢ (na wiele sposobow) jako ztozenie pewnej
ilodci transpozycji.
Dow. Pokazemy, jak przedstawi¢ dowolng permutacje jako ztozenie transpozycji, zamieniajacych

wyltacznie sgsiednie elementy.
Zapiszmy og6lna permutacje jako

=(nd b o

Roboczo, nazwijmy tablicg zespét liczb stanowiacych dolny wiersz permutacji (4).
Sposob postepowania jest nastepujacy: Dostatecznie wiele razy stosujemy nastepujaca
operacje:
Niech i, 5 oznacza jakas pare kolejnych elementow.

7



e Jesli ¢ < j to nic nie robimy,
e Jesli ¢ > j to zamieniamy ¢ oraz j.

Nazwijmy te operacje PSE (Porownywanie Sasiednich Elementow).

Zaczynamy o wyjsciowej tablicy Ko = (a,b,c, ... k).

Pierwszy krok postepowania:

Stosujemy operacje PSE do pierwszej pary elementow K.

Stosujemy operacje PSE do drugiej pary elementow otrzymanej wyzej tablicy.

Itd., tacznie (n — 1) razy. Nazwijmy otrzymana tablice K.

Co otrzymamy jako ostatni element tablicy K7 Latwo zauwazy¢, ze jest to liczba n,
jako ze jest wieksza od dowolnej innej, i jesli natrafimy na nig przy stosowaniu operacji
PSE, to zawsze jest przesuwana na prawo.

Drugi krok postepowania:

Teraz, zastosujmy opisany wyzej sposob postepowania (tzn. cykl operacji stanowiacych
1. krok) do pierwszych n — 1 elementow K (nazwijmy je podtablicq tablicy Ki). Pon —2
krokach, otrzymamy tablice K5, na konicu ktorej sa elementy n — 1, n.

Itd.,

Po n—1 krokach otrzymamy uporzadkowang (w terminologii komputerowej: posortowang)
tablice K,,_1 = (1,2,...,n).
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Uwagi o sortowaniu babelkowym

oraz ze — wzgledem efektywnosci — to jak z wotem co byt ministrem w bajce Krasickiego
"W6t minister’: Algorytm wolny ale skuteczny.

Przykl. Rozwazmy permutacje:

o ( 12 3 4 )
2 4 3 1
Kolejne kroki to:
1. krok: |2,4,3,1] — [2,4,3,1| — |2,3,4, 1] — |2,3, 1,4| [transpozycja (2,3) oraz (3,4)]
2. krok : |2,3,1,4| — [2,3,1,4| — |2, 1, 3, 4| [transpozycja (2,3)]

3. krok: |2,1,3,4] — |1,2,3,4]| [transpozycja (1,2)]
Mozemy wiec zapisac:

(1 23 4) 1234o 1234o 1234O 1 2 3 4
“\2431) (2134 1 3 2 4 1 2 4 3 1 3 2 4
A teraz: Policzmy ilo§é transpozycji ktoére musieliSmy wykonaé, aby uporzadkowaé tablice:
Jest ich lacznie 4 (dwie w pierwszym kroku, po jednej w drugim i trzecim). (4 — liczba
parzysta).

Oczywiscie, porzadkowanie tablicy (tzn. przechodzenie do uporzadkowania naturalnego)

moglismy wykona¢ znacznie ekonomiczniej, jesli chodzi o liczbe transpozycji — elementow
niekoniecznie sasiednich:

12,4,3,1] — [2,1,3,4] — [1,2,3,4].



lub — zapisujac bardziej rozwlekle, ale tak, aby trudniej sie byto pomyli¢ —
U:<1 2 3 4>:<1 2 3 4>o<1 2 3 4)
2 4 31 21 3 4 1 4 3 2

Tu byly potrzebne dwie transpozycje, tzn. permutacje o zapisaliSmy jako ztozenie dwdch
transpozycji. (Znow liczba parzystal)

Permutacje o zapisaliémy , w obu przypadkach, jako ztozenie parzystejilosci transpozycji.
Nie jest to przypadek, ale przejaw ogolnego

Tw. Zapiszmy jaka$ permutacje m € S, jako ztozenie k transpozycji. Wowczas parzystoscé
liczby k jest niezalezna od sposobu rozkladu 7 na transpozycje, tzn. zalezy tylko od
permutacji k.

Twierdzenie to zaraz udowodnimy, ale najsampierw podamy dwa pojecia, pojawiajace
sie przy permutacjach, tzn. pojecie cyklu oraz orbity cyklu.

e Cykle, orbity

Wezmy jaka$ permutacje m € S,,. Wezmy jakas liczbe 7 1 < j < n. Po jednokrotnym
zadziataniu permutacja 7, otrzymamy liczbe 7 (7). Po dwukrotnym zadzialaniu 7, otrzymamy
7(7(j)) = 7(j), po kolejnym: 73(j) itd. Po ktoryms kolejnym razie (co najwyzej n)
otrzymamy te samq liczbe j, jako ze co najwyzej n liczb j, 7(j),7%(j),...,7"(j) moze
by¢ réznych. Niech k bedzie taka najmniejsza liczba, ze 7%(j) = j. Powyzsza sytuacje,
dziatania kolejnych ztozen (iteracji) odwzorowania m, mozemy zilustrowa¢ jako:

¥=1(4) nazywamy orbitg elementu j pod dziatlaniem

Def. Powyzszy zbior: j, 7(j), 7%(j), ..., m
permutacji 7.

Def. Cyklem nazywamy permutacje, ktora na elementach orbity j, 7(5), 72(4), ..., 7
dziata nastepujaco:

)

j— () w(g) =G .

a na pozostalych liczbach jest tozsamosciowa.

Stw. Dane dwa cykle albo maja te same orbity, albo te orbity sa roztaczne.

Bo: Jedli maja jeden element wspoélny, to — z cyklicznosci — jego kolejne iteracje
wypelniaja zaréwno jedna jak druga orbite; wiec te orbity musza sie pokrywaé.

Korzystajac z tego widzimy, ze

Stw. Kazda permutacje mozna roztozy¢ na cykle, tzn. przedstawi¢ w postaci ztozenia
cykli o roztacznych orbitach.

Rownowazne zapisy cyklu: (abed. .. jk) = (bed. .. jka) = (cd . .. jkab) = (kabcd. . . j);
dopuszczalne sa cykliczne przestawienia elementow — ale inne nie!

Jeszceze jedna malutka

Def. Cyklem trywialnym nazywamy cykl odpowiadajacy orbicie jednoelementowey,
innymi stowy, cykl trywialny to permutacja tozsamosciowa.

Uwaga. Zazwyczaj cykle trywialne pomijamy w zapisie rozktadu permutacji na cykle
(ze wzgledow ekonomicznych). Ale czasem dopisujemy cykle trywialne.

Przykt. rozktadu permutacji na cykle. Oraz tego jak sie mnozy (sklada) permutacje
zapisane w jezyku cykli — istotne przy nastepnym punkcie.



Zauwazmy, ze rozkladajac permutacje tozsamosciowa na cykle, otrzymamy n cykli
trywialnych. Jest to tez jedyna permutacja sposrod nalezacych do 5, sktadajaca sie z n
cykli.

e Znak permutacji — szkic dowodu jednoznaczno$ci

Przypomnijmy co bedziemy (szkicowo) pokazywac:

Tw. Zapiszmy jaka$ permutacje m € .S,, jako ztozenie k permutacji. Wowczas parzystosé
liczby k jest niezalezna od sposobu rozkladu 7 na transpozycje, tzn. zalezy tylko od
permutacji k.

Dow. Niech permutacja m € S, ktorej parzystos¢/nieparzystosé bedziemy ustalac,
sktada sie z k cykli. Jej (nie)parzystosé zbadamy, przeksztalcajac ja w permutacje tozsamosciows,
(sktadajaca sie z n cykli) przez skladanie jej z jaka$ iloscia transpozycji (tzn. roztozymy
7! na transpozycje i zbadamy ich ilo§¢).

Poczyimy nastepujaca obserwacje i zawrzyjmy ja w stwierdzeniu:

Stw. Zlozenie dowolnej permutacji 7 z transpozycja zmniejsza lub zwieksza ilog¢ orbit
o1l

Dow. (Stw.) Niech transpozycja bedzie (i,1). Musimy rozwazy¢ trzy przypadki:

1. Permutacja 7 zawiera liczby i oraz [ jedynie w cyklach trywialnych:

m=..00)(1)..
Wtedy zlozenie z transpozycja (ij) bedzie
mo (if) = [()(5)] o [(2)] = [(i)];
z cykli (¢) oraz (j) zrobil sie (ij) — zmiana ilodci cykli wynosi —1.
2. Tak naprawde, to powyzsza sytuacja jest szczegdlnym przypadkiem sytuacji, gdy w
m, liczby i oraz [ sa zawarte w cyklach roztacznych: m = (ab..... hi)(AB... HI)

Tu mamy:
o (il) =[(ab.....hi)(AB...HI)| o [(il)] = [(iAB...Hlab...h)];
i znow, z dwoch cykli (ab.....hi), (AB...HI) zrobit sie jeden (iAB...Hlab...h)

— zmiana ilo$ci cykli wynosi —1.
3. Liczby i oraz [ sa zawarte w jednym cyklu: m = (ab...hij...kl).
Liczymy:
mo (il) = (ab...hij...kl)o (il) = (iab...h)(lj ... k);
z jednego cyklu (ab. .. hij ... kl) zrobity sie dwa (iab...h), (Ij ... k) — zmiana iloSci
cykli wynosi +1.

CBDO (dow. stw.)
Zalozmy teraz, ze startujemy z jakiej§ permutacji 7w, posiadajacej k cykli, i chcemy
dojs¢ do permutacji tozsamosciowej, posiadajacej n cykli, przez ztozenie 7 z r transpozycjami.
Niech r, sposrod tych transpozycji zwieksza ilosé cykli o 1, zas r_ niech zmniejsza ilosé
cykli o 1. Sumaryczna zmiana ilosci cykli to n — k, co musi by¢ réwne r, —r_:

n—k=ry—r_.
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Wezmy teraz inny zestaw transpozycji, w ilosci 1/, tak, ze ztozenie 7 z tymi r’ transpozycjami
znow daje permutacje identycznosciows. Jak poprzednio, niech r/, sposrod tych transpozycji
zwieksza ilosé cykli o 1, zas r’_ niech zmniejsza ilosé cykli o 1. Mamy

o
n—k=r, —r_.

Niech teraz np. 7/, = ry +1. Wtedy r_ nie moze by¢ dowolna, bo mamy warunek n —k =
r'.—rl,codajer. =r_+1. Zatemr' =7/ —0" =ry  —r_4+2=1r+2!

W ogélnym przypadku, niech 7/, = r +m. Wtedy mamy réowniez " = r_ +m, czyli
r'=r+2m.

Zatem! W kazdym przypadku r oraz r’ maja te samq parzysto$é (tzn. sa albo obie
parzyste, albo obie nieparzyste).

CBDO
Przykl. Poznajdujmy parzystosci wszystkich permutacji S:

o = ( 1 ; g ) = (1)(2)(3), sgn(m) = +; m = ( 1 g 3 ) = (23)(1), sgn(m) = —;

v ( ; ; ? ) = (13)(2), sen(m) = —; m = ( ; ? g > = (12)(3), sgn(ms) = —;
>: (123) = [(13)(2)] o [(12)(3)], sen(my) = +;

T ( :1% 12 ) = (132) = [(12)(3)] o [(13)(2)], sen(m-) =+

Poreczniejszy wzor na znak permutacji — przez rozktad na cykle nietrywialne i sumowanie
po ich dtugosciach

a uprzednio, ze kazdy cykl dtugosci k rozktada sie na & — 1 transpozycji.

1.4.7 Zapis wyznacznika przez permutacje

Teraz rozwinieta tu wiedze o permutacjach wykorzystamy do wypisania innej postaci
wyznacznika.

Niech A bedzie macierza n x n, ktorg zapiszemy na 2 sposoby, tak jak to juz czyniliSmy:

1 1 1
a1 a9 ... A p
a’, a*, ... d?,
A= . . . :[a17a27"'7an];
Clnl &ng c. a”n
ap (k=1,...,n) sa to wektory kolumnowe, ktore wyrazimy w bazie standardowej:

a; = a‘;e; + a’ieq + - -+ aie,.
Dla wyznacznika det A otrzymujemy:

1 2
det A = vol (ay,as,...,a,) = vol (a'1e; + a*1ex + -+ a"1en, a9, a3, . .., a,)

11



n

— Z a’'yvol (i, as, as, . . ., ay,)
=1

n n
i i
= Z Z a'1a"?9vol (€, €5y, a3, ..y an) = ...
i1=1ip—1
(] 1 K2
= SN ata®s . amvol (e, €4, €4,). (5)
ii=lig=1  ip=1

Przyjrzyjmy sie ostatniemu czynnikowi, tzn. vol (e;,, €;,, . . ., €;, ). Wszystkich n argumentow
w vol(...) sa wektorami bazy standardowej, tak wiec vol (e;,, e;,, ..., €; ) moze przyjmowaé

jedynie trzy wartosci: 0 (gdy jakiekolwiek argumenty sie powtarzaja — z antysymetrii vol),
badz £1 — gdy wszystkie n argumentéw jest réznych.

Przyjrzyjmy sie zatem znoéw czynnikowi vol (e;,, €;,, ..., €; ) po raz drugi, majac tym
razem w pamieci, ze wszystkie argumenty sa rézne. Wszystkich mozliwych sytuacji jest
tyle, ile przestawien n liczb od 1 do n, czyli n!. Przez przestawienia argumentow, wszystkie
te sytuacje mozna doprowadzi¢ do jednej, tzn. vol (eq,eq,...,e,) — 2z uwzglednieniem
odpowiedniego znaku. A ile wynosi ten znak? Ot6z zauwazmy, ze jest to po prostu znak
permutacji prowadzacej od {iy,is,...,i,} do {1,2,...,n}, czyli

1 2 ... n
Sgn(il i ... zn> (6)

Tak wiec w sumie (5) sumujemy po wszystkich permutacjach. Oznaczmy permutacje
wystepujaca w (8) jako

= 1 2 ... n (1 2 ... n
A\ m1) w2) ... wn) ) i odr ... iy
Uwzgledniajac to, przepiszmy zatem na (5) w nastepujacej postaci, dajacej rownowazne
wyrazenie na wyznacznik macierzy A:

det A — Z Sgn(ﬂ_)aw(l)laﬂ(Q)Q o arr(n)n (7)

WESn

Przykl. Popatrzmy, ze powyzsze wyrazenie daje znane nam juz wzory na wyznaczniki
macierzy 2 x 213 x 3.
e o Dla macierzy 2 X 2, mamy dwie permutacje, dla ktorych wypiszmy odpowiadajace

im znaki:
1 2 1 2
sgn(1 2)—1, sgn<2 1)——1 (8)

co prowadzi do nastepujacej jawnej wersji wyrazenia (7) na wyznacznik:
1 1
det [ 221 222 1 = a11a22 — CL12G21 (9)

— dobrze znany nam juz schemat Sarrusa dla wyznacznika macierzy 2 x 2.

e e o Dla macierzy 3 x 3, mamy szeS¢ permutacji, dla ktorych wypisywaliémy we
wzorze (?77). Mamy:

12



det a21 a22 a23 ::a11a22a33-+»a31a1

2 2 3 1
20°3 +a”1a°2a 3

——a21a12a§3 —-a31a22a13-—-a11a32a23 (10)
— znéw schemat Sarrusa dla wyznacznika macierzy 3 x 3.

e ¢ ¢ ¢ Dla macierzy 4 x 4 juz darujemy sobie' wypisanie jawnej postaci wyznacznika.
Sa tu 4! = 24 wyrazy i bez istotnej potrzeby nie ma po co tego wypisywac.

ZobaczyliSmy wlasnie, ze juz przy macierzy 4 x 4 wzor (7) na wyznacznik jest mato
praktyczny. A stopieni pracochtonnosci przy liczeniu wyznacznika ze wzoru (7) szybko
ro$nie wraz z n. Juz przy rozmiarze wyznacznika rzedu 30 czas jego liczenia na najlepszych
komputerach staje sie porownywalny z wiekiem Wszech$§wiata. Na szczescie, istnieja bardziej
praktyczne metody liczenia wyznacznikow. Do poznania ich zaraz przejdziemy.

1.4.8 Wyznacznik macierzy a wyznacznik macierzy transponowanej

Z wzoru (7) pokazemy nastepujaca wlasnos¢ wyznacznika.
Tw. Dla dowolnej macierzy A, wyznacznik macierzy A jest réwny wyznacznikowi
macierzy transponowanej:

det A = det(A”)

(dla przypomnienia, przejscie od macierzy do macierzy transponowanej polega na zamianie
wierszy na kolumny i vice versa).
Dow. Najsampierw zauwazmy, ze dla dowolnej permutacji 7, mamy

sgn(m) = sgn(r 1)

co wynika 7z whasnosci: sgn(o o ) = sgn(o) - sgn(r), a to wynika wprost z definicji znaku
permutacji. (Mamy wiec: sgn(7~' o) = sgn(Id ) = sgn(7~!) - sgn(7), czyli znaki 7 oraz
71 83 jednoczesnie albo 1, albo —1).

Zapiszmy teraz i poprzeksztalcajmy wzor (7) na det A:

det A=) sgn(m)a™ M a™ @, . a™™
TESH
— 1 2 n
= Z sgn(ﬂ)a =1(1)G 7=1(2) - - - A 7=1(p)
TES,

= Z sgn(ﬂ_l)alrl(l)a%q(z) R )
TESy
_ 1 2
= > sg(0)a’o)a’s) -0 o)
o~ leS,
_ 1 2 n
= > 580(0)a’5(1)a’s(2) - - - 0" ()
oESh
CBDO

!Podobnie jak Al — bohater negatywny 'Toy Story 2’ — darowal sobie prysznic przed wyjazdem do
Tokio
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1.4.9 Rozwiniecie Laplace’a
Miejmy macierz A, i zapiszmy ja jako zespol n kolumn {ax}, k=1,... n:
A=lay,az,...,a,).

Wezmy jaka$ kolumne (np. j—ta) i dodajmy do niej wielokrotnos¢ jakiejs innej kolumny,
np. 1—tej. Jak pamietamy, warto$¢ wyznacznika si¢ po takiej operacji nie zmienia:

detlay, ag, ..., a ..., a,) = detlay, ag, ..., a; + Aai, . .., ap)
bo
detlay, ag, ..., Qi ..., 05 + Aai, ..., ap] = detar, ag, ..., a;, ... 05, ..., a0,]
+Adetlay, ag, ... a5, ... ;... ay]

a wyznacznik tej drugiej macierzy jest réwny zeru, bo ma ona dwie takie same kolumny
a;.
WeZmy teraz macierz A i ustalmy ¢ — numer ustalonej i—tej kolumny. Mamy:

det A =vol(ay,as,...,a;...,a,).

Zapiszmy 1—tg kolumne jako kombinacje liniowa wektorow bazy standardowe;j:

1 2
ai:ai61+aieg+---+a”¢en

wstawmy to rozwiniecie do wyznacznika i skorzystajmy z liniowosci wyznacznika wzgledem
dowolnego argumentu:
n
det A = vol (ay, as, . ..,a" e +a’eat - +a"ien, ... a,) = Z a’vol (ay, as, . .. L€y ey Qp).
j=1
(11)
Wypiszmy jawnie k—ty sktadnik powyzszej sumy:

[ a'y alsy 0 a', |
a*y a’y 0 a*y,
k k : : :
a“;vol (a1, a9,...,€5,...,a,) = a”;det
i ( ) ) ’ ) ’ TL) i akl akg 1 akn
a’y a" ... 0 ... ad",

Odejmujmy teraz k—ta kolumne od wszystkich pozostalych, ze wspotczynnikami a;?, aby

w calym i— tym wierszu otrzymaé zera (z wyjatkiem, oczywiscie, k—tego miejsca w
wierszu). W ten sposob mamy:

k k k k k
a®ivol (ay,ag, ... e, ..., a,) =a"vol(a; — a*1eg, a3 — a“sep, ... €k, ..., a, —a"pex)

a'y, a'y ... 0 ... ab,

Cl21 0,22 .0 L a2n
& : : : :

= a"; det =...
! 0 o ... 1 ... 0
| a1 a"y 0 an, |
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W otrzymanej powyzej macierzy przestawmy teraz i—ta kolumne na pierwsze miejsce.
Musimy przy tym zmieni¢ znak ¢ — 1 razy. Nastepnie k—ty wiersz na pierwsze miejsce,
znOW zmieniajac znak k — 1 razy. Mamy wiec:

[ 1 0 0 e 0 0 e 0
1 1 1 1 1
0 ay as ... Qi1 A iv1 .. Ay
2 2 2 2 2
0 a1 a9 a~;—q a~;+1 a“pn
i—1 k—1 _k
= (—=1)""(—-1)"""a"; det _ _ _ _ .
(=) (=1 i 0 ab=1, b1 e S
0 ak‘+1 akJrl Gk+11_1 ak+1i+1 ak’+1n
L 0 Clnl ang N a”i_l a”,-H ce a”n ]

Latwo zobaczy¢, ze ten ostatni wyznacznik jest rowny wyznacznikowi nastepujacej macierzy
rozmiaru (n — 1) x (n —1):

1 1 1 1 1
a1 a9 a ;-1 a i+ a pn
2 2 2 2 2
a1 a9 a~;—1 a~i+1 a~p
ak—l ak—l &k_l _ ak_liJrl ak—ln
k+1 k+1 k+1 k+1 k+1
a a a i-1 a i+1 a n
n n n n n
| a1 a2 .- ai—1 a i1 a'n |

Uzasadnienie dla niedowiarkéw,

ktora — jak widzielismy — powstala z wyjsciowej macierzy A przez wykreslenie k—tego
wiersza i i—tej kolumny.

Wyznacznik tej macierzy z wystepujacym wyzej znakiem, tzn.

Def. Wyznacznik macierzy powstalej z wyjsciowej macierzy A przez wykreslenie k—tego
wiersza i i—tej kolumny, pomnozony przez (—1)**, nazywamy dopetnieniem algebraicznym
wyrazu a¥; i oznaczamy A’y

W ten sposob, k— ty wyraz sumy (11), ktory tak pracowicie przeksztalcalismy, mozemy
przepisaé jako

akiAika

za$ cala sume (11), tzn. det A, jako

n
det A = Z (ljiAij (12)
j=1
Wrzor, ktory wlasnie otrzymaliémy, nazywa sie rozwiniecie Laplace’a (wyznacznika
macierzy A wzgledem i—tej kolumny).
7 niezmienniczoSci wyznacznika wzgledem transpozycji macierzy widzimy, iz réwnie
dobrze mozemy rozwija¢ wzgledem wierszy jak wzgledem kolumn. Tak wiec rownowaznie
mozemy napisa¢ rozwiniecie wyznacznika macierzy A wzgledem j—tego wiersza

det A =" a’ A, (13)
k=1

Uwaga. Wzory (12) i (13) sa blizniaczo podobne, ale nie identyczne — zwroémy uwage,
po czym sumujemy w jednym i drugim przypadku!
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Przykl.
7 rozwiniecia Laplace’a wazne i czesto pozyteczne wzory: wzor na macierz odwrotng
oraz tzw. wzory Cramera dotyczace rozwiazywalnosci uktadéw rownari liniowych.

1.4.10 Wz6r na macierz odwrotng

Niech A bedzie macierza nieosobliwg, tzn. taka, ze det A # 0. Wiemy, ze wtedy istnieje
macierz odwrotna A~!. Oznaczmy przez AP macierz

A11 A12 . Aln
A%, A%, L. A2,

AP = | T . (14)
Ary Ay Lo AT,

zwana macierzg dopetnien algebraicznych, lub tez macierzq dotgczong. Obliczmy iloczyn
A AP oznaczajac go M:

all alg c. aln All A12 . Aln
M AAD a21 CL22 c. a2n A21 A22 . AQn
Clnl CLnQ e CLnn Anl An2 R Ann

Oznaczmy elementy macierzy M jako m';. k—ty element diagonalny to:
mF, = Zaijjk = det A;
j=1

rownosé ta wynika z rozwiniecia Laplace’a (w wersji wierszowej). A ile wynosza wyrazy
pozadiagonalne, tzn. m*; dla k # 1 7 Otoz:

n
k ko Aj.
mb =" a"; A
Jj=1

powyzsza sume mozna interpretowac¢ jako wyznacznik macierzy, w ktorej w k—ty oraz
[—ty wiersz sa rowne k—temu wierszowi macierzy A. (rys.) Tak wiec!! otrzymujemy:

AAD —det A - I,

(I, — macierz jednostkowa). Analogicznie, wykorzystujac rozwiniecie Laplace’a wzgledem
kolumn, otrzymujemy

APA =det A- I,

W ten sposéb otrzymalismy
Tw. Jesli det A # 0, to macierz odwrotna A~! dana jest wzorem

1
A7l = AP, 1
det A ( 5)
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1.4.11 Wzory Cramera

Niech teraz A bedzie macierza uktadu rownan (n réwnan na n niewiadomych):

a1zt + a'92? + ... 4+ a2 = bl
a1zt + a4+ ... 4+ atat = b?

tzn. Ax =10 (16)
ay izt 4+ ar®? + ...+ adba = b

Jesli wyznacznik det A # 0, to istnieje A~! i uklad rownan ma jednoznaczne rozwigzanie:
z= A"

Korzystajac z wzoru na macierz odwrotna, widzimy, iz k—ta sktadowa wektora = jest

réwna . .
k— AR b
det A Z :

=1

A teraz! Rozpatrzmy macierz By, ktora powstala z A przez wymiane k—tej kolumny na
kolumne wyrazéw wolnych b:

1 1 1 11 1
a1 a9 ... Ak b akg+r1 ... Qp
2 2 2 2 2 2
a*y a‘y ... a‘p_1 b° a1 ... a®,
ay a’y ... a1 b a1 ... d",

Liczac wyznacznik tej macierzy przez rozwiniecie Laplace’a wzgledem k—tej kolumny,
widzimy, ze

Z Aklbl = det Bk,
j=1

co daje nam jawny wzor na rozwiazanie uktadu réwnan (16):

 det A

(17)

ktore to wzory znaliSmy juz dla n =2 i n = 3 (cho¢ dla n = 3 byl ten wzor na wykladzie
podany 'na wiare’, bez uzasadnienia) — a teraz widzimy, ze analogiczne jak dla n = 2 i
n = 3 wzory maja miejsce dla dowolnego rozmiaru uktadu.

Uwaga. o (nie)praktycznosci wzoréw Cramera do rozwigzywania ukl. réwnan z konkretnymi
wspotczynnikami liczbowymi
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2 Formy kwadratowe

2.1 Formy biliniowe — przypomnienie i uzupelnienie

Def. Formg biliniowg nazywamy odwzorowanie b : V x V — R, liniowe w kazdym
argumencie, tzn. speklniajace dla dowolnych wektorow u,v,w € V, a, 8 € R:

b(au + fv,w) = ab(u, w) + (v, w),  blw,au+ fv) = ab(w,u) + B(w,v). (18)

Przykt. Standardowy iloczyn skalarny jest forma biliniowa.

Przykl. lloczyn wektorowy na V = R3 jest forma biliniowa (oraz 2—forma — dla
przypomnienia see rozdz. o formach bilin. i 2—formach).

Ilu warunkoéw potrzeba, aby w pelni scharakteryzowaé¢ forme biliniowa? Tzn. umie¢
podac jej warto$¢ na dowolnej parze wektorow.

Konkretnie, zadajmy w przestrzeni V' jakas baze e = (ej,ea,...,€,). Wezmy dwa
wektory

_ i _ J
x =2 a'e,  y=) ye
i=1 i=j

Wartosé formy biliniowej b na wektorach x,y mozemy, korzystajac z warunkow (18)
liniowosci w kazdym argumencie, zapisa¢ jako

n n n

n n n
b(x,y) = b(z z'e;, Z y'e;) = Z Z bes, ej)x'y’ = Z Z bija'y’ (19)
i=1 i=j i=1j=1 i=1j=1
gdzie oznaczyliSmy:
bij = b(ei, ej).
Aby podaé¢ wartosé¢ 2—formy na dowolnej parze wektoréw, musimy znac¢ wszystkie wartosci
formy na wszystkich mozliwych parach wektoréow liniowo niezaleznych, tzn. musimy zna¢

macierz b;; — co daje nam n? warunkow, niezbednych do scharakteryzowania dowolnej
formy biliniowe;j.

2.2 Formy biliniowe symetryczne i antysymetryczne

Def. Mowimy, ze forma biliniowa b jest symetryczna, gdy dla dowolnych dwoch wektorow
x,y € V zachodzi

b(x,y) = b(y,x) (20)
oraz ze jest antysymetryczna, jesli dla dowolnych dwoch wektorow x,y € V
b(X7 y) - _b(Y7 X) (21)

(forme biliniowa antysymetryczna nazywamy — jak pamietamy — 2—forma).

Mamy proste

Stw. Kazda forma biliniowa b daje sie jednoznacznie przedstawi¢ jako suma pewnej
formy symetrycznej by i antysymetrycznej by:

b(x,y) = bs(x,¥) + ba(x,Y)- (22)
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Dow. (zgaduj zgadula) Zgadnijmy, ze:

b 0,¥) = 5 (b6 y) 0y X)), Bl y) = 5 (0x.) — by, %))

Bezposrednim rachunkiem sprawdzamy, ze b, jest symetryczna, zas b, — antysymetryczna,
oraz ze jest spelniony warunek (22).
CBDO

2.3 Jak sie zmienia macierz formy biliniowej przy zmianie bazy

Wroémy do wzoru (19), dajacego wartosé formy biliniowej b na parze wektorow x,y, i
napiszmy ten sam wzor w takiej notacji, aby jawnie zaznaczy¢ zaleznosé od bazy. Niech
w przestrzeni V bedzie zadana baza e Oznaczmy:

x=[al, v =" (23)
oraz niech [b]. oznacza macierz, ktorej elementy macierzowe b;; sa okreslone przez
bij = b(es, €;) (24)

Potraktujmy powyzsze wielkodci, tzn. [z]%, [y]¢, [b]. jako macierze. Zauwazmy, ze wzor(19),
dajacy wartosé formy biliniowej b na parze wektorow [z]¢, [y]¢, mozna zapisa¢ jako mnozenie
macierzy:
e\T e

b(x,y) = ([z])" - [l - [y (25)
(- oznacza mnozenie macierzy). Wezmy teraz inna baze f w przestrzeni V. Zalozmy,
7e znamy macierz [b], formy b w bazie e oraz macierze przejicia [Id ]/, [Id]ef pomiedzy
bazami e oraz f. Zapytajmy teraz: Jak znaleZé macierz [b]s, tzn. macierz formy b w bazie

fe
Aby odpowiedzie¢ na to pytanie, przypomnijmy sobie, jak powiazane sg ze sobg
przedstawienia wektora x w bazach e, f:

@] =[], - o)/, y)*=[1d]e, - [y)!

Pamiectajmy tez, ze transpozycja odwraca kolejnosé mnozenia macierzy: (AB)T = BT AT,
W odniesieniu do wektora [z]® mamy:

([2])" = (] - [2)))" = ([2])" - () )"
Mamy wiec:

b(x,y) = ([2])" - [Ble - [y)* = ([=])" - (Fd)"p)" - Bl - [1d] [y = ([«])" - (0] - )

To interpretujemy jako [b] ¢

Mamy wiec szukany wzor transformacyjny:

(Bl = ([1d]*p)" - [B]e - [1d]°, (26)

Wzor ten warto poréwnac z wzorem na transformacje macierzy odwzorowania liniowego
przy zmianie bazy. Przypomnijmy to:
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Niech T' bedzie odwzorowaniem liniowym V — V. Pamietamy wzor na macierze
odwzorowan liniowych [T]¢,, [T}/  odwzorowania liniowego w bazach e, e oraz f, f odpowiednio:

[T]ff = [Id]fe ’ [T}ee ’ [Id]ef

Def. Rzedem formy biliniowej nazywamy rzad odpowiadajacej jej macierzy — w dowolnej
bazie.

Zachodzi bowiem:

Stw. Rzad macierzy formy biliniowej nie zalezy od bazy.

Pelmego dowodu tu nie podamy. Zauwazmy jedynie, ze gdy rzad jest maksymalny
(tzn. rowny n = dim V'), to stwierdzenie jest oczywiste: Z wzoru (26) wynika bowiem,
ze macierz nieosobliwa przechodzi w macierz nieosobliwa. W ogélnym przypadku trzeba
pokazac, ze rzad nie zmienia sie przy transformacji nieosobliwej (tzn. realizowane]j przez
macierz nieosobliwa); jest tu troche wiecej gimnastyki i te cze$¢ dowodu pominiemy.

2.4 Formy kwadratowe. Wzoér polaryzacyjny

Niech b bedzie forma biliniowa na przestrzeni wektorowej V.
Def. Formg kwadratowg () na przestrzeni wektorowej V nazywamy odwzorowanie
Q@ :V — K, okreslone jako
Q(X) = b(X7 X)
Uwagsi.
1. Widzimy, ze w definicji () pojawia sie forma biliniowa b; z tego wzgledu czasem
dopowiadamy, ze forma @ jest stowarzyszona z forma biliniowa b.

2. Zauwazmy, ze do okreslenia () wchodzi tylko cze$¢ symetryczna formy b, jako ze
ba(x,x) = 0 dla dowolnego wektora x.

Tak wiec forma kwadratowa jest wyznaczona przez cze$¢ symetryczng formy biliniowej b.
Zapytajmy, czy na odwrot: Czy mozna wyznaczy¢ czeéc symetryczng formy biliniowej b,
znajac forme kwadratowa ()7 Odpowiedz jest pozytywna. Wezmy dowolny inny wektor y
(niewspotliniowy z x) i wyliczmy:

Qx+y) =b(x+y,x+y)=bs(x,%x) + 2bs(x,y) + bs(y,y) = Q(x) + Q(y) + 2bs(x, y),
skad wynika wzor na 'rekonstrukcje’ (czesci symetrycznej) formy biliniowej z formy kwadratowej:

h(x,y) = 5 (Q(x +y) ~ Q) ~ Q) (27)

Powyzszy wzor nazywamy wzorem polaryzacyjnym.
Niech teraz mamy baze e w V. Z wzoru (19) mamy:

n n

Qx) = Z Z qijxixj (28)

i=1j=1
gdzie

Gij = (bs)is
jest symetryczna macierza nazywana macierzq formy kwadratowej (w bazie e).

Def. Rzedem formy kwadratowej nazywamy rzad macierzy tej formy (w jakiejkolwiek
bazie — rzad nie zalezy od bazy).
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2.5 Przyklady form kwadratowych

1. Rozwazmy jednorodny? wielomian drugiego stopnia od n zmiennych z, s, ..., Zy:
n n . .
1 .
Q(xlal?a ... 7.I'n) - ZZQ@]‘T IJ?
i=1 j=1

widaé, ze jest to dokladnie prawa strona wzoru (28). Tak wiec wielomian jednorodny
2. stopnia mozemy uwaza¢ za forme kwadratowa.

2. Rozwazmy dwa sprzezone jednowymiarowe oscylatory harmoniczne. RYS. z1, x5 s3
wychyleniami z polozenia rownowagi. Energie potencjalng takiego uktadu mozemy
zapisaé jako:

1 1
E(SCl, .I'Q) = 5 (]{]11'% -+ kgl'% + k12(l’1 — .%2)2) = 5 ((]fl -+ klg)l'% -+ (kg -+ ku)l’% — 2]{]12513'1 .TQ) s

a wiec znowu jest to forma kwadratowa. Ogodlnie, dla n sprzezonych oscylatoréw
harmonicznych, energie kinetyczng mozemy zapisa¢ jako

n n
E(xy,29,...,2,) = Z Z kijx'a’;
i=1j=1
wystepujaca tu (symetryczna) macierz k;; nazywa sie czesto macierzq statych sitowych.

2.6 Metoda Lagrange’a diagonalizacji formy kwadratowej

Def. Forme kwadratowg nazywamy diagonalng, jesli macierz tej formy jest diagonalna,
tzn. jedyne jej niezerowe elementy wystepuja na przekatnej.

Tw. (Lagrange’a). Kazda forma kwadratowa ma baze diagonalizujaca, tzn. taka, ze
macierz formy w tej bazie jest diagonalna.

Dow. Zajmujmy sie forma we wspotrzednych, tzn. Q(x) = >0, >t ¢;jx'2?. Zamiana
bazy bedzie sie odbywatla poprzez transformacje sktadowych wektora.

Rozwazmy dwa przypadki: i) Macierz formy posiada chociaz jeden element diagonalny
rozny od zera, ii) macierz formy ma wszystkie elementy diagonalne rowne zeru.

i) Zalozmy, ze elementem réoznym od zera jest ¢; (gdy tak nie jest, to mozemy
przenumerowa¢ sktadowe).

Zamiana bazy bedzie sie odbywata w kolejnych krokach (ilosci co najwyzej n) i bedzie
polegata na 'uzupetieniu do petnego kwadratu’.

Krok 1. Zapiszmy forme w nastepujacej postaci, wydzielajac jawnie wskaznik 1 oraz
pozostale, oraz korzystajac z tego, ze macierz jest symetryczna, co w szczegodlnosci daje

q1i = Qi1:

Q(x) = Q(z' 2% ... a") = Z gijr'e? = qua'z' +2 Z g s’ + Z Z gijr's’
i=1j=1 i=2 i=2 j=2
= {11 (xl +— Z qlixz> - — <Z qlixl> + Z Z (]Z‘jJJZZL’j = ...
11 =2 i1 \;= i=2 j=2

2tzn. sumaryczna potega kazdego czlonu jest réwna 2
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Nazwijmy teraz: X' = o' + q% S 5 qiix’; mozemy wiec forme zapisac jako

2
QX' 2% a") = X' X' - . (Z;QMIZ) +D gt

i=2 j=2

1

Zauwazmy, ze w sumach powyzej nie wystepuje juz r* — sa tam jedynie wspotrzedne o

numerach 2 i wyzszych. Mozemy wiec zapisac
n n . .
QX 22 ... 2" = qu X' X + Z Z cijx' e’
i=2 j=2

dla pewnej macierzy c;;. (Mozna wyrazié¢ ¢;; przez ¢;;, ale nie jest to potrzebne, wiec sobie
darujemy).

Widzimy wiec, ze forma () jest diagonalna w zmiennej X*.

Krok 2. Jesli macierz ¢;; posiada chociaz jeden element diagonalny rézny od zera, to do
formy kwadratowej >7i, 327, cijx'a? stosujemy znow sposob postepowania analogiczny
jak w kroku 1. Jesli nie — to stosujemy sposob postepowania opisany ponizej w ii). Itd;

ii). Trzeba teraz powiedzie¢, co robimy, gdy forma kwadratowa nie ma ani jednego
niezerowego elementu diagonalnego. Macierz formy musi mie¢ wtedy przynajmniej jeden
niezerowy wyraz niediagonalny (gdyby miala wszystkie elementy niediagonalne rowne
zeru, to bytaby forma totalnie zerowa, i jako taka bytaby diagonalna). Zatdzmy, 7e elementem
niediagonalnym macierzy jest ¢12 (gdyby tak nie byto, zawsze mozemy przez przenumerowanie
bazy osiggnaé to, aby ¢i2 # 0). Forma kwadratowa ma wiec postac:

Q' 2%,...,2") = qua'z? + . ...
Zamienmy wspolrzedne nastepujaco: (z!,2?) — (X1, X?):
=X+ X2 2P=X'— X2
Wtedy forma przybiera posta¢:
QXN X2 2% ... 2") = qo X' X' — g X2X? 4 ...

Widaé, ze przez powyzsza zamiane zmiennych doprowadziliémy do tego, ze forma ma
wyraz diagonalny. Teraz stosujemy metode diagonalizacji z i).
Cala procedura diagonalizacji zakonczy sie w co najwyzej n krokach.
CBDO
Przykl.

1. Rozpatrzmy forme:
Q(z', 2%, 2°) = 2'a + 20'2? + 22?4+ 4a?2® + 52’3
Postepujac jak w i), wezmy:
Xl =242 = z'=X'-2?
i mamy:
QX1 2? 2*) = X' X! — 2X12? 4 2%2? + 2X ' 2? — 22727 + 42?2 + 52°2°
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= XX 4 —2%2? + 422 + 5ada®
tzn. w pierwszym kroku, w nowej zmiennej X' mamy wyraz wylgcznie diagonalny.

Dalej: Wezmy:
X? =2 -22%, — 2*=X%+22°

Liczymy:
QXY X% 2% = XX — X2X2 —4X %% — 4232 + 4X7%2% + 82323 + 52323
= X'X' - X?°X?+ 92%2°
czyli otrzymalismy forme w postaci diagonalne;j.
Wazna w zastosowaniach okazuje sie by¢ ilo§¢ pluséw i minusé6w na diagonali, ktora

tu wynosi: dwa plusy i jeden minus.

2. Wezmy teraz forme, ktorej macierz posiada wszystkie elementy diagonalne réwne

zeru:

Q(z', 2%, 2°) = 2'a® + 212’ + 2223
Zgodnie 7z ii), wprowadzamy:

o =X"+ X2 2= X' - X2
i mamy
QX' X2 2°) = X' X - XX+ X3+ X222 - X — X2 = XX - X2 X242 X e,
Mamy tu juz samodzielny wyraz diagonalny —X2X?2. Zamieniamy wiec zmienne w
parze X', 2° wg procedury z i): Wprowadzmy YV = X! + 23, tzn. X! = Y — 23
Mamy:

QY, X% 2%) = —X?’X?*+ (Y — 2°) (Y — 2%) +2(Y — 2*)2?
= —X2X?4+YY —2V2® + 2328 4+ 2V 2® — 22%0% = —XPX2 4 YY — a2d

Widzimy wiec, ze we wspotrzednych (Y, X2, 2?) forma Q przyjeta posta¢ diagonalna.

Znow wazna (w zastosowaniach) jest ilo§¢ plusow i minusow na diagonali: Tu dwa
minusy i jeden plus.

2.7 Postaé¢ kanoniczna i sygnatura formy kwadratowej. Twierdzenie
Sylvester’a

Po diagonalizacji formy otrzymamy postac, zawierajaca wylacznie wyrazy kwadratowe.
Forma ma wiec postac:

Q(yla'”uyn) :Zai<yi)27 CL,?éO dla ¢ = 1727"‘7T' (29)
=1

Liczba r niezerowych wyrazow na diagonali, jak tatwo spostrzec, jest rzedem formy (bowiem
macierz formy, posiadajgcej na diagonali r niezerowych wyrazow, a poza tym same zera,
ma rzad r).

Mozna jeszcze nieco uprosci¢ posta¢ formy. Spotykamy tu dwie roézne sytuacje zaleznie
od tego, czy mamy forme na przestrzeni V nad R, czy na C. Przypadek C okazuje sie
prostszy.
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2.7.1 Formy nad C

Przeskalujmy zmienne y* w postaci formy (31) nastepujaco:

Y= Vay'

Mozna zapytac, jaki znak pierwiastka tu wybieramy? Pamietamy bowiem, ze wycigganie
pierwiastka kwadratowego nad C jest zawsze operacja dwuznaczng!l. Wszystko jedno. W
ten sposob osiggamy postac

QY ...,Y") = XT:(YZ')Q, dla i=1,2,...,7. (30)

=1

Postaé¢ (32) nazywamy postacig kanoniczng formy kwadratowej nad C.

2.7.2 Formy nad R

Posta¢ formy kwadratowej po diagonalizacji metoda Lagrange’a nie jest wyznaczona
jednoznacznie: Moglismy startowa¢ od dowolnego wyrazu diagonalnego i nie ma powodu,
ze dostaniemy dokladnie te samg posta¢ niezaleznie od tego, ktory wyraz diagonalny
wezmiemy na poczatku. Na razie unormujmy wspotezynniki przy petnych kwadratach.
Napiszmy forme w postaci

QW' ..., y") :Zai(yi)Q - > a;(y)?,  a; >0 dla i=1,2,...,r (31)

i=1 i=p+1

Po unormowaniu analogicznym jak dla przypadku nad C:
Y' = ay

(mozemy tak zrobi¢, bo wszystkie a; > 0 w zapisie (31)) osiagamy postac:

QY ... ,Y") = i(yi)2 — _Z (Y42 (32)

Powroémy do problemu jednoznacznos$ci takiej postaci formy. Wiemy, ze rzad musi by¢
taki sam niezaleznie od sposobu diagonalizacji. Ale co z iloscig pluséw i minuséw? Czy
przez inny sposob diagonalizacji nie osiagneliby$my postaci z innymi liczbami pluséow i
minusow? Okazuje sie, ze nie. Zachodzi bowiem

Tw. . (Sylvestera; zwane tez tw. Sylvestera i Jacobiego, lub tw. o bezwladnosci form
kwadratowych). Jesli forme kwadratowa nad R sprowadzimy za pomoca dwoch réznych
przeksztatcenn do postaci kanonicznych, to obie formy kanoniczne majg te same ilosci
wspotezynnikoéw dodatnich oraz wspolczynnikow ujemnych.

Uwaga. Zestaw tych dwu liczb, tzn. iloSci pluséw oraz ilo$ci minuséw, nazywamy
sygnaturg formy kwadratowej. Tw. Sylvestera mozemy wiec wypowiedzie¢ w ten sposob,
ze sygnatura rzeczywistej formy kwadratowej jest wyznaczona jednoznacznie.

Dow. . Miejmy forme kwadratowa Q(x) = Q(x!, 22, ..., 2"). Niech dwa przeksztalcenia
) =3 byt orazal = g2 (33)
k=1 =1
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przeksztalcaja forme @Q(x) odpowiednio w postaci diagonalne

Q) =ai(y")? + -+ a(y)’ = (y* ) = = ay(y™)?, (34)
gdzie wszystkie wspotezynniki a;, a) sa wicksze od zera, oraz
Q(z) = bi(2")* + - 4 b (27)7 = Uy (2™F)? = = BT, (35)

gdzie rowniez wszystkie wspotczynniki b;, b sa wieksze od zera.
Suma ilosci niezerowych wyrazéow diagonalnych dodatnich i ujemnych musi byé¢ rowna
rzedowi formy:
r=k+1l=m+p. (36)
Nalezy dowies¢, ze
m =k oraz p=I. (37)

Przypusémy (dow. a.a.) ze tak nie jest, i ze np.
k> m; (38)

z (36) wynika, ze | < p.
Rozpatrzmy przeksztalcenia odwrotne do (33), tzn. wyrazmy sktadowe ¢/, 27 wektorow

y i z liniowo przez skladowe !, 22, ... 2"
Rozpatrzmy dalej nastepujacy uktad n — k + m réwnan liniowych jednorodnych o n
niewiadomych 2!, 22,..., 2™
=0, 22=0, ..., 2"=0,¢y"" =0, y"2=0, ...,y"=0. (39)

Poniewaz n — k +m < n, (tzn. ilo§¢ rownan jest mniejsza niz ilos¢ niewiadomych), to
uktad powyzszy ma rozwiazanie niezerowe. Oznaczmy jakies$ z tych niezerowych rozwiazan
jako xq:

Xo = w5, 22,..., xf).

Wstawmy je do Q(x) na dwa sposoby: z postaci (35) otrzymujemy

Q(x0) = ar(y")? + -+ ax(y*)* > 0, (40)
a z postaci (?77) dostaniemy
Q(xo) = =0y (z™1)? =+ = b, (") < 0. (41)
Zatem Q(xq) = 0. Stad, na mocy dodatnio$ci wspotczynnikow a; oraz (40) wynika, ze
y'=0, y¥*=0,...,4 =0 (42)
Ale wyzej widzielismy, p. (39), ze pozostate sktadow y*™1 ... y" tez sa zerowe, razem
wiec
y' =0, y¥*=0,...,y" =0. (43)

a stad, na mocy pierwszej z definicji (33) widzimy, ze
=0, 22=0,...,20 =0, (44)

a to znaczy, ze rozwigzanie xo musi byé zerowe. Sprzecznosé.
Analogicznie jest z przypuszczeniem, ze zachodzi nierownos$é¢ k < m, czyli p > [.
CBDO
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2.8 Kryterium wyznacznikowe dodatniej okres§lonosci form kwa-
dratowych

Def. Mowimy, ze forma @ jest dodatnio (nieujemnie) okreslona, gdy dla dowolnego
wektora x zachodzi Q(x) > 0 (Q(x) > 0); i blizniaczo

Mowimy, ze forma @ jest dodatnio (nieujemnie) okreslona, gdy dla dowolnego wektora
x zachodzi Q(x) < 0 (Q(x) < 0).

W zastosowaniach czesto wazne jest stwierdzenie, czy dana forma kwadratowa jest
dodatnio, badz ujemnie okreslona. Niedtugo zobaczymy, ze badanie (lokalne) maksiméow/
minimoéw funkcji f wielu zmiennych sprowadza sie do przetestowania, czy forma kwadratowa,
bedaca rozwinieciem Taylora f do 2. rzedu jest dodatnio/ujemnie okreslona.

Problem dodatniej/ujemnej okreslonosci formy kwadratowej oczywiscie mozna rozstrzygnac
przy pomocy metody Lagrange’a diagonalizacji formy. Rozpowszechnione jest jednak inne
kryterium, ktoére teraz podamy bez dowodu.

Tw. (kryterium dodatniej/ujemnej okreslonosci formy kwadratowej). Niech ¢ = {¢;;}
bedzie macierza formy kwadratowej (). Utworzmy ciag minorow:

Ay =qui; Ay = ’ u d2 .., A, =detq.

d21 Q22

Wtedy:
1. Jezeli Ay > 0,A5 >0,...,A, >0, to forma jest dodatnio okreslona.

2. Jezeli Ay < 0,A >0,A3 <0,...,1ogolnie dla kazdego k < n zachodzi: sgn(A) =
(—1)*, to forma jest ujemnie okreslona.

Dow. . mozna znalez¢ np. w materiatach K. Grabowskiej do Matematyki II sprzed
roku, lub w wiekszosci ksiazek poswieconych algebrze liniowej.

Uwaga. Metoda (pozornie) nie dziala, gdy ktorys z minorow jest rowny zeru. Jednak
wtedy forma nie jest ani dodatnio ani ujemnie okreslona.
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