1 Agitacja

W. 1. Arnold — wielkiej klasy matematyk — zauwazyl, ze:

'Glowne odkrycie Newtona, to, ktoérego zdecydowat sie nie ujawniac i opublikowal tylko
w postaci anagramu, brzmi: Data aequatione quodcunque fluentes quantitiae involvente
fluziones invenire et vice versa. W tlumaczeniu |z taciny i| na wspotcezesny jezyk matematyki
oznacza to, ze

Rozwigzywanie rownan rozniczkowych jest rzeczq pozyleczng.’

Tak sie sktada, ze ogromna wiekszos¢ praw fizyki sformutowana jest jako réwnania
rozniczkowe. Pierwsze z brzegu przyktady to: Prawo Newtona f = ma, rownania Maxwella,
rownanie Schrédingera. Aby wydoby¢ fizyczng tresé z rownania, trzeba je umieé¢ rozwigzaé
lub zbadaé jego wtasnosci. Niniejszy rozdzial jest wstepem do tego.

2 Ogo6lnikowa definicja

Niech F' bedzie funkcja n + 1 zmiennych, za$ y niech bedzie funkcja jednej zmiennej x.
Roéwnanie
Flz,y,y,...,y™)=0
k) — dty

(gdzie y §f) nazywamy réwnaniem rézniczkowym zwyczajnym. Kazdg funkcje y(x),
ktora po wstawieniu do tego réwnania spelnia je tozsamosciowo, nazywamy rozwigzaniem
rownania rozniczkowego.

Tak sformutowany problem jest bardzo ogélny i bardzo trudny — w tej chwili dalecy
jestesmy od jego pelnego rozwiazania. Bedziemy zaczyna¢ od szczegélnych przypadkdow,
o ktorych da sie wiecej powiedziec.

3 Garsé przyktadow

Zanim podamy formalne definicje, podamy najsampierw garsé przyktadow, ktére Czytelnik
najprawdopodobniej juz zna, nie bedac moze jedynie obznajomionym z terminologia.

1. (a) Znalez¢ funkcje z(t), spetniajaca réwnanie:

dx

= f(t 1

_ r, )
gdzie f(t) jest zadana funkcja. Rozwiazanie problemu kazdy umie znalez¢ (a
przynajmniej powinien):

x(t) = /f(t)dt +C, C — dowolna stala. (2)

W jezyku najbardziej chyba typowego przykladu z fizyki: Rozpatrujemy ruch
punktu materialnego po prostej. Niech f(¢) jest predkoscia punktu w chwili ¢.
Szukamy zalezno$ci drogi od czasu.

(b) Mozemy tez mie¢ do czynienia z nieco innym postawieniem problemu: Znalez¢
rozwiazanie zagadnienia (1) zakladajac, ze x(ty) = zp — dane. (W jezyku
fizyki, zaktadamy, ze w danej chwili czasu ¢ty punkt materialny znajduje sie w
okreslonym potozeniu xy = z(ty)). Wtedy rozwiazanie (2) jest juz jednoznaczne
— stata C przybiera okreslong wartosc.



2. Rozpad promieniotwdrczy. Szybkosé rozpadu promieniotworczego probki jest proporcjonalna
do jej masy. Mozna wiec zapisac:

dm

— = —km; 3

dt " 3)
(gdzie k jest dodatnia stalg); chcemy znalez¢ zaleznogé masy probki od czasu.
Rozwazmy ogolniejszy problem: Znalez¢ funkcje x(t), spelniajaca rownanie:

dz

— = . 4

5 = 9@ (4)

Tu wygodniej jest szuka¢ nie x(t), a funkcji odwrotnej t(x). Pamietajac, ze pochodna
funkcji odwrotnej j—i wyraza sie¢ przez pochodng ‘i—f wzorem: 9 = %, mamy:

dx

dt 1

- 5

dr  g(x)’ ®)

co daje
1

t(x) = /—d:c +C, C — dowolna stala. 6
@ = [ = (©

Powyzszg procedure mozna zapamig¢ta¢ za pomoca sztuczki mnemotechnicznej,
& € € !

polegajacej na potraktowaniu lewej strony rownania (4) jako utamka i przeksztalceniu
go do postaci: dt = % i obtozeniu obu stron znakiem calki, co daje (6). Ten sposob

postepowania nalezy traktowa¢ WYLACZNIE jako sztuczke mnemotechniczng, bo
pochodna nie jest utamkiem, a catosciowym wyrazeniem).

Rozwiazujac w ten sposob rownanie (3), mamy

1 1
= / ~dm=——lam+C,
o m 2 nm —+
co przeksztatcamy do postaci
m(t) = e“e™™

zatem masa probki wyktadniczo maleje w czasie.

Jest to ogdlne rozwiazanie problemu. Gdy mamy do czynienia z konkretnym warunkiem
poczgtkowym, tzn. warunkiem, ze masa probki w danej chwili czasu (powiedzmy
t = 0) jest rowna mg, mamy
m(t) = mee ™
3. Omawiane dotad przyktady mialy jedng ceche wspolna: Istnialo jednoznaczne rozwigzanie
rownania z zadanym warunkiem poczatkowym. Istnieja jednak sytuacje, w ktorych
jednoznacznos¢ nie ma miejsca.
Rozwazmy roéwnanie:

dz
dt
z warunkiem poczatkowym z(0) = 0.

= a3 (7)

Rozwiazanie og6lne réwnania jest proste do uzyskania:

1 3 2
= /x’ﬁdx = 5:(:5 + C,
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skad, uwzgledniajgc warunek poczatkowy

o= (2).

Ale tez! Funkcja x(t) = 0 spelnia zar6wno rownanie (7) jak i warunek poczatkowy
x(0) = 0. Rozwiazanie zatem nie jest jednoznaczne. Niedlugo zobaczymy, przy jakich
warunkach istnienie i jednoznaczno$é rozwigzania majg miejsce.

3.1 Algorytmy rozwigzywania niektérych ro6wnan pierwszego rzedu

(Prawie) najogoélniejsza posta¢ rownania pierwszego rzedu to

y =F(z,y) (8)
gdzie F jest dana funkcjg ciggla. Szukamy funkeji y(z), ktora speinia rownanie (8).

1. Rownanie o zmiennych rozdzielonych. Nazywamy tak sytuacje, gdy F(x,y) =
%, gdzie f, g — funkcje ciagte. Wtedy réwnanie (8) przyjmuje postac

M@:ﬂﬂ
9(y)
Zapiszmy je w postaci:
9(y(@)) -y (z) = f(a).
Niech F, G beda funkcjami pierwotnymi do f i g odpowiednio (tzn. F'(z) = f(x),
G'(y) = g(y)). Wtedy powyzsze r6wnanie mozna zapisac

(G(y(x))) = F'(x)
co daje
Gy(z)) = F(x) + C;

rozwiazanie jest wiec dane w postaci uwiklanej. Po odwroceniu G (jesli sie to da
zrobi¢) mamy

y(z) = G (F(z) + C)

Przykt. Podajmy ogélne rozwigzanie réwnania
e .
y = —; zakladamy, ze y >0

Postepujac jak powyzej, mamy

d ,
gy =e® lub y—2 =e*, co daje
T

/yd1 z/(fmda:7

—yP=—e"+C, czyli yi(x)=-2e"+C

i ostatecznie

y(x) =vVC —2e~=.

Uwaga. Do klasy rownan o zmiennych rozdzielonych naleza dwa pierwsze przyktady
z poprzedniej Subsection.



2. Rownanie jednorodne. Nazywamy tak réwnanie (8), gdzie prawa strona jest
funkcja zalezaca tylko od ¥:
Y
y =F() (9
Rozwiazanie otrzymujemy podstawiajac zamiast y nowa zmienng u, zdefiniowana
jako
Yy
u P —
x
Mamy wtedy:
y(z) = u(z)z, y(z) = (2)r+u()
i wstawiajac to do réwnania (9), otrzymujemy

zu' +u=F(u), codaje u =
co jest rownaniem o zmiennych rozdzielonych. Catkujac je otrzymamy

/%:/f:lnﬂc (10)

Przykt. Rozwiazmy réwnanie:

y2

/
== -2
by =71
Podstawiajac standardowo y = ux, otrzymamy:
2
u“—u—2
uvtazu =u?—2, tzn. W= —""-
T

i catkujac, otrzymujemy:

/E—lnx—&—c—/idu —1/ 1 du=1In aju—2
x T w2 —u—-2 3 u—2 u+1 o u+1)’

i wracajac do zmiennej y, dostajemy rozwiazanie w postaci

y—2zx

Cz3 = .
y+x

badz, gdyby$my chcieli mie¢ rozwigzanie w postaci nieuwiktane;j,

Cx®+2
= x.
1-Cx

3. Réwnanie liniowe. Nazywamy tak rownanie

Y —p(x)y = b(x) (11)

gdzie p, b — zadane funkcje. Gdy b(z) = 0, to rownanie powyzsze nazywamy jednorodnym,
w przeciwnym wypadku moéwimy o rownaniu niejednorodnym.

Uwaga. Sprawdza sie natychmiastowo, ze jesli yy (¢), y2(t) — dwa rozwigzania rownania

jednorodnego, to ich suma tez jest rozwigzaniem; ponadto, jesli jakie§ rozwigzanie
pomnozy sie przez stala, to réwniez otrzymuje sie rozwiazanie. To pokazuje, ze
rozwiazania rOwnania jednorodnego sa przestrzeniq wektorowq. Jej wymiar jest rowny
1 — co za chwile zobaczymy.

Ogolny przypadek rownania (11) — réwnania niejednorodnego — rozwiazuje sie w
dwoch etapach. Pierwszy z nich to rozwiazanie ogélne réwnania jednorodnego. Drugi,
to uzyskanie jakiego$ (tzw. szczegdlnego) rozwiazania rownania niejednorodnego.
Ogolne rozwiazanie réwnania niejednorodnego bedzie suma powyzszych dwu rozwigzan.
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(a) Rozwiazanie ogolne rownania jednorodnego (RORJ). Mamy

y —plz)y =0,

co jest rownaniem o rozdzielonych zmiennych. Mamy

d
/—y :lny:/p(a:)dx+c,

Y

i oznaczajac: [p(z)dx = P(z) oraz ¢* = C, mamy
Yoj = Cep(x)y

gdzie C' — dowolna stata, a OJ — 'Ogoélne Jednorodne’.

(b) Rozwiazanie szczegolne rownania niejednorodnego (RSRN). Znajdowanie tego
rozwigzania odbywa sie za pomoca tzw. metody uzmienniania statej. Polega
ona na tym, iz zaktadamy, ze rozwigzanie rownania niejednorodnego jest postaci
ysy = C(z)e’® Zaktadajac te postaé, wstawiamy ja do réwnania (11) i mamy

C'(2)eP@ + C(x)P'(2)e’® — p(z)C(z)el® = b(x),
a ze P'(z) = p(z), to drugi i trzeci wyraz z lewej strony sie kasuja i dostajemy
C'(x)el @ = b(x),

skad
C(z) = /b(x)e_P(x)dx.

Mozna zapytac¢, dlaczego przy catkowaniu nie dopisaliémy kolejnej dowolnej
statej? Otoz dlatego, ze dopisanie tej statej prowadzitoby do dodania do yy
wyrazu proporcjonalnego do rownania jednorodnego, a wiec nie prowadzitoby
do rozwigzania ogdlniejszego, niz juz mamy.

Ostatecznie mamy wzor na rozwiazanie rownania (11)
y(@) = yos +ysy = Ce™™ + / b(z)e " Wda (12)

gdzie C' — dowolna stata.

Przykt. Znajdzmy ogdlne rozwigzanie réwnania

xT

1 e
y+-y=—. (13)
x x
e RORJ: Rownanie jednorodne: y' + %y = ( jest réwnaniem o zmiennych rozdzielonych. Mamy:

d d C :

Y _ ——m, skad Iny=—Inz+c¢ codaje yo;5=— (gdzie C =e°)

Y T T

e ¢ RSRN: Uzmienniamy staly C' tzn. przyjmujemy, ze jest ona funkcjg x. Mamy: ysy = Cff),
co po wstawieniu do wyjsciowego réownania (13) daje, po kilku skroceniach: C’'(x) = e”, skad
C(z) = e”; tak wiec e « « RORN:

cC e*
y=—+—=
T x



3.2 Roéwnania 2. rzedu: Obnizenie rzedu ré6wnania — pare sztuczek

3.2.1

Tu recepta jest prosta: Pamietajac, ze y” = (v')’, mamy po jednostronnym scatkowaniu:
y = F(z) + Ch,

gdzie: F(z) = [ F(z)dz,, zas Cy jest dowolng stala.
Calkujemy jeszcze raz i dostajemy juz rozwiazanie:

y:F((L')‘l—ClZL‘—f-CQ,

gdzie: F(z) = [ F(z)dz,, zas Cy jest druga dowolng stala.
Przykl. Ruch ze stalym przyspieszeniem a, np. spadek swobodny ciata w jednorodnym polu
grawitacyjnym . Chcemy znalez¢ zalezno$¢ potozenia od czasu z(t). x(t) speinia rownanie Newtona:

F=ma=mz", skad 2" =a.

Po jednokrotnym scatkowaniu:
2 =at+ v

(stala catkowania nazwaliSmy vg), a po drugim
L o
x=x(t) = §at + vot + o

(stala catkowania nazwaliSmy x(). Te dwie stale calkowania maja sens fizyczny predkosci oraz potozenia

poczgtkowego: z(t) = Lat® + vot + zo.

3.2.2

Podstawiamy z = ¢’ i mamy:
7= F(2),

co jest rownaniem o rozdzielonych zmiennych. Gdy znajdziemy jego rozwigzanie sposobem
znanym nam juz, tzn. mamy funkcje z(z, C') (C' - stala calkowania), to dalej

y(zr) = /z(:z:)dm + Cs.

3.2.3
yl/ — F(y)
Przykt. Obnizenie rzedu dla réwnania Newtona z sita gradientowa: f = ma, tzn.
mz” = f(x) = —aa—g

Po obustronnym pomnozeniu przez z’ mamy:

-m ((x’)g)/ = —(U(z)), a po scatkowaniu %m(m’)2 =FE—-U(x)



gdzie E jest dowolna stala. Jaki jest jej sens fizyczny? Po przeniesieniu —U (z) na druga strone mamy

%m(m/)Q FU@) = E

czyli stata C' ma sens fizyczny energii catkowitej.
Otrzymali$my w ten sposéb rdwnanie pierwszego rzedu. Stad po przeksztalceniu mamy:

o E-TE)

co jest rownaniem o rozdzielonych zmiennych. Po scatkowaniu otrzymamy:

m
dt =t —ty = ———dx.
/ ’ /V%EW@)x
e Oscylator harmoniczny

e ¢ Wahadlo bez przyblizenia matych drgan i ELIPTYSIE.

3.3 Roéwnania wyzszych rzedéw
Okazuje sie, ze rownanie n—tego rzedu

y(n) = F(I7 y? y/7 A 7y(n_1)) (14)

mozna sprowadzi¢ do ukladu réwnan pierwszego rzedu.
Wprowadzmy bowiem pomocnicze funkcje:

z(r) = y(@)
2(r) = y(r)

t(z) = Y V()

Wtedy rownanie (14) mozna zapisa¢ w postaci uktadu rownarn:

21 Z9
22 z3
d
= : . 15
2 . (15)
Zn—1 Zn
Zn F(x,z1,29,...,2,)

Przykt. Roéwnanie ruchu oscylatora harmonicznego z thumieniem zapisane jako uktad 2 réwnan I
rzedu.

Pole wektorowe.

Interpretacje graficzne ukfadéw réwnan w R™: & = f(z) (f : R* — R"), oraz & = F(x,t)
(F:R" xR — R").

4 Twierdzenie o istnieniu i jednoznacznosci — sformul-
owanie i ilustracja

4.1 Wstep ideowy

Rozwazamy tu uktady réwnan rézniczkowych pierwszego rzedu; zgodnie z otrzymanym
dopiero co wynikiem, dowolne réwnanie n—tego stopnia mozemy wyrazi¢ jako uktad n
rownan pierwszego rzedu.



Zadamy okreslony warunek poczatkowy i zapytamy, kiedy uklad ma jednoznaczne
rozwigzanie.

Odpowiedz dana jest przez twierdzenie (Cauchy’ego)! o istnieniu i jednoznacznosci dla
takich uktadow.

Zanim sformulujemy to twierdzenie, podamy najsampierw wstep ideowy, a potem
przygarsé¢ niezbednych definicji.

Niech x = z(t) € R". Bedziemy rozwaza¢ uklad rownan rozniczkowych z warunkiem

poczatkowym:
d

df = F(x,t), x(tp) =x¢ — dane. (16)
Def. Odwzorowaniem Picarda nazywamy odwzorowanie A, przeprowadzajace funkcje ¢ :
R>t— x € R"wfunkcje Ap: R >t — x € R", gdzie

t

(Ap)(t) = z0 + | F(p(r), 7)dT. (17)

to

Okazuje sie, ze ¢ jest rozwigzaniem uktadu z warunkiem poczgtkowym p(ty) = xg
<~

@ jest punktem statym odwzorowania A, tzn.

o =Ap (18)

Dow. jest natychmiastowy, jesli sie nie przejmujemy ’drobiazgami’, tzn. porzadnym
okresleniem uzywanych obiektéw oraz ich istnieniem. (Na razie sie tym nie przejmujemy,
ale zrobimy to po6zniej):

Jesli zrozniczkujemy (Ayp)(t), to dostaniemy F( (t),t) (z podstawowego tw. rachunku

dp _
dt

rozniczkowego i calkowego): mamy wiee: 442l — (p(t),t). Ponadto (Ayp)(ty) = xo,

wiec spelniony jest tez warunek poczadtkowd;
Koniec dowodu — ale tylko formalnego!
Uwaga. W ten sposob, zamienilismy rownanie rdzniczkowe (16): Tu szukana funkcja

wystepuje jako pochodna na rownanie catkowe (18) (tu szukana funkcja wystepuje pod

znakiem calki).

Jak znalezé¢ punkt stalty odwzorowania A?

Okazuje sie, ze — przy pewnych zatozeniach, o ktorych dalej — mozna to zrobi¢ iteracyjnie:
Wybierzmy jakas funkcje ¢g. Dzialajmy na nia kolejnymi iteracjami operatora A, otrzymujac
w ten sposob ciag:

b1 = Adg; Py = Apy = A%py; P35 = Apy = A3¢y; ...itd.

Okazuje sie, ze graniczna funkcja

n—oo

jest punktem statym odwzorowania A, tzn. mamy:

A¢oo = (boo-

1Zwane tez tw. Picarda lub Picarda—Cauchy’ego




Dowdd bedzie za jaki§ czas, a na razie przyktad: Skonstruujemy rozwigzanie uktadu

(16) przez kolejne iteracje odwzorowania A.
Przykt. Znajdzmy rozwigzanie rownania rézniczkowego z warunkiem poczatkowym:

——z+t, 200)=a9=1 (19)

metoda Picarda.

Tu nasza funkcja F', wystepujaca we wzorze ogolnym (16), jest rowna: F(x,t) = x + ¢.

Musimy wzigé jaka$ funkcje jako ’punkt startowy’ i nastepnie dziala¢ na nig kolejnymi potegami
odwzorowania Picarda. Wezmy dla prostoty jako punkt startowy funkcje statq xo(t) = 1:

LL'()(t) = 1;

konkretna posta¢ odwzorowania Picarda ma tu postaé:

t t
Tp(t) = Axp_1(t) =20 + / F(zp_1(7),7)dT = 2 Jr/ (T4 zp_1(7))dT.
0 0
Liczymy kolejno:

t
1
xl(t):1+/0 (T+1)d7:1+t+§t2;

t
1 2 1.
zot) =1+ [ (+14+74+ =7Hdr =14+t + 1>+ 13
o 2! TR

t)=1 t 1 S R IR TP S S
r3(t) = +'O (T + HTH T T )dr =1+ ETRETL L
t
_ 29,23 1,4 _ 20,23, 2,4 15
14(t)71+/0 (7‘+1+7‘+§T TR )d7*1+t+it tgt gt Tt
itd. Z postaci kilku pierwszych wyrazéw ciggu funkcji xt) tatwo chyba juz domysli¢ si¢ postaci n—tego
elementu:

2 2 2 1
n(t) =14+t SRS 2y (D)
wn(t) =14t + S+ St o — T

W czym mozna rozpoznac rozwiniecie w szereg funkcji
z(t) =2e" —1—t.

Czytelnik zechce sie przekonaé, ze powyzsza funkcja jest rozwigzaniem problemu (19).

4.2 Punkty stale, odwzorowania zwezajace etc.

Oswojmy sie na razie z punktami statymi. Mamy ogélne odwzorowanie F' : X — X,
odnos$nie X zazadajmy tu na razie tylko, aby X byto przestrzenig matryczng. Zatozmy, ze
F ma punkt staty z* € X, tzn. F(z*) = 2*. Zapytajmy, jakie wlasnosci musi mie¢ F, aby
punkt staly =* byl granica ciagu rekurencyjnego x,, = F"xzq (xo — jaki§ punkt startowy
dla ciagu rekurencyjnego).

Najsampierw wezmy X = R, ze zwykla metryka: d(z,y) = |z — y|.

WezZmy trzy przyktady.

1. F(z) = 5z + 1. Punkt staly: F(2*) = z* otrzymujemy przez rozwigzanie rownania
sr* 41 =2a* cayli 32% =1, co daje z* = 2.
A teraz wybierzmy jakis punkt startowy, np. o = 5 i liczmy kolejne iteracje. Mamy:

L T L T L T I T A



bLatwo mozna wyprowadzi¢ wzor na n—ty wyraz:

3
n:2 an )
T +2n

tak wiec wida¢, ze lim xz,, = 2.
n—oo
Warto caty sytuacje zilustrowac¢ graficznie RY'S.

. A teraz zobaczmy: F(z) = 2z — 2. Wida¢ (sprawdzamy od razu), ze punkt staly
x* = 2. Popatrzmy, jak wygladaja kolejne iteracje odwzorowania F' RY'S. Widad,
ze tu kolejne iteracje F' oddalajq od punktu stalego. Tu wiec metoda znajdowania
punktu statego przez stosowanie kolejnych przyblizen nie dziala.

Rozpatrzmy teraz ogdlne odwzorowanie, okreslone przez funkcje F'(x) = ax + b. Po
chwili zastanowienia wida¢, jaki warunek musi by¢ spelniony, aby ciag x,, dazyt do
punktu statego. Z powyzszej konstrukeji 'schodkow’ widac, ze Trzeba, aby 0 < F' <
1. (Okazuje sie, ze mozna go rozluzni¢ do warunku: |F’| < 1. Gdy F’ < 0, scenariusz
dazenia do punktu statego jest ciekawszy — niech zainteresowany Czytelnik wykona
analogon konstrukeji ’schodkéow” w tym przypadku).

. F(z) = +v2+ 2. RYS. Tu mozna znalez¢ rozwigznanie rownania F(z) = x —
sprawdza sie od razu, ze punktem stalym jest x* = 2. Z ilustracji (RYS.) wynika,
ze kolejne iteracje F' prowadza do punktu stalego. Wezmy jako punkt startowy np.
xo = 10. Kalkulujac bezposrednio, otrzymamy kolejne wartosci ciagu x,,:

xr1 = 3.4641; xzo = 2.3375; x3 = 2.0826; x4 = 2.0205; x5 = 2.0051;z¢ = 2.0012. ..

. F(z) = In(5+=). RYS. Tu juz nie napiszemy jawnego rozwiazania rownania F'(z) =
x, przynajmniej przy uzyciu znanych nam funkcji. Metoda kolejnych iteracji mozemy
znalez¢ rozwiagzanie z dowolng dokladnoscia: Biorac np. xy = 10, dostajemy:

r1 = 2.7080; xo = 2.0423; x3 =1.9519; x4 =1.9390; x5 = 1.9371; x¢ =1.9368...

z doktadnoscia do czwartego miejsca po przecinku jest to juz granica — pierwszych
pieé¢ cyfr nie zmienia sie juz przy dalszych iteracjach.

Podsumujmy nasze obserwacje: Punkt staty x* odwzorowania F jest granicq ciggu

rekurencyjnego x, = F'xy: x* = lim x,,, jesli odwzorowanie F spetnia warunek: |F'(x)| <
n—oo

1, a tak bedzie wtedy, gdy F jest zblizajqce, tzn. |F(x) — F(y)| < |z — yl.

Uwaga. Opisang wyzej technike znajdowania punktu stalego mozna wykorzysta¢ m.in. do znajdowania

rozwiazan rownania f(x) = 0. Zauwazmy, ze to rownanie mozna przepisaé¢ jako: f(z) + = = x; definiujac

teraz: F(z) = f(z) + « i zakladajac, ze |F'(z)| < 1, mamy gwarancje, ze mozemy iteracyjnie znalez¢

rozwiazanie réwnania f(x) = 0 jako punkt staly odwzorowania F. Obserwacja ta jest podstawa kilku

metod numerycznych znajdowania rozwiazan réwnan postaci f(z) = 0.

4.3 Twierdzenie Banacha o punkcie stalym

Gwarancje znalezienia punktu stalego odwzorowania poprzez granice ciagu iteracji daje
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Tw. (Banacha). Niech (X,d) — zupelna przestrzen metryczna.? Niech T : X — X.
Zalozmy, ze odwzorowanie T jest zblizajgce, tzn. dla dowolnych x,y € X zachodzi:

d(T(z), T(y)) < Cd(x,y), gdzie 0<C < 1. (20)

Wtedy T ma doktadnie jeden punkt staly z* (tzn. zachodzi: T'(z*) = x*). x* jest granica
ciggu x, = T"xy, gdzie xg jest dowolnym punktem z X.

Uwaga. Jesli odwzorowanie 7' ma wlasnosé¢ (20), to moéwimy, ze jest odwzorowaniem
zblizajgcym (lub zwezajgeym), albo ze jest kontrakcijq.

Dow. Pokazemy, ze ciag {x,} jest ciagiem Cauchy’ego, tzn.

v6>03MeNvm7n>M : d(.ﬁlﬁm,.flfn) < €.

Oszacujmy odlegtosé¢ d(x,,z,,) dla odwzorowania zblizajacego. Zatdézmy przy tym, ze
n >m, tzn. n = m + k, gdzie k > 0O:

d(xp, Tm) = d(T" v, T™x0) < C™d(24, T0)

Skorzystaliémy tutaj z whasnosci (20) odwzorawania zblizajacego.
Przypomnijmy sobie teraz nierdwnosé trijkgta dla metryki:

d(z,y) < d(z,z) +d(z,y).
Biorac tu: z = @, y = xo, 2 = Tj_1, Mamy:
d(zr, vo) < d(wp, 1) + d(Tp—1, 20) = d(T w0, T 20) + d(28-1, T0)

= C"'d(wy, 20) + d(zp-1, 20);

w ostatniej rownosci znow skorzystalismy z wtasnosci (20).
Do cztonu d(zy_1, o) znéw stosujemy te sztuczke, co wyzej, i mamy:

(-1, 20) < C*2d(x1, 30) + d(21—2, 0)
i mozemy napisac:
d(l‘k, 1‘0) < Ck_ld(l‘1, l‘o) + d($k_1, ZEQ) < Ck_ld(ffl, $0) + Ck_Qd(fl, l’o) + d(l‘k_g, l‘o) < ..

1—C*k

<(Ok_1+ck—2+—|—C—{—1)d(xlyaj0): 1—-C

d(%,fﬁo)

o 1
X

1-C
gdzie w ostatniej rownosci skorzystaliSmy z wzoréw na sume czeSciows i nieskonczona

szeregu geometrycznego.
Dla danego € > 0, niech teraz M bedzie liczba taka, ze

d(£17£0)

CM

md(l’l, mo) < €.

2Dla przypomnienia: X jest zupehna, jesli kazdy cigg Cauchy’ego elementéw z X ma granice nalezaca,
do X. Pamietamy np. (a przynajmniej bylo to w I semestrze), ze Q nie jest zupelna, a R jest zupelna.
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Widzimy, ze mamy wtedy spelniony warunek Cauchy’ego dla ciggu {z,}, tzn. ze ciag ten
jest zbiezny.
Jego granica jest punktem stalym odwzorowania 7. Mamy bowiem:

d(Tpi1, Tn) < C"d(xq, 30) "= 0,

a z drugiej strony, poniewaz T jest ciggle (co wynika z wlasnosci, ze T jest zblizajace),
oraz, poniewaz metryka jest funkcja ciagla swoich argumentow:
dim d(pyr,20) = m d(T (), 2n) = d(lim T'(2,,), lim 2,) = d(T'(z"), %) =0,
czyli T'(z*) = x*.
Jeszceze jednoznacznos$e x*. Zatézmy, ze T' ma dwa punkty stale: 7 oraz 23, tzn. mamy:
T(xy) = a3, T'(z}) = x3). Zatem:

d(T (x7), T(x3)) = d(x7, 23).
7 drugiej strony, poniewaz T’ jest zblizajace, to
d(T(x7), T(x3)) < Cd(ay, x3) < d(xy,23);

otrzymujemy zatem sprzecznosé, CHYBA ZE x] = x5; wtedy wszystkie odlegtosci powyzej
sa zerami. Mamy wiec: 27 = z5.
CBDO

4.4 Przy pewnych warunkach odwz. Picarda jest zwezajace

4.4.1 Gdzie dziala odwz. Picarda

Powiemy teraz nieco — ale tylko nieco — o przestrzen: w ktorej dziata odwz. Picarda.

Pamietamy, ze odwzorowanie Picarda A przyporzadkowuje funkcji ¢(¢) € R™ inng
funkeje (Ap)(t) € R™

Podamy najpierw definicje przestrzeni odwzorowan.

Def. Zal6zmy, ze rozpatrujemy C — zbior funkcji ciggtych okreslonych na odcinku
[a,b] o wartosciach wektorowych f : [a,b]] C R — R™ (Gdy n = 1, to tym zbiorem
jest przestrzen Cla,b]). Na zbiorze C wprowadzamy metryke p: Dla funkeji fi, fo € C
definiujemy ich odlegtos¢ jako

p(f1, f2) = sup |[f1(t) = f2()]].

tela,b]

Tw. Przestrzen (C, p) jest przestrzenia metryczna zupelna.

Dow. (czesciowy). Pierwsza czesé, tzn. ze (C, p) jest przestrzenia metryczna, sprawdza
sie nietrudno. Pierwsze dwa aksjomaty metryki sa spetnione w oczywisty sposob, zas
nieréwno$c¢ trojkata wynika z nieré6wnosci trojkata dla normy i wlasnosci sup:

p(f1, f2) = sup |[1(t) = fa()I] = sup [[fi(t) — fs(t) + f5(t) — fa(t)]]

tela,b] t€la,b]
< sup, (1F1@) = S5O + [13(8) = f2(0)]]) < sup. 1f1(t) = s + sup, 1f5(t) = f2(8)]]

12



= p(f1, f3) + p(fs, f2)-

Druga czesc¢, tzn. sprawdzenie zupetnosci przestrzeni C, wymaga szczegdtow technicznych,
ktorymi nie dysponujemy (tzn. pojecia i wlasnosci zbieznosci jednostajnej) i te czesé
pominiemy.

(czesciowo cbdo

Przestrzen, w ktorej dziala odwzorowanie Picarda, jest przestrzenia C, z pewnymi
dodatkowymi warunkami, ktorych teraz nie wypiszemy.

Wypiszemy za to warunek gwarantujacy, ze odwzorowanie A bedzie zblizajace. Wtedy
dowod twierdzenia o istnieniu i jednoznaczno$ci rozwiazania réwnania rozniczkowego
sprowadzi sie do zaaplikowania tw. Banacha o punkcie stalym do odwzorowania A.

Bedziemy jeszcze do tego potrzebowali definicji.

Def. Niech (M, p1), (Ma, p2) — przestrzenie metryczne. Niech G — odwzorowanie
miedzy nimi: G : My — M. Niech L € R,. Méwimy, ze G spelnia warunek Lipschitza
ze stata L, jesli powieksza ono odlegtosé¢ miedzy dowolnymi dwoma punktami nalezacymi
do M nie wiecej niz L razy:

vm,yé]VhﬁQ(va Gy) < Lpl(xv y)

Uwaga. Jesli (My, p1) = (Ma, p2), za$ stata L < 1, to takie odwzorowanie jest zblizajace.
Przyklady.

1. Niech M; = My = R ze standardowa metryka. Odwzorowanie G(x) = ax +b spehia
warunek Lipschitza ze stata L = a.

2. Niech M; = M, = R ze standardowa metryka. Odwzorowanie G (z) = % nie spelnia
warunku Lipschitza — odlegltos¢ 22 — 23 moze by¢ dowolnie duza dla z; — 29 = 1.

3. Niech M; = [-1,1], My = [0,1] ze zwykla metryka. Odwzorowanie G(z) = z?
spetnia warunek Lipschitza ze statag L = 2.

4. Ogodlnie, jesli G ma ograniczong pochodng, to spetnia warunek Lipschitza. Pokazalismy
to przy okazji dowodu tw. o istnieniu odwzorowania odwrotnego (str. 5 czesci 12
notatek). Ale odwzorowanie moze nie by¢ rézniczkowalne, a mimo to spelnia¢ warunek
Lipschitza.

5. Niech M; = M, = R ze standardowa metryka. Odwzorowanie G(z) = /x nie
|G (z2)=G(z1)]

spelia warunku Lipschitza (biorac z; = 0, iloraz T—

moze by¢ dowolnie
duzy).

4.4.2 Kiedy odwz. Picarda jest zwezajace
Spojrzmy znow na uktad (16). Okazuje sie, ze:

1. jesli odcinek czasu, na ktorym rozpatrujemy ewolucje dang przez uktad (16) jest
maly, tzn. rozpatrujemy wartosci ¢ spelniajace: t €]tg — €, tg + €[. € > 0;

2. prawa strona ukladu (16) jest rézniczkowalna w sposob ciagly (co mozna zastapi¢
przez stabsze zatozenie, iz spetnia ona warunek Lipschitza,
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to gwarantuje juz to, ze odwz. Picarda bedzie zwezajace.
Tw. Jesli wartos¢ e jest dostatecznie mata, to odwzorowanie Picarda jest zwezajace.
Dow.
nie bedzie. Nie jest on bardzo trudny, ale znéw wymaga technicznych narzedzi:
pojecia i wlasnosci zbieznosci jednostajnej.

4.5 Twierdzenie o istnieniu i jednoznaczno$ci rozwigzania

Tw. (Cauchy’ego® o lokalnym istnieniu i jednoznacznodci rozwigzania uktadu réwnar
rozniczkowych 1. rzedu.

Rozwazmy uktad réwnan rézniczkowych z warunkiem poczatkowym (16). Niech prawa
strona F bedzie rozniczkowalna w sposob ciagly w otoczeniu punktu (¢, zg). (co mozna
zastapi¢ przez stabsze zatozenie, iz spelnia ona warunek Lipschitza Wowczas istnieje
jednoznaczne rozwiazanie uktadu (16).

Komentarze — uwagi.

1. Gdy prawa strona uktadu (16) nie spetnia warunku Lipschitza, to jednoznacznosc¢
moze nie mie¢ miejsca — przekonaliSmy sie o tym na przyktadzie.

2. Dla ogdlnych (nieliniowych) réwnan, rozwiazanie moze nie istnie¢ dla dowolnych t.
Jako prosty przyktad wezmy n = 1 i réwnanie:

i=a* z(0)=1.
Rozwiaznie znajdujemy prosto:
d 1
—‘Z:dt, = ——=t+C.
x T
Stata C' znajdujemy z warunku poczatkowego: z(0) =1 = C' = —1. Mamy wiec:
1 1
t)=———=—.
=75 =1

Latwo to rozwiazanie naszkicowac¢ — jest to fragment hiperboli. Rozwiazanie istnieje
dlat <t*=1.

3. Powyzsze twierdzenie mozna wzmocni¢: Okazuje sie, ze jednoznaczne rozwigzanie
istnieje rowniez dla warunku poczatkowego dostatecznie bliskiego xq (tzn. jesli z(ty) =
Yo, oraz ||yo —xo|| jest dostatecznie male, to na odcinku czasu t €tg—e, to+ €| istnieje
jednoznaczne rozwigzanie z warunkiem poczatkowym x(tg) = yo).

Stad widaé, ze:

4. 7 punktu xg mozna p6js¢ w n liniowo niezaleznych kierunkach. Tak wiec, rozwigzanie
uktadu n rownan 1. rzedu zalezy od n dowolnych statych.

Ponadto
5. Rozwiazanie to zalezy przy tym od punktu poczatkowego w sposob ciagty.

Zainteresowany Czytelnik znajdzie dowody np. w ksiazce Arnolda, 'Réwnania rézniczkowe
zwyczajne’, rozdz. 4, lub F. Leja, 'Rachunek r6zniczkowy i catkowy’, Dodatek.

3Zwane tez tw. Picarda lub Picarda—Cauchy’ego

14



5 Rownania i uklady liniowe
Def. Uktadem rownari liniowych nazywamy uktad (??) z prawa czescia zalezaca liniowo

od x:
do— A()x(t) + b(t),
{x(to) = %o °

Tu z(t) € R™, b(t) € R", A(t) jest macierza n x n. Zakladamy, ze wszystkie elementy
macierzy A(t) oraz wektora niejednorodnosci b(t) zalezg w sposéb ciggly od t dla t € [a, ]
(jakis odcinek).

Uwaga (terminologiczna). Analogicznie jak w przypadku rownania I rzedu, uktad (22)
nazywamy niejednorodnym, gdy b(t) = 0, oraz niejednorodnym, gdy b(t) Z 0.

I takoz podobnie jak w przypadku réownania I rzedu: Jesli xy(t),z2(t) sa dwoma
rozwigzaniami uktadu jednorodnego, to ich suma i — og6lniej —ich dowolna liniowa kombinacja
tez jest rozwigzaniem. Tak wiec rozwigzania uktadu jednorodnego maja strukture przestrzeni
wektorowe;.

Zapytajmy teraz, jak wyglada sprawa istnienia i jednoznaczno$ci rozwiazan dla uktadow
rownan liniowych. W celu zbadania tej sytuacji zauwazmy najsampierw, ze dla uktadow
rownan liniowych warunek Lipschitza jest spetniony:

1F(t, ) = F(t, )| = [[A(t)z +b(t) — A()2" = b(t)]| = ||A®) (x — )| < [[A@D)]] - [l — 2]
Funkcja t — ||A(%)|| jest ciggta. Oznaczajac

L = sup [[A@)]]

t€la,b]

widzimy, ze jest spelniony warunek Lipschitza ze stala L. Poniewaz warunek Lipschitza
jest spetniony, to istnieje lokalnie jednoznaczne rozwiazanie.

Ale dzieki temu, ze uklad (22) jest liniowy, mozna o rozwiazaniu podaé¢ znacznie
doktadniejsze informacje, niz w ogélnym przypadku. Dowody pominiemy, natomiast stwierdzenie
wypiszemy:

Stw. Rozwazmy uktad réwnan liniowych (22), gdzie A(t) jest ograniczona:

Vt>to: [|JA®)|| < M.

Wtedy uktad (22) ma rozwiazanie dla dowolnych ¢ > ¢.

6 Uklady liniowe o stalych wspo6lczynnikach

Ogolny uktad réwnan (22) jest trudny do rozwigzania. Schematy rozwigzywania znamy dla
szezegblnych przypadkow macierzy A(t), i nawet te szczegblne przypadki tworza bogata
teorie. Np. rozwigzania ukltadéw 2 X 2 z macierzami specjalnej postaci sa rOwnowazne
funkcjom specjalnym (wielomiany i funkcje Legendre’a, Hermite'a, Legendre’a, funkcje
Bessela, hipergeometryczna, ... Zainteresowany Czytelnik dowie sie wiecej o nich np. na
wyktadzie dla II roku: 'Funkcje specjalne’, lub np. z ksigzki E.T.Whittaker, G.Watson,
‘Elementy analizy wspolczesnej’, t. II). Ale dla ogolnej postaci uktadu (22) algorytmu
rozwiazywania nie znamy.
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Wazna klasa uktadow réwnan liniowych, dla ktorych istnieje ogdlny algorytm rozwiazywania,
sa uktady o statych wspotezynnikach, tzn. uktady (22), dla ktérych macierz A nie zalezy
od czasu.

Rozpatrujemy wiec:

gdzie x(t) € R™.

6.1 Ukltady jednorodne

Zajmijmy sie najsampierw uktadem jednorodnym, tzn. takim, ze b(t) = 0:

dz
pri = Az(t), x(ty) = zo. (23)

Okazuje sie, ze rozwiazanie powyzszego ukladu tatwo podaé¢, a mianowicie mamy:
z(t) = et g, (24)
Sprawdzmy to. Pamietamy, jak sie definiuje funkcje analityczna — w naszym przypadku
exponens — od argumentu macierzowego:

_I+At+2 (At)2 + —(At) +

3'(

Pamigtajac o tym, policzmy pochodng g d eAlt=t0) nie przejmujac sie takimi ’drobiazgami’,

jak mozliwo$¢ rézniczkowania szeregu Wyraz za wyrazem oraz zbieznoscia szeregu:

d A(t—to) _ d 2 1 3 3
3¢ p” (I+A(t—to)+ —A%(t —ty)? +§A (t —to) +>

d
T dt
.. wyciggamy A przed nawias...

1
<A+A2(t—t0)+ —A3(t — ty)? +3'A4(t—t0)3+...) =

L=A (I + At —to) + 21'A2(t —t0)* + ;A?’(t —t)® + .. ) = AeAlt=t),

Mamy wiec:

— Aty = Ax(t).
Sprawdzamy tez, ze dla rozwiazania (24) spelniony jest warunek poczatkowy:
z(t)],—g = %0 = T g = 4.
Zatem! Rozwiazanie uktadu (24) sprowadza sie do obliczenia eksponensu od macierzy.

Na szczescie, takie rzeczy juz robilismy.
Przypomnijmy wiec sobie, jak to sie robi, na przyktadzie.
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Przykl. Znale7¢ rozwiazanie ukladu rownan w R? z warunkiem poczatkowym:
011
t=Azr, gdzieA=|1 0 1|, =zo=2(0)=] 1 (25)
110

* i zadzialanie nig na

Dla rozwigzania problemu kluczowe jest znalezienie macierzy e
wektor warunku poczatkowego xg.

W czesci algebraicznej wyktadu, nie tak dawno temu, liczylismy funkcje od macierzy.
Najsampierw trzeba znalez¢ wartosci wtasne, co znajdujemy, przyréwnujac wielomian

charakterystyczny do zera. Konkretnie*:

-2 1 1
wa\) =] 1 =X 1 |==N4+3+2=-A+1>*N-2)
11 =X
Otrzymujemy wiec tu dwie wartoéci wlasne: A\; = —1 o krotnosci 2 oraz Ay = 2 o krotnosci
1.
Stad otrzymujemy wartosci wlasne macierzy At: Sa to: \; = —t o krotnosci 2 oraz

Ay = 2t o krotnosci 1. Sytuacja wielokrotnych wartosci wlasnych wymaga rozszerzenia
technologii liczenia funkcji od macierzy. Przyjrzyjmy sie jej jeszcze raz, biorac ogdlny
przypadek funkcji analitycznej f(z); chcemy obliczy¢ funkcje macierzy B rozmiaru n X n,

tzn. f(B).

Podzielmy f(z) przez wielomian charakterystyczny macierzy B:
f(z) = q(z)wp(z) +r(x), degr <n (26)

Reszta ma postac:

r(x) = ag+ a1+ + a2

chcemy wyznaczy¢ wspotczynniki wielomianu-reszty tzn. ag, aq,...,a,_1. Znajdziemy je,
wstawiajac do rownosci (26) kolejne wartodci wlasne macierzy B. Mamy w ten sposob:

f) =r(N).

Jedli mamy doktadnie n wartosci wtasnych, to nie ma ktopotéw: Mamy uktad n réwnan
na n wspo6tczynnikéow wielomianu r. Co jednak, gdy mamy wielokrotne wartosci wlasne?
Mamy wtedy mniej réwnan niz niewiadomych!

'Brakujace’ réwania mozemy jednak otrzymaé¢ w nastepujacy sposob. Zalozmy, ze A
jest dwukrotng wartoscia wtasna. Wezmy réwnanie:

f(@) = q(z)wp(z) + r(z)
i zrozniczkujmy je po x. Otrzymamy:
f'(x) = ¢ (@) wp(z) + q(z) wp(z) +r'(z).

Wstawiajac dofi Ay, mamy: wg(A;) = 0 (bo A jest pierwiastkiem wpg(x)) oraz wz(Agx) = 0
(bo A\g jest dwukrotnym pierwiastkiem wg(x)). Zatem otrzymamy réwnosé:

') = 7" (M)

4Szampan i owoce...
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Jest to brakujace rownanie.

Gdy mamy wiecej pierwiastkéw wielokrotnych, albo pierwiastek o wiekszej krotnosci,
postepujemy analogicznie. L.acznie zawsze mozemy sprawié, ze mamy tyle rownan, ile jest
niewiadomych wspotczynnikow.

Konkretyzujac to dla naszej sytuacji i A; jest dwukrotna, mamy: r(z) = a + bz + cx?,
oraz rOwnania na wspotczynniki a, b, c:

f(A) = a+bi\ +cA
f/(/\1> = O —|— b + 20/\1
Fa) = a+bhsteX2

W naszym przypadku f(x) = e”, a macierza ktorej Exponens liczymy to At, i pamietajac,

7e A} = —t (dwukrotna) oraz Ay = 2¢, mamy
et = a—0bt+ct?
et = 0+4+b—2t
et = a+ 2bt + 4ct?

To jest nasz uktad réwnan. Rozwigzujemy go np. metoda wyznacznikow:

1 —t ¢
W=[0 1 =2t|=42+2+0—1*+4t>+ 0 = 9t
1 2t 442
—t —t t2
Wo=1|et 1 =2t |=e (4% + 265 + 487 + 4t3) + (2t — 1?) = e (8t + 6t%) + e*'t?;
ot 42
1 et 2
Wy=|0 et —2t|=e"(4t* -2t — 1*) + %2t = e (3% — 2t) + 2te*;
1 e* 4¢?
1 —t et
W,=10 1 et|=ef(~t—1-2t)+e*=e"(-3t—1)+e*
1 2t e*
Stad mamy:

1 1 1
a = §[(8 +6t)e "t +e*]; bt = §[(3t —2)e 4 2e%]; et = §[(—3t — e "4 e*]. (27)

Wiec!! Mamy znaleziony Exponens od macierzy:
e = al + Abt + A’ct? (28)

gdzie a,b, ¢ sa dane przez (27). Mozna wynik zapisa¢ w postaci jednej macierzy, ale nie
bedziemy tego robi¢ z braku motywacji.

Napiszmy teraz rozwiazanie spetniajace warunek poczatkowy (25). Musimy w tym
celu zadziata¢ macierza e* na wektor zo. Mamy:

~1 01 1][-1 1 ~1
Izg=| 1 |, Axg=|1 0 1 1 | =| -1, Axg=AAz)=]| 1 |;
0 110 0 0 0
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stad

—a+b—rc
(t) = Mg = (al + AL+ cA)zg = | a—b+c
0
J[ (6t —8+3t— 2431+ 1) +eH(—1+2—1) o
0 0

To jest nasze szukane rozwigzanie. Widaé¢ od razu, ze spetnia ono warunek poczatkowy.
Uwagi.

1. Ogolna struktura rozwiazania jest nastepujaca: Z kazda pojedyczna wartoscia wlasna
\; pojawia sie wyraz proporcjonalny do e*?, zag z wielokrotng wartoscia wiasng A o
krotnosci nj, pojawiaja sie dodatkowo czlony proporcjonalne do te*f, t2ert . ¢ =1t
(W naszym przypadku akurat sie one skasowaly).

2. Wykorzystujac szczegblne postaci macierzy (np. w naszym przypadku byta ona
symetryczna), mozna rozwiazanie znalez¢ szybciej i prosciej. Zaprezentowana metoda
— bedac nieco przydlugg — jest uniwersalna i dziata dla kazZdej macierzy.

6.2 Uklady niejednorodne
7 Rownania liniowe o stalych wspolczynnikach

7.1 Ogoblne fakty

Nazywamy tak rownanie spelniane przez szukang funkcje y(x):
Y+ an 1y 4 ary + agy = f(w), (30)
przy czym:
e Jezeli f(x) = 0 to rownanie nazywamy jednorodnym,
e Jezeli f(z) #Z 0 to rownanie nazywamy niejednorodnym.

Uwaga. Przy rownaniu jednorodnym chodzi o to, aby funkcja f(z) byla réwna zeru
tozsamosciowo, tzn. dla kazdego z. W izolowanych punktach x funkcja f(z) moze by¢
rowna zeru, ale w takim przypadku réwnanie nazywamy jednorodnym, np. dla f(z) =
sin z.

Fakt 1. Zbior rozwiazan rowania jednorodnego (30) jest przestrzenia wektorowa. Dla
rownania jednorodnego jest to przestrzen afiniczna.

Fakt 2. Przestrzenie te sa n—wymiarowe. Innymi stowy, ogblne rozwiazanie réwnania
(30) zalezy od n dowolnych stalych.
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7.2 Roéwnania jednorodne: algorytm
7.2.1 Jednokrotne wartosci wtasne
7.2.2 A gdy sie trafia zespolone...

... to nie nalezy ich sie ba¢! Ale trzeba wtedy postepowaé troche inaczej.

Najsampierw przypomnijmy sobie (a jesli go nie bylo, to od reki pokazmy) fakt z
algebry.

Fakt. Jezeli pierwiastki wielomianu n—tego stopnia o wspotczynnikach rzeczywistych:

AN+ ap A" ad a9 =0 (31)

sa zespolone, to wystepuja one w parach zespolonych sprzezonych. Innymi stowy, jesli
A\e = ap+if jest pierwiastkiem réwnania (31), to A\, = ap—i3, réwniez jest pierwiastkiem
tego réwnania.

Dow.

To teraz napiszmy czes¢ rozwigzania rownania ogoélnego, odpowiadajaca pierwiastkom
A=a+ifi)=a—iB. Napierwszy rzut oka nie ma tu nic podejrzanego: piszemy czesé
rozwigzania réwnania ogodlnego:

y; = Che + CQ@XI = Crelet®r o Ohela—ife — eo‘”(Cleiﬁx + Che™ 7). (32)

Ale, na drugi rzut oka... jest tu dwa razy za duz o ’stopni swobody’! Bo mamy nominalnie
dwie state C i Cy; ale mogag one przyjmowaé wartosci zespolone (skoro sa zespolone wyrazy
wyktadnicze). 2 state zespolone = 4 stale rzeczywiste — dwa razy za duzo. Co tu jest nie
tak?

Tu trzeci rzut oka (tzn. przyjrzenie si¢ problemowi po raz trzeci). Gdyby$my byli
w dziedzinie zespolonej, to wszystko byloby ok. Ale jesteSmy w dziedzinie rzeczywiste;.
Przyjmujemy, ze w jakiej$ chwili czasu rozwiazanie jest rzeczywiste, i musi ono by¢ takie
we wszystkich chwilach nastepnych. Jak sie przekonamy — ten warunek (aby rozwiazanie
bylo rzeczywiste) zapewnia juz wlasciwa ilo§¢ parametrow rozwiazania ogdlnego.

Przyjrzyjmy sie temu blizej. Zatozmy, ze state C1, Cy w (32) sa:

Ci=a+b, Cy=c+di.
Aby rozwigzanie (32) byto rzeczywiste dla 2 = 0, musimy mie¢:
(a+bi)e’ + (c+di)e® € R = b+d=0, tzn. b= —d.

Wezmy jeszcze jaki§ drugi warunek, np. aby pochodna rozwiazania byla rzeczywista dla
x = 0. To daje:

(16)Cy — (iB)Cy = Bia—b—ic+d) eR = a—c=0, tzn. a=c.

Mamy wiec tylko dwie niezalezne stale; wybierzmy jako niezalezne a oraz b (pamietajac,
7e sa one czysto rzeczywiste).
Wstawiajac te warunki do statych C, Cy, otrzymujemy:

Yy = e (01" + Che %) = e*((a + ib)e™” + (a — ib)e ")
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= ™ [a(eiﬁm + e—zﬂx) + ib(eiﬁx — e_’ﬂ”")} = " [2a cos fx — 2bsin fx] ;

widac, ze ta postac rozwiazania jest czysto rzeczywista!
Podsumujmy: W przypadku zespolonych pierwiastkéw rownania charakterystycznego,
(tzn. A = a £ i3), zamiast pisa¢ RORJ w postaci:

ea:r[cvlei/jx + 0267%1]’

co nie jest postacia jawnie rzeczywista, mozemy przyjac, ze RORJ bedzie suma cztondéw
postaci:

e[ A cos Bx 4+ B sin (z].

7.2.3 Wielokrotne wartosci wlasne

7.3

Réwnania jednorodne: przyklady

Znalez¢ rozwiazania og6lne nastepujacych rownan:

1.

y'+y' —2y = 0. (y' = ¢ itd.) Tworzymy réwnanie charakterystyczne: A2 +A—2 = 0,
ktorego pierwiastki to \; = —2, Ay = 1. Zatem rozwiazanie ogoblne jest postaci:
y = Cre 2 + Oyet, O, Cy — dowolne stale.

. y"—4y’ = 0. Rownanie charakterystyczne: \2—4\ = 0, ktoérego pierwiastki to A\, = 4,

Ao = 0. Zatem rozwigzanie ogblne jest postaci: y = Ch et +Chelt = C1et+C5, C1, Cy
— dowolne stale.

. y" +y = 0. Rownanie charakterystyczne: A\? + 1 = 0, ktorego pierwiastki to A\; = 1,

Xy = —i. Zatem rozwigzanie ogolne jest postaci: y = Cie + Che ™, gdzie C;, Cy
sa zespolone. Rozwigzanie, zamiast w postaci wykltadniczej, mozna réwnowaznie
zapisa¢ w postaci trygonometrycznej: y = Acost + Bsint, A, B — dowolne state
rzeczywiste.

. y" 4+ 6y + 13y = 0. Rownanie charakterystyczne: A2 + 6\ + 13 = 0, ktorego

pierwiastki to A\ = —3 — 41, \y = —3 + 4i. Zatem rozwiazanie ogdlne jest postaci:
y = a3 L gpe( T3 — o7 (g e 4 gye?), co rownowaznie mozna zapisaé
w postaci trygonometrycznej: y = e~ 3(C} cos 4t + Cy sin 4t), Cy, Cy — dowolne stale.

. y" — 2y +y = 0. Rownanie charakterystyczne: \> — 2\ + 1 = 0 posiada jeden

pierwiastek podwojny A = 1, zatem rozwigzanie ogolne jest y = (C; + Cat)e’.

Oscylator harmoniczny tlumiony. Zapiszmy réownanie ruchu dla potozenia x(t)
W postaci:
" 4 2ya’ + w?x = 0.

Rownanie charakterystyczne: A? + 29\ + w? = 0 ma wyr6znik:
A =492 — 4? = 2(72 — w?).

Zachowanie rozwigzania jest jakosciowo rozne w zaleznosci od tego, czy A > 0,
A=0,A<0.
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7.4

7.5

e A > 0, co odpowiada v > w (’silne tlumienie’). Mamy, dla pierwiastkow

roOwnania charakterystycznego:

M=o <0, A= —y— et <0

i rozwiazanie ogélne jest czysto wyktadnicze:
x(t) = 01€>\+t + CQ@Aft. (33)

Poniewaz, jak widzielismy: A, < 0, A_ < 0, to oba czlony w rozwiazaniu (33)
beda ’gasty’, a nie 'wybuchaly’ — rozwiazanie bedzie wyktadniczo 'spetzato’ do
polozenia réwnowagi.
A = 0, co zachodzi w przypadku v = w ("tlumienie krytyczne’). Mamy jeden
pierwiastek podwdjny:

A = —7 <0,

i rozwigzanie ogolne ma postac:
ﬂf(t) = e’\*t(C'l + Cgt>

Gdy t — oo, oba wyrazy daza do zera ('funkcja wykladnicza roénie szybciej
niz dowolny wielomian’). Rozwigzanie ma jakosciowo podobny charakter co w
poprzednim przypadku — 'spetza’ ono do zera bez oscylacji, choé¢ nieco wolniej.
A < 0, co odpowiada v < w (’slabe tlumienie’). Mamy: VA = ivwr =2 i
pierwiastki

Ay = —y+iW/wr—792<0, A =—-y—i\/w?—72<0

(zwro6émy uwage, ze czesci rzeczywiste obu pierwiastkow sa mniejsze od zera).
Ogolne rozwigzanie zapiszmy w postaci trygonometryczne;j:

z(t) = e " (Acos\/w? — 42t + Bsiny/w? — 2.

Rozwiazanie ma charakter ttumionych oscylacji, przy czym ich czestosé /w? — 7?2
jest mniejsza niz czestoéé w w przypadku drgan niettumionych. Czestoéé¢ maleje
do zera, gdy v — w.

Réwnania niejednorodne ze ’zgadywalnymi’ niejednorodno$ciami:
algorytm

Réwnania niejednorodne ze ’zgadywalnymi’ niejednorodno$ciami:
przyktady

Znalez¢ rozwiazania og6lne nastepujacych rownan:

1.y + 4y = €' (¥). i) Znajdujemy Rozwiazanie Ogolne Rownania Jednorodnego

, tzn. z prawa strong roéwng zeru: y” + 4y = 0. Réwnanie charakterystyczne:
RORJ), t t 6 "+4 0. Ro ie charakteryst,

A2 +4 = 0 ma pierwiastki: \; = 2i, Ay = —2i. Wypisujemy od razu RORJ w postaci
trygonometrycznej: RORJ= C1 sin 2t+Cs cos 2t. ii) Znajdujemy Rozwiazanie Szczegolne
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Rownania Niejednorodnego (RSRN) metoda ’'zgadywania’: Przewidujemy posta¢
rozwiazania yy jako: yy = Ae', gdzie A jest staly; po wstawieniu yy do (*) dostajemy:
54¢' = ¢!, skad A = 1, zatem RSRN=1¢'. iii) Rozwigzanie Ogolne Réwnania
Niejednorodnego (RSRN) jest suma RORJ i RSRN: RORN=C sin 2t 4+ C5 cos 2t +

1t
56.

c Yy’ — 9y = (12t — 8)e™3* (**). 1) RORJ: A — 9 = 0 ma pierwiastki \; = 3, Ay = —3.
RORJ = C1e* + Coe™3t 4i) RSRN: Niejednorodno$é jest ’zgadywalna’, (bo jest
postaci: wielomian razy funkcja wyktadnicza). Wyktadnik niejednorodnosci pokrywa
sie z jedna z wartosci wlasnych, zatem RSRN przewidujemy w postaci: yy = t(A +
Bt)e 3t gdzie A1 B sa stalymi, ktére musimy wyznaczy¢. Po wstawieniu yy do (¥¥)
dostajemy: (—2B —6A—12Bt)e 3 = (12t —8)e~ 3!, skad, poréwnujac wspolczynniki
przy potegach wielomianéw po obu stronach, dostajemy: —12Bt = 12¢,2B—6A = 8,
skad B = —1, A = 1. i) RSRN = RORJ + RSRN = (1€ + Coe ™" + (1 — t)e 3",
. Oscylator harmoniczny tlumiony z periodyczna sila wymuszajaca

Wezmy site wymuszajaa w postaci f(t) = cos at. Rozwazmy najsampierw
e oscylator niettumiony, nierezonansowy. Mamy wiec:
2" + w'r = cosat (34)

i zaktadamy o # w.
Pamietamy (a jesli nie to liczymy od razu) RORJ:

ry = Acoswt + Bsinwt, A, B — dowolne stale
Zaktadamy RSRN w postaci:
yn = acos at + bsin at,
i wstawiamy to do rownania (34), dostajac:
—aa? cos at — ba’ sin at 4 w?a cos at + bw?sin at = cos at
skad mamy:

Mamy wigc:

Yn = m cos at.

RORN jest sumg dwoch powyzszych wyrazen i ogolnie trudno znalezé uproszczenie

otrzymanego wyrazenia. W bardziej szczegdlnych przypadkach mozemy sie¢
jednak o to pokusi¢. Wezmy B = 0 i A = —1—. Po pomnozeniu przez stala
mamy wtedy:

z(t) = coswt + cos at.

Wezmy teraz przypadek bliski rezonansowemu, tzn.ao =~ w, co zapiszmy w
postaci: @ = 6 + €,w = 0 — €, gdzie € jest mate. Mamy:

x(t) = coswt + cos at = cos(f + €) + cos(6 — )
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cos 0t cos et — sin 0t sin et + cos Ot cos et + sin 0t sin et
= 2cos Bt coset

Pierwszy czynnik jest szybkozmienny w poréwnaniu z drugim; ich iloczyn ma
charakter wolnych oscylacji o czestosci € 'wypelnionych’ szybkimi o czestosci 6
RYS.. Sygnal radiowy ma podobny ksztalt: Szybkie oscylacje o czestosci rzedu
MHz (fale $rednie) wypelniajace powolne modulacje o czestodci dzwiekowe;
(kHz).

oscylator niettumiony, rezonansowy, tzn. o czestoéci o = w. RORJ mamy jak
poprzednio, zas RSRN zaktadamy postaci:

yy = t(acoswt+bsinwt), = yh = —2aw sin wt+2bw cos wt—atw? cos wt—btw? sin wt;

po wstawieniu do réwnania niejednorodnego dostaniemy

Yn +wiyn = —2awsinwt + 2bw coswt = coswt = a =0, bzz—,
w

tzn.

1
Yy = —1t coswt.
2w

Sa to rosngce oscylacje RYS.. Przyktad kazdy moglzaobserwowaé rozhustujac
hustawke — najskuteczniej robi sie to dziatajac ruchami o czestosci dostosowane;j
do czestosci wlasnej hustawki.

Fizycznie tak mozna robi¢ do czasu, az przyblizenie harmoniczne sie¢ zalamie,
czasem zatamanie si¢ przyblizenia harmonicznego odpowiada destrukeji uktadu.
Np.: Most w Amiens; Spiewanie do szklanki z jej czestoScia wtasna,
co zostato przesadnie, ale malowniczo ukazane w ’Blaszanym bebenku’,
czy w filmie °’Shrek I’, scena z Fiona i niebieskim ptaszkiem.

Oscylator ttumiony. Tu mamy:
2" + 2vz' + w?r = cosat (35)

Wzory na RORJ juz uzyskaliSmy uprzednio. Dla RSRN robimy standardowy
Ansatz:
yn = acosat + bsin at.

Przez wstawienie do rownania jednorodnego uzyskamy réwnania na state a oraz
b. Zanim to zrobimy, zastanéwmy sie nad postacia RORN. Naktadaja sie tu dwa
czynniki: Pierwszy to ochodzace z RORJ gasnace oscylacje lub ’sptywanie’ do
potozenia rownowagi, i drugi — periodyczne oscylacje o czesto$ci a. Pierwsze
ulegaja wytlumieniu po czasie rzedu % Amplituda drugich sie w czasie nie
zmienia.
Wypiszemy zaraz yy, pamietajac, ze RORN=y,;+yy, a charakter ruchu przeanalizujemy
doktadniej dla duzych czasoéw (znacznie wigkszych od %) Wstawiamy, wyliczamy,
aby wyktadu nie przeksztatci¢ w srodek nasenny, szczegoly rachunkowe pomijamy,
i (sprawdz, prosze, Czytelniku) otrzymywamy, na wspotczynniki a oraz b
7 YN

a? — w? 200y

= b =
a 4a2y2 + (w2 _ a2)2’ 4a2y? + (w2 _ a2)2
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RSRN mozna zapisajako jedng funkcje trygonometryczna, ale z przesunieciem
fazowym i pomnozone przez amplitude A:

Asin(at + ¢p) = A(sin at cos ¢ + cos at sin ¢g) = a cosat + bsin at,
skad mamy na przesuniecie fazowe:

a? — w?
tg oo = oo
ary

za$ na amplitude:
1
\/4&272 + (w2 — O42)2'

A= VETT =

Dla przypadku stabego tlumienia, see RYS. amplitudy jako funkcji czestosci
wymuszajacej . Widaé, ze amplituda ruchu wymuszonego jest najwieksza dla
czestosci bliskich czestoSci wtasney; ttumienie zapewnia, ze amplituda pozostaje
zawsze skoniczona.

7.6 Roéwnania niejednorodne z ogdlnymi niejednorodnosciami

Sprowadzamy rownanie n—tego rzedu do uktadu niejednorodnego pierwszego rzedu rozmiaru
n X n i postepujemy tak jak to opisano w odpowiedniej Subsection.
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