1 Przestrzenie z iloczynem skalarnym

W definicji przestrzeni wektorowej nie ma mowy o dtugosci wektora (chyba ze jest to
wektor zerowy). Wprowadzajac pojecie normy, mamy zdefiniowang dlugosé wektora. Nie
umiemy jednak mierzy¢ kgtdw miedzy wektorami (tzn. pojecie kata nie jest tam zdefiniowane).
W przestrzeniach z iloczynem skalarnym jest to mozliwe i w takich przestrzeniach mozemy
petniej wykorzystywac intuicje geometryczne.

1.1 Iloczyn skalarny i jego wlasnoS$ci

Niech V' bedzie przestrzenia wektorowa nad cialem K (w praktyce K bedzie R lub C).
Odwzorowanie (-|-): V x V — K nazywamy iloczynem skalarnym, jesli dla dowolnych
wektorow z,y, 2z € V oraz A\, u € K zachodza warunki:

1. (z|]Az + py) = Az|x) + p(z]y) (tzn. iloczyn skalarny w drugim argumencie jest
liniowy);
2. (a) (zly) = (y|x) dla K =R (symetria),

(b) (z]y) = (y|z) dla K = C (hermitowskos¢).
3. (z|z) > 0, oraz (z|z) =0= 2 =0.

Uwaga. Dla K = C, iloczyn skalarny na ogoét przyjmuje wartosci zespolone. Natomiast
p. 2 powyzej mowi, ze (z|x) € R (a wiec sensowny jest p. 3, i zgodnie z nim (z|z) > 0).
Def. Odwzorowanie F': V' — W przestrzeni wektorowych nad C nazywa sie antyliniowe,
jesli jest addytywne (tzn. F(z+y) = F(z)+ F(y)) oraz F(\z) = Az (tuz,y € F, A € C).
Zauwazmy, ze ze wzgledu na wtasno$é 2, w przypadku zespolonym iloczyn skalarny
jest antylintiowy w pierwszym argumencie:

(Azly) = (y[Az) = AMylz) = Aylr) = Azly).

Pamietajac definicje formy biliniowej, mozemy powiedzie¢, ze:

e Dla K = R iloczyn skalarny to forma biliniowa symetryczna, a stowarzyszona z nig
forma kwadratowa jest dodatnio okreslona (p. 3).
Def. Rzeczywista przestrzen wektorowa wyposazona w iloczyn skalarny nazywa sie

przestrzeniq euklidesowaq.

e Dla K = C iloczyn skalarny to forma liniowa w drugim argumencie i antyliniowa w
pierwszym (takie formy nazywa sie péttoraliniowymi). Jest ona ponadto hermitowska
(p. 2) a stowarzyszona z nig forma kwadratowa jest dodatnio okreslona (p.3).

Def. Zespolona przestrzen wektorowa wyposazona w iloczyn skalarny nazywa sie
przestrzenig unitarng.

Przyktlady. (Wtasnosci iloczynu skalarnego wszedzie sprawdza sie tatwo)

1. V=R"Y% (zly) = 2'y' + 22> + - - + 2"y". Jest to standardowy (badz kanoniczny)
iloczyn skalarny w R".



2. V =C" (zly) = 2'y' + 22y + - - + 27y". Jest to standardowy (badz kanoniczny)
iloczyn skalarny w C".

3. V=Ry[]; (ulv) = fLu(z)v(z)dz (tu zakladamy, ze b > a)
4. V = Cul[]; (uv) = fPu(z)v(z)dz (tu tez zaktadamy, ze b > a)
5.V =Ru[]; (ufv) = [, u(z)v(z)e * dz.

Latwo zobaczy¢, ze jesli V' jest przestrzenia z iloczynem skalarnym, to kazda jej podprzestrzen
rowniez jest przestrzenia z iloczynem skalarnym.

1.2 Norma indukowana przez iloczyn skalarny. Nieré6wno$é Schwarza

Dla wektora = € V zdefiniujmy wielkos¢ ||z||:

[|z[| =/ (2]2). (1)

Z whasnosci iloczynu skalarnego, mamy: ||z|| = 0; || z|| = || - ||z|]-
Stw. (Nierdwno$é Schwarza). Dla dowolnych wektorow x,y € V' zachodzi nier6wnosé:

|@ly)] < {l]] - [lyl] (2)

przy czym roéownosé ma miejsce wtedy i tylko wtedy, gdy x, y sa proporcjonalne (tzn z = ay
dla pewnego a € K).

Dowody przeprowadzimy oddzielnie dla przypadkow R i C (wersja zespolona jest
nieco bardziej skomplikowana. Wersja dla R juz — w nie najogoélniejszym przypadku —
byta, ale dla kompletu zamiescimy i jg).

o K = R. Wezmy wektory z,y € V oraz t € R. Zdefiniujmy wielkosé: f(t) = (v —
ty|x — ty). Poniewaz iloczyn skalarny jest nieujemny, mamy: f(¢) > 0. Wypiszmy
doktadniej:

f(t) = (z —tyle —ty) = (z|x) — t(zly) — tlylz) + (yly) = |[=]]* = 2t(zy) + £yl %

widzimy, ze f(t) jest trdjmianem kwadratowym w zmiennej t. Trojmian ten jest
nieujemny, zatem jego wyréznik jest niedodatni:

A =d(aly)® —Allz[Pllyll* <0 = ()] <=l - 1lyll,

czyli dostalithy nierownosé (2). Kiedy ma miejsce rownosé? Wtedy, gdy A = 0, a
to oznacza, ze f(t) ma pierwiastek (podwojny): 3, : f(to) = 0, a to znaczy, ze
||z — toy|| = 0, czyli z = tyy.

e K = C. Tu iloczyn skalarny nie jest symetryczny (przy zamianie argumentow
pojawia sie sprzezenie). Postapimy troche inaczej: Zapiszmy iloczyn skalarny (x|y)
w postaci (zespolonej) trygonometycznej:

(ly) = I(zly)le™;

stad mozemy zapisac: ‘
(ezly) = |(z[y)].
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Rozpatrzmy teraz nastepujaca funkcje f(¢) zmiennej rzeczywistej ¢:
f(t) = (%2 — tylex — ty) = (afa) — t(ezly) — t(yle"z) + *(yly)

= |l=]* = 2t|(x[y)] + £ lyl|*.

Funkcja f(t) jest nieujemnym trojmianej kwadratowym w zmiennej t. Widac, ze od
tego momentu mozna dalej postepowac jak w przypadku rzeczywistym.

Whiosek. Dla dowolnych dwoch wektoréw x,y, zaréwno w przypadku rzeczywistym
jak i zespolonym, zachodzi:
[z +yll < [l]] + [lyl]- (3)

Dow. Mamy:
|z +yll* = (z +yle +y) = (zl2) + (2[y) + Ylz) + (yly) = |l]]* + [ly]]* + 2Re(z]y)

<l + 1yl + 20(ly)| < =] + yl1* + 2[l2]] - il = (=] + [y 1)*

(w ostatniej nieréwnosci korzystalismy z nier6wno$ci Schwarza). Obie strony otrzymane;
nieréwnosci sa dodatnie, wiec mozemy wyciagnac¢ dodatni pierwiastek kwadratowy i otrzymujemy

(3).
CBDO
Uwaga. W ten sposob stwierdzilismy, ze wielko$¢ ||x|| definiowana przez (1) spelnia
trzy warunki normy. Norme definiowana przez (1) nazywamy normg indukowang przez
tloczyn skalarny

1.3 Ortogonalno$é

Wezmy dwa niezerowe wektory x,y € V (V jest nad R). Dzieki nieréwnosci Schwarza
mamy nieré6wnosc:

(z[y)
[I] - [ly]]
Znak rownosci zachodzi, gdy x jest proporcjonalny do y.

Zdefiniujmy kat o miedzy wektorami x,y jako takie a € [0, 7|, ze

1< <1 (4)

(z]y) (5)

cosa = .
(] - {lyll

Gdy r =ty, t > 0, to cosa = 1, wigc a = 0 - zgodnie 7z intuicja z R® ("'wektory x oraz y
maja zwroty zgodne’). Podobnie gdy x = ty, t < 0, to cosa = —1, wiec o = 7 ("wektory
x oraz y maja zwroty przeciwne’). Gdy zachodzi (z|y) = 0, to a = § — méwimy wtedy, ze
wektory x,y sa prostopadte (lub ortogonalne). Zauwazmy, ze definicja ortogonalnosci jest
tez sensowna w przestrzeniach zespolonych (nie ma tam pojecia kata, ale gdy (z|y) = 0,
to moéwimy, ze x,y sa ortogonalne).

Zauwamy, ze jezeli x,y sa ortogonalne, to

|z +yl|* = (z +ylz +y) = (z]z) + (z|y) + (ylz) + ly) = =] + |yl [*.

Przez analogie z elementarng geometria, rownosé¢ te nazywamy twierdzeniem Pitagorasa.



Def. Niech zbior wektorow (e = ey, e, ..., e,) bedzie bazag w V. Mowimy, ze baza e
jest ortogonalna, jesli dla dowolnych i # j zachodzi:

(eiles) = 0.
Jesli ponadto dla i =1,2,...,n zachodzi:
(eiles) =1,

to baze e nazywamy ortonormalng.

Powyzsze dwa warunki mozna — przy uzyciu symbolu delty Kroneckera, zapisaé jako
jeden; mamy wtedy definicje:

Baze e = (e, €, ..., €,) nazywamy ortonormalng, jezeli

(eilej) = dij.

Przy uzyciu baz ortogonalnych, a jeszcze lepiej ortonormalnych, wiele rachunkow sie
ulatwia i wzory w tych bazach na ogoét wygladaja prosciej, niz w dowolnej bazie. Dlatego
— majac jakas baze — warto umie¢ znalez¢ baze ortogonalnga. Metoda znajdowania bazy
ortogonalnej jest ortogonalizacja Grama-Schmidta.

Ale wprzod jeszceze przyklad, jak uzycie bazy ortogonalnej utatwia zycie. Zobaczmy,
jak wyglada iloczyn skalarny dwu wektoréw roztozonych w bazie ortogonalne;j.

Niech z,y € V, h = (hq,...,h,) — baza ortnormalna w V. Mamy:

n n
i=1j=1 i=1j=

(z]y) = (Z $ihi’ Zyjhj) = Z in?/j(hﬂhj) = Z xiyj@j = Ziﬂiyi§
i=1 j=1 1 i=1

zatem, w bazie ortonormalne;j iloczyn skalarny ma postacé standardowg.

1.4 Ortogonalizacja Grama-Schmidta

Metoda dziata zarowno w przypadku rzeczywistym, jak i zespolonym (w tym ostatnim
trzeba bardziej uwazaé¢ — o tym za chwile). Zalézmy, 7e mamy baze, na ogot nieortogonalng
e = (e, ea,...,e,). Zdefiniujmy baze f = (f1, fo, ..., fn) rekurencyjnym wzorem (rekurencja
Grama-Schmidta)

= (el fr)

(ea]f1) .
= el fe)

= €1, —= fy — —— 3 ey i =
fl 1 f2 2 (f1|f1>f1 f]
Stw. Baza f = (fi, f2,..., fu) jest ortogonalna.
Dow. jest indukcyjny. Sprawdmy, ze (f1]f2) = 0:

Jr (6)

(e2]f1)
= - — 0.
(f2|f1) (€2|f1) (fl‘fl)(fl‘fl)
Zalozmy teraz (zalozenie indukcyjne), ze (fi, fa, ..., fij—1) sa prostopadle, i sprawdzmy,

ze f; jest prostopadly do wszystkich poprzednich (tzn. (fi, fo,..., fj—1)): Wezmy jakis
wskaznik m < 7, i mamy:

(filfm) = (ej]fm) —




w powyzszej sumie, wszystkie (z wyjatkiem jednego) iloczyny (fi|fn) sa réwne zeru (z
zatozenia indukcyjnego). Wyraz nie rowny zeru to ten, dla ktorego k = m. Mamy wigc

()] fm)
(fmlfm)

(fj|fm> = (ej‘fm> - (fm|fm) =0.

CBDO
Przykt. Zortogonalizujmy uklad trzech wektorow w R3:

1 1 1
€1 = 1 , €9 = 1 , €3 = 0
1 0 1
Zgodnie 7 recepta (6), mamy:
1 1 1 1
2 1
f1:€1: 1 s f2:62— (62|f1)f1: 1 - = 1 = — 1 s
X G "ol 73] T3] L

.. policzmy na boku: (fo|fo) = 5(1+1+4) = 2, (foles) = (1 —2) = ... i ostatni
wektor:

1 1 1
(eslf1) (es|f2) 2 -1 3 1
= @q — — — 0 —_ = 1 - . — . = ]_
k ’ (fl|f1)f1 (f2|f2)f2 1 3 1 3 2 3 9
6—4+1 1 3 1 1
6—4—2 0 0

Rachunkami do zrobienia juz w pamigci widaé, ze fi, fa, f3 sa ortogonalne.

1.5 Dopelnienie ortogonalne podprzestrzeni

Niech E C V (E moze, ale nie musi, by¢ podprzestrzenia). Zdefiniujmy zbior E-+:
Et={zecV: (zly) =0Vy € E}; (7)

innymi stowy, E+ jest zbiorem wektor 6w prostopadlych do E (tzn. do dowolnego wektora
7z E). Latwo zobaczy¢, ze E+ jest podprzestrzenig V.
Def. Gdy E C V jest podprzestrzenia, to £+ nazywamy dopetnieniem ortogonalnym

podprzestrzeni F.

Stw. Jesli V jest skoniczenie wymiarowa przestrzenia z iloczynem skalarnym, a £ C V'
jest podprzestrzenia, to V = E @ E*.

Dow. Jesli z € EN E*, to (z|z) = 0, a wiec x = 0. Stad £ N E+ = {0}. Pokazemy,
ze E+E+=V.

Niech ey, es, ... e, bedzie bazg w E i niech dim V' = n. Mamy:

Et={yeV: (ylejy=0dlaj=1,... k}



jest to k warunkéw w n— wymiarowej przestrzeni; nie testujemy na razie czy wszystkie
sa niezalezne, wiec wymiar B+ jest przynajmniej n — k: dim E+ > n — k. Wymiar sumy
E + E* jest wiec:

dim(E+EY) > k+ (n—k) > n.

Ostra nier6wno$¢ nie moze mie¢ miejsca, wiec dim(E + E1), czyli E+ E+ = V.
Tak wigc, skoro ENEL={0}i E+Et=V, toV=FE®E*.

CBDO

Whiosek: Jedli E — podprzestrzenn V, to (E1)t = E. Wystarczy sprawdzié¢ rozklad
wektoréw w bazach: Niech (eq, ..., e,) — — baza w E, (€p11, ..., 6€,) — baza w E+; wtedy:
reEB=uax=Y de=at =30 Ve, = (1) =T, c'e;, zatem E C (E+)*.

Mamy ponadto: dim E = k =n — (n — dim F)) = dim(E£+)*.

1.6 Rzut ortogonalny (prostopadly) na podprzestrzen

Pamigtamy (byto to w rozdz. o wart. i wekt. wlasnych), ze gdy mamy rozktad przestrzeni
na sume prosta: V. = V) @& V5, to mozemy zdefiniowaé¢ rzut P, na podprzestrzen V.
(mowimy wtedy: "Rzut na podprzestrzen Vi wzdluz V5,’) Rzutowanie to polega na zapominaniu
sktadowej, nalezacej do drugiej podprzestrzeni. Tzn. gdy v = v +v9, gdzie vy € Vi, vy € V5,
to Piv = vy. Dla przestrzeni z iloczynem skalarnym tez oczywiScie mozna takie rzuty
zdefiniowac¢. Szczegdlnie wazne sa rzuty w sytuacji, gdy przestrzen V rozkladamy na
podprzestrzeni F i jej dopelnienie ortogonalne E+. Tak wiec:

Def. Rzutem ortogonalnym na podprzestrzen £ C V nazywamy rzut na podprzestrzen
E wzdhuz E+. Oznaczamy go Pg.

Pokazemy, ze gdy (eq, ..., ex) jest baza ortonormalng w F, to rzut ortogonalny wektora

v € V na E jest dany wzorem:
k

Prr = (e;]z)e;. (8)

i=1
Zauwazmy najsampierw, ze wzor ma szanse by¢ prawdziwy, gdyz Pgx € E (jako liniowa
kombinacja wektoréw bazy E). Mamy ponadto, dla j =1,... k:

k k

(ejlr — Ppz) = (ejlr — 3 _(eilv)er) = (ej|z) — X _(eilz)(eile;)

i=1 i=1

k

= (e5]) = D (es]2)dij = (ej]z) — (e5]z) = 0.

i=1
Skoro tak, to wektor: (r— Pgx) € E*. Otrzymalismy zatem rozklad wektora = na sktadowe
w sumie prostej £ @ Et:

k k
r=> (elx)e;+a—> (e;]x)e; (9)
i=1 i=1
€L S0

Uwagi.

1. Gdy baza w E jest nieortonormalna, to wyrazenie na rzut Pp tez mozna napisac,
ale jest ono znacznie bardziej skomplikowane.



2. Powroémy do wzoru (6) w rekurencji Grama-Schmidta. Zapiszmy go w postaci:

k-1

fr=r¢er— Z(ek’hj>hja

J=1

gdzie h; sa unormowane: h; = H];—?H, tworza wiec baze ortonormalng. Poroéwnujac
J

powyzsze wyrazenie z wzorem (8), mozemy napisac, ze

fr=er — PE,Hek, gdzie FEjp_, = <f17f27 e 7fk71>-

2 Kilka faktéw z geometrii metrycznej, ciekawych ! i
pozytecznych *

2.1 Odleglosé punktu od podprzestrzeni
Def. Odlegtosé punktu x od podprzestrzeni F definiujemy jako:

d(z, E) = ;Ielg d(z,y). (10)

RYS. Uwaga. W ten sposob tez definiujemy odlegtos¢ punktu od dowolnego zbioru, nie
tylko podprzestrzeni.

Ale dla podprzestrzeni, definicje te mozna przeksztalci¢, uzywajac odpowiedniodci:
punkt przestrzeni «—— wektor, w wyliczalny wzor:

d(w, E)? = inf |l — ' = inf ||o — Pra + Pez — yl* = ...

. zauwazamy, ze ¢ — Ppx € Et, za§ Pgx —y € FE, i korzystamy z tw. Pitagorasa,
dostajac...
inf (||z — Pgz||* + ||Pex — y||?) = inf ||z — Pgz||* = ||z — Pezl|®. (11)
yeE yeE
Przedostatnia rowno$é wynika z faktu, ze wektorem y przebiegamy catg podprzestrzen
E, wiec trafiamy na y = Pgz, a w tym przypadku ||Pgx — y|| = 0. RYS. Za$ ostatnia
rownos¢ wynika z faktu, ze ||z — Pgx|| nie zalezy od y, jest wiec taka sama dla wszystkich
ye k.

Przykl. Znalez¢ odlegtosé pomiedzy prostymi y = 2x i y = 2x + 2.

Rozw. Widaé, ze sa to proste rownolegte. Niby nie podpada to pod otrzymany przez
nas wzor, ale jest inaczej — wystarczy wybraé¢ dowolny punkt na jednej prostej i znalezé
odlegtos¢ tego punktu od drugiej prostej. Tu, wybierzmy punkt (z = 0,y = 2) na drugiej
prostej. Przeformutujmy teraz zadanie w jezyku punktow i podprzestrzeni:

Znalez¢ odleglosé punktu v =

1 s,

g od podprzestrzeni E rozpietej przez wektor f =

Ikwestia gustu
2przynajmniej na egzaminie



Odleglos¢ znajdujemy korzystajac z wzoru (11). Musimy najsampierw unormowa’baze
rozpinajaca E; tu baza sktada sie z jednego wektora f. Wektor unormowany to e =

H;].Mamy;
PEU:(U|e)e:1(O~1—|—2~2)1[11221[11;

oo [1]-4[2]-4( )

a szukana odlegtos¢ to dlugos$é tego wektora:

20 2
d(v, B) = |Jv = Ppel| = 5= = 7

Kto nie wierzy, niech na papierze milimetrowym narysuje i zmierzy, albo prosta prostopadta narysuje,

wiec

punkty przeciecia poznajduje, i odlegto$é miedzy nimi wykalkuluje

Powyzszy przyktad byljedynie ilustracja dzialania wzoru (11). W wiekszej liczbie
wymiaroéw liczy si¢ analogicznie — jedynie trudnosci rachunkowe moga by¢ wieksze.
2.2 Podstawowe pojecia geometrii afinicznej

Dotad zajmowalismy sie przestrzeniami, podprzestrzeniami i odwzorowaniami liniowymi.
Sa jednak naturalne sytuacje, gdy warto te pojecia w okreslonym kierunku rozszerzyc¢,
otrzymujac obiekty tzw. afiniczne.

Przed ich zdefiniowaniem, wprowadZzmy najsampierw oznaczenie:

Ozn. Niech Z — podzbiér przestrzeni wektorowej V', za$ x — jaki$ wektor z V. Wprowadzmy
oznaczenie (mozemy je roboczo nazwac 'zbior Z przesuniety o wektor z”)

r+Z=Z+4+x={y=z+x,z2€ 7}
RYS. Jest oczywiste, ze zachodzi:
La+y+2)=(@x+y +72,
2. Jesli Z — podprzestrzen, x € Ztox + 2 = Z.
Def. Podprzestrzenig afiniczng P przestrzeni V nazywamy zbiér postaci
P=py+L, (12)

gdzie py — pewien wektor nalezacy do V', za§ L — podprzestrzein wektorowa przestrzeni V.
Oczywiscie, py € P. Ponadto py mozna zastapi¢ dowolnym innym punktem z P: Jesli
py € P, to py = po + [ dla pewnego [ € L, zatem

po+L=@po+)+L=py+(+L)=py+L=P

Okazuje sie (proste ¢wiczenie), ze dla zadanej podprzestrzeni afinicznej P, podprzestrzen
L jest wyznaczona jednoznacznie. L nazywa si¢ przestrzenig styczng do P.



Dla dim L = 0,1,2 podprzestrzenie afiniczne nazywaja sie odpowiednio punktem,
prostq, ptaszczyzng afiniczna.

Przyklad. Niech T': V — W — odwzorowanie liniowe z przestrzeni V' do W. Wiemy,
ze zbior rozwigzan rownania T'x = 0 jest podprzestrzenia liniowa w V. Natomiast zbior
rozwigzan rownania niejednorodnego T'v = y,y € W — dany wektor, nie jest podprzestrzenia
liniowa w V. Jest natomiast podprzestrzenia afiniczng. (moze tez by¢ pusty).

Def. Mowimy, ze podprzestrzenie afiniczne Py, P, sa rownolegte, jesli Ly C Ly lub
Ly C Ly (moga sie tez pokrywac). (Tu Ly, Ly sa przestrzeniami stycznymi odpowiednio
do P i Py).

bLatwo sprawdzi¢, ze przeciecie dwoch podprzestrzeni afinicznych jest puste albo tez
podprzestrzenia afiniczna. To samo dotyczy dowolnej iloéci przestrzeni afinicznych.

2.3 Odleglos¢ podprzestrzeni afinicznych
Def. Odlegtosé dwoch podprzestrzeni afinicznych I1 oraz 1" definiujemy jako

dILIT) = inf d(p,p’). (13)

pell, p’ell’

Jak i uprzednio, przeksztalémy to wyrazenie we wzor bardziej nadajacy sie do wyliczen.
W tym celu zacznijmy od przedstawienia:

O=py+L, TI'=py+L

gdzie L, L' sa podprzestrzeniami wektorowymi (stycznymi do IT oraz II' odpowiednio).
Wynika stad przedstawienie dla dowolnych punktow p € II, p’ € II":

p=po+y, P =py+y gdze yelL, yel

Wykorzystujac to, mamy:

A . A = . I A
d(IL1IT') = pel‘ll,r;;f"eﬂ’ lp —'l| e Ll}lyfeL, lpo +vy —po =¥l

— ] f _n — fd 1 f — — ...
yeitbep o =po) + (=9l = __inf, Jli(po = po) + =]l

... W czym rozpoznajemy odlegto$é punktu (po—pj,) od podprzestrzeni (L+L'), na ktora to
odlegtos¢ wyprowadzilismy niedawno wzor (11), ktory tu doprowadzi do kalkulowalnego
wyrazenia na odleglosé:

d(IL 1) = d((po — pp), (L + L)) = [I(po — pb) = Pz+r)(po — po)ll- (14)

Przyklad. Dla naprzykladu?® obliczmy odlegloé¢ pomiedzy prostymi sko$nymi, zadanymi
parametrycznie (parametr ¢ € R), w R3:

0 1 3 1
O=py+L=py+tl=|0|+t| 1|, M=py+L =py+tl=|5]+t]2
0 1 8 3

3jak mawial kolega kierownik w audycjach Jacka Fedorowicza,



Rozw. Liczymy co trzeba:

3
T=py—po=1|51|, L+L =(1).
8

Bedziemy liczy¢ rzuty na L+ L', zatem musimy mie¢ tam baze ortonormalng. Baza (I1,ls)
ortonormalna nie jest. Skoro tak, to musimy ja zortonormalizowaé. Najpierw zortogonalizujmy,
oznaczajac baze ortogonalna jako (f1, f2):

1 1 1 1 2 —1
fi=lh=1]1], fzzzg—(ﬁ”l)zlz o | =S i l=l2]=]2|=]| 0 :
A 3
1 1111 3 1 3 2 1

ktore — jak wida¢ gotym okiem — sa ortogonalne. Normalizujemy (dzielac przez dtugoséi)
i otrzymujemy baze ortonormalna:

1
€1 = %fh €r = ﬁf}
Dalej:

1 1 16 5
P = (mler)er+(mles)es = 5(3-1+5~1+8-1)f1+§(3-(—1)+5-0+8~1) = §f1+§f2

32 — 15 [T
= | 3240 | =232,
32+ 15 47

1 18 — 17 1 1
7T—PL+L/7T:6 30 — 32 :6 -2 y
48 — 47 1

i mamy odlegtos¢:

124 (22412 1
d(H,H’):\/ (=2) -
62 V6
Przyklad 2. Obliczyé¢ odleglosé pomiedzy prostymi sko$nymi, zadanymi parametrycznie (parametr
teR), wR3:

0 1 3 1
H=po+L=po+tl=[0]+t[1], 0 =py+ L =py+tl'= [2]+t[2].

0 1 1 3

Odp. Tu proste, rzekomo skosne, przecinaja sie! Oblicz, Czytelniku (Czytelniczko), w jakim punkcie.

2.4 Objetosé rownolegloscianu rozpietego na k£ wektorach w R”

Wezmy k wektordéw vy, v, . .., vg nalezacych do R™. Definiujemy réwnolegtoscian P rozpiety
na tych wektorach jako zbiér RYS.:

P={Mog+ Nog+ -+ N}, 0< N <1 (15)
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Definiujemy jego k—wymiarowa objetos¢ indukcyjnie wzorem "pole podstawy razy wysokos¢’:
Vol(vy,...,ux) = Vol(vy,...,v_1) - d(vg, (v1,...,06_1)) (16)
za$ punkt startowy indukeji (objetosé¢ jednowymiarowa’) to dtugosé wektora:
Vol(vy) = [|v]].

Def. Macierzg Grama uktadu wektorow vy, va, ..., v (0zn. G(vy, v, ..., v;)) nazywamy
macierz k X k, ktorej elementami sa iloczyny skalarne wektoréw v;, tzn.

Gij = (vilv)).

Stw.

Vol(vy,...,ux) = \/det G(v1,v2, ..., Vk).
Dow. bedzie indukcyjny. Dla k£ = 1 teza jest prawdziwa:

Vol(vy) = ||on]] = /(v1]01) = /det G(uy).

Pokazemy, ze z zalozenia o prawdziwosci tezy dla k — 1 wynika jej prawdziwosé¢ dla k.
Mamy:
Vol(vi,...,v)? = Vol(vi,...,vp_1)* - d(vg, (v1, ..., v5_1))?

=Vol(vi,...,05-1)* - (vp — Pugvp — Pvy) = det G(v1,va, ..., v_1) - (v — Pu|vg — Puy)
= det G(vy,va, ..., Up_1, U — Pug)

gdzie P jest rzutem na podprzestrzen (vy, ..., vx_1). W ostatniej rownosci wykorzystalismy
fakt, iz vy — Puy jest ortogonalny do wszystkich wektoréw vq,...,v,_1, zatem macierz
Grama : G(vq,vg, ...,V 1,0 — Pvg) ma, w ostatnim wierszu (i kolumnie) niezerowy
tylko wyraz diagonalny Gy, a pozostate Gy;, 7 < k sa réwne zeru.

Pozostaje pokazaé, ze

det G(Ul,’UQ, ey V-1,V — ka) = det G(Ul,vg, Ce ,’Uk,l,vk).

Wynika to z nastepujacego lematu.
Lemat. Jesli wektory wy, ..., wy sa kombinacjami liniowymi wektorow vy, va, ..., vg):

k .
:Zal’f‘vi7 74:1’...,]{
to
G(UJl, . ,wk) = ATG<'U1, . ,Uk)A,
gdzie A jest macierzg wspolczynnikéw (a',.). Stad wynika, ze
det G(wy, ..., wy) = (det A)*det G(vy, ..., vg). (17)
Dow. (lematu): Liczymy iloczyn skalarny:
k

a'vd s (vilvy) = > (A7), Gy (A
1

’j

(wy|ws) = (Zarvl

Za SUJ) Zk:

i=1j=

11



CBDO

(lematu)
Koniec dowodu Stwierdzenia: W macierzy A wybieramy: w; = vy,...,Wr_1 = Up_1,
wy = v — Py, Poniewaz Puy, jest liniowa kombinacja wektoréw vy, ..., v,_1, to macierz A

ma strukture gdrnotrdjkging, a na diagonali ma same jedynki, wiec det A = 1. Korzystamy
z wzoru (17) i mamy co trzeba.
CBDO

Przykt. Obliczy¢ pole powierzchni réwnolegtoboku, wycietego przez graniastostup o
podstawie bedacej jednostkowym kwadratem o wierzchotkach w punktach: (0, 0), (0,1), (1,0), (1, 1)
z plaszczyzny zadanej réwnaniem z = ax + by + c.

Tzn. jest to pole powierzchni (objeto$¢ dwuwymiarowa) rownolegloscianu rozpietego
na wektorach:

1 0
vp=101, wv,=]1
a b

Liczymy macierz Grama:

o= G [ =157 )

a szukane pole powierzchni Vs to pierwiastek z wyznacznika:
Vo = Vdet G = /(1 +a?)(1+2) — a2b? = V1 + a2 + 12,

Wz6r ten przyda si¢ nam zaniedlugo...
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