1 Operatory: Symetryczne/Hermitowskie, Ortogonalne/
Unitarne

W rozdziale tym zakladamy, ze mamy do czynienia z przestrzeniami wektorowymi z
iloczynem skalarnym oznaczanym, jak dotad, przez (-|-). Przestrzenie te moga by¢ zar6wno
nad R (euklidesowe), jak i nad C (unitarne).

1.1 Operator sprzezony

Niech F' bedzie endomorfizmem V. Utworzmy iloczyn skalarny (z|F'y).
Def. Operatorem sprzezonym do F nazywamy taki operator FT, ze dla dowolnych
wektorow z,y € V' zachodzi

(x|Fy) = (F'aly). (1)
Latwo sprawdzi¢, ze FT jest operatorem liniowym, tzn. dla dowolnych z1, 2o € V, A € K

spelnia:
Fl(xy +29) = Floy + Flay,  Fi(Axz) = AF'a. (2)

WeZmy np.:
(1 + 22| Fy) = (21| Fy) + (22| Fy) = (Flzly) + (Flasly) = (Flay + Flasly),

a z drugiej strony
(21 + 22| Fy) = (F' (21 + 2)|y);

z poréwnania lewych stron i faktu, ze wektory x1, 22,y sa dowolne, mamy pierwsza z
whasnosci (2). Co do drugiej, mamy

(Az|Fy) = Az|Fy) = A(F'z|y) = (AFzly),

oraz

(Az|Fy) = (FT(Ax)ly);

poréwnujac prawe strony, mamy druga z wlasnosci (2).

Stw. Operacja sprzezenia posiada wtasnosci:
1. (F+G) =Ft4+GT,

(

2. (\F )T—/\FT

3. (F)f =
(FOG)T_GTOFT

Dow. Sprawdza sie te wlasnosci prosto, korzystajac z definicji sprzezenia i wlasnosci
iloczynu skalarnego. Wt. 1. jest banalna. Sprawdzmy (aby sie nie mylita z liniowoscig
FT), wlasnosé 2.:

(@|(AF)y) = (z[AFy) = Mz |Fy) = A(F'zly) = (\F'z|y),
a ze, 7 drugiej strony, wyraz, z ktorego startowalismy, to

(z|(AF)y) = (AF)zly),



to przez poréwnanie prawych stron otrzymamy 2..
Teraz 3.:

(| Fy) = (F'zly) = (y|Ffz) = (F)Tyle) = (@(F)'y).

Sprawdzmy jeszcze wt. 4.:
(z|(F o G)y) = (2| F(G(y))) = (F'z|Gy) = (G"(F'2)ly) = (GF o F)zly);

a ze z drugiej strony
(2](F o G)y) = ((F o G)laly)

to przez poréwnanie prawych stron otrzymujemy wtasno$é 4.

1.2 Macierz operatora hermitowsko sprzezonego w bazie ortonor-
malnej

Zadajmy w przestrzeni V' baz¢ e ortonormalng e = (eq,...,e,). Niech A bedzie macierza
operatora F w tej bazie, zag B niech bedzie macierza operatora F' w tej bazie:

A= (d')) = [F]° B = (V') = [F']..

Pomiedzy elementami macierzy A oraz B zachodzi nastepujacy zwiazek:
a'y = (ei| Fej) = (Flesle;) = (ej|Fle;) = U]

Mozemy te wlasnos¢ wypowiedzie¢ stowami: Macierz B jest macierza transponowang
(zamiana i < j) i sprzeZong (w sensie zespolonym). Wypowiadamy to krocej, mowiac,
ze macierz B jest hermitowsko sprzezona do macierzy A. Oznaczamy ja tak samo jak dla
operatorow:

B= Al
Uwaga. Gdy K = R, to sprzezenie zespolone nie wystepuje i macierz B jest po prostu
transponowang macierza A.
Uwaga. Powyszy zwiazek pomigdzy macierzami A = [F°], oraz B = [F]°_, mowiacy,
7ve B = A', zachodzi tylko w bazie ortonormalnej. Gdy baza nie jest ortonormalna,

zwigzek ten jest bardziej skomplikowany. Moze Czytelnik sprobuje wyprowadzi¢ go w
tym ogdélniejszym przypadku?

1.3 Operatory zachowujace iloczyn skalarny

Def. Mowimy, ze F' € End V' zachowugje iloczyn skalarny, jezeli dla dowolnych x,y € V'
zachodzi

(Fz|Fy) = (x|y) (3)

Operatory zachowujace iloczyn skalarny posiadaja nastepujace wtasnodci:

1. Sa izomorfizmami. Warunek (3) mozna przepisa¢ jako: ||Fz|| = ||z||, tzn. Fz =
0 < x =0, tzn. Ker F' jest trywialny, wiec F' jest odwracalny.



2. Zachowuja odleglos¢:

d(Fz, Fy) = [[Fz = Fyl| = [|[F(z = y)|| = |lx = yl| = d(z,y).

3. Tworza grupe wzgledem operacji skladania. Element neutralny to odwzorowanie
identycznosciowe. Istnienie elementu odwrotnego wynika z 1), za$ zlozenie dwoch
operatorow F, G zachowujacych iloczyn skalarny tez zachowuje iloczyn skalarny:

(Fz|Fy) = (zly), (Gz|Gy) = (zly) = (G o Fz|G o Fy) = (Fz|Fy) = (z]y),
tzn. G o F tez zachowuje iloczyn skalarny.

Operatory zachowujace iloczyn skalarny inaczej sie nazywaja w przestrzeniach nad C i R.
Def.

e Dla K = C, operatory zachowujace iloczyn skalarny nazywaja sie unitarne. Grupa
wszystkich operatord unitarnych w przestrzeni n—wymiarowej oznaczana jest U(n).

e Dla K = R, operatory zachowujace iloczyn skalarny nazywaja sie ortogonalne. Grupa
wszystkich operatoré ortogonalnych w przestrzeni n—wymiarowej oznaczana jest

O(n).
Przykt.

1. Operator obrotu o kat o w plaszczyznie (tzn. V = R? K = R) jest operatorem
ortogonalnym.

2. Niech V = R3, K = R. Operator odbicia w plaszczyznie przechodziacej przez érodek
jest operatorem ortogonalnym.

Stw. Dla F' € End V nastepujace warunki sa rOwnowane:
1. F' zachowuje iloczyn skalarny.
2. FTF =1.
3. Ft = 1,

4. macierz A = [F]°, operatora F' w pewnej (a wiec i kazdej) bazie ortonormalnej
spetnia warunek ATA = 1.

5. F przeksztalca pewna (a wiec i kazda) baze o.n. w baze o.n.

Dow. Roéwnowaznos$¢ 1. i 2. wynika natychmiast 7 definicji operatora sprzezonego (1) i
warunku zachowywania iloczynu skalarnego (3) — wystarczy tylko zapisaé¢ ten ostatni jako

(Fz|Fy) = (F'Fzly) = (z|y)

Réwnowaznosé 2., 3.1 4. jest oczywista. Pokazemy, ze 1 <= 5.
1 = 5: Jezeli e jest baza ortonormalna, to

(Fei|Fej) = (eile;) = dij,



a wiec zbior wektorow (Fey, ..., Fe,) tez jest baza ortonormalng.
5 = 1: Jesli F przeksztalca baze ortonormalng e w baze ortonormalng (Fey, ..., Fe,),

to
(Fz|Fy) = Zx ei) | F( Zy e;)) :ZZ I(Fe;|Fej)

=3y, = Zx y' = (aly)

i=1j=1

(skorzystalismy tu z faktu, ze w bazie o.n. iloczyn skalarny ma posta¢ kanonicznga).
Uwagi.

1. Warunek A'A = I oznacza, ze A~' = AT. Tak wiec macierz odwrotna do macierzy
ortogonalnej (unitarnej) to macierz transponowana (hermitowsko sprzezona).

2. Rownos¢ ATA = I oznacza, ze PR ala’y, = Ou; a to z kolei znaczy, ze kolumny
ai, as, ..., a, macierzy A tworza baze ortonormalng w K". Analogiczna sytuacja ma
miejsce z wierszam — wynika to z réwnosci AA" = 1.

1.4 Operatory hermitowsko samosprzezone (hermitowskie)

Def. Moéwimy, ze operator F' € EndV jest hermitowsko samosprzezony lub hermitowsk:
(uzywa sie tez terminu samosprzeony), gdy zachodzi

Fi=F

Samosprzezono$¢ operatora sprawdza sie tatwo, gdy mamy baze o.n. i wypiszemy macierz
A = [F]°, operatora w tej bazie. Wowczas warunek samosprzezonosci jest

Macierz, speliajaca powyzszy warunek, nazywamy:
e macierzg hermitowskg, gdy K = C;

o macierzg symetryczng, gdy K = R.

1.4.1 Znaczenie operatoré6w hermitowskich

1. Kwadryki i ich klasyfikacja w R? i R3: Posta¢ kanoniczna po zaaplikowaniu transformacji
ortogonalnej

2. Drgania normalne uktadu sprzezonych oscylatoréw harmonicznych: Doprowadzenie
przez transformacje ortogonalng do sumy kwadratow wspdtrzednych normalnych.
Sens fizyczny wartosci wlasnych: czestosci wtasne.

3. Mechanika kwantowa: Operatory odpowiadajace wielko$ciom obserwowalnym sa
operatorami samosprzezonymi na przestrzeni stanow (przestrzen wektorowa z iloczynem
skalarnym — tzw. przestrzen Hilberta.



