1 Rozwiazywanie ukladéw rownan. Wyznaczniki.

1.1 Uklad dwu réwnan liniowych z dwiema niewiadomymi

Niech bedzie dany uktad dwu réwnan liniowych z dwiema niewiadomymi x, y:

amr + bly = N
axx + b = (1)
2 2Y N2
Zdefiniujmy:
a; by _ ny by ) ap My
W = ay by = aiby—asby; W, = ny by = n1by—naby; Wy: Gy Moy = a1Ng—a2n

Moga zachodzi¢ nastepujace sytuacje dotyczace rozwiazalnosci uktadu (1):

e Jesli W # 0, to uktad ma doktadnie jedno rozwiazanie: x = %, Yy = % Uktad taki

nazywamy uktadem oznaczonym.
Dow. Wyprowadzmy powyzsze wzory bezposrednio: Pomnézmy pierwsze z rOwnan
... przez as a drugie przez aj...

{ asa1r + asbyy = asny
arasr + ajbyy = aine
...1 odejmijmy stronami:
arbay — azb1y = arng — agny,
a to jest — patrzac na definicje wyznacznikéw — rowne dokladnie
Wy=W,— y= MM/;“’

Wyrazenie na z wyprowadza sie analogicznie.

e Jesli W = 0 i co najmniej jeden z wyznacznikow W, W, jest r6zny od zera, to ukltad
nie posiada rozwiazan. Uktad taki nazywamy uktadem sprzecznym.

o Jesi W =0 =W, =W, to moze si¢ zdarzy¢, ze:

— uktad (1) posiada nieskoriczenie wiele rozwiazan; uktad taki nazywamy uktadem
nieoznaczonym. Przykt:

{x+2y:

2% 4+ Ay = 6 ; rozw.: y — dowolne, z =3 — 2y

lub
— uktlad jest sprzeczny. Przykt:

Or + Oy = 1
Oz + Oy = 2

Tutaj same wyznaczniki nie daja dostatecznej informacji o rozwigzalnosci uktadu.
Okazuje sie, ze potrzebne jest badanie tzw. rzedu ukltadu. Powiemy o tym w dalszej
czesci wyktadu.



1.2 Uklad dwu réwnan liniowych z trzema niewiadomymi
Niech bedzie dany uktad dwu réwnan liniowych z trzema niewiadomymi z, y, 2:

mxr + by + ay = m
axr + by + cy = no (2)
asr + bsy + c3y = ng

Zdefiniujmy znowu: wyznacznik gtowny:

ar by o
W = as b2 Cy | = a1b203 + b102a3 + Clagbg - a3b261 - bgCQCLl — 03a2b1;
az by c3

ostatnie wyrazenie tatwiej zapamietac, stosujac regute Sarrusa.

ny by a N1 a by m
Wx = | N2 bg Co |, Wy = | a2 MN2 Co |, Wz = | Q2 bg Ng |3
n3 by c3 az N3 C3 as bs ns

liczy sie je analogicznie jak wyznacznik gtowny.
Mamy, podobnie jak w przypadku uktadu 2x2, nastepujace sytuacje dotyczace rozwiazywalnosci
uktadu:

e Jesli W # 0, to uktad ma doktadnie jedno rozwigzanie. Uktad taki nazywamy

uktadem oznaczonym.
WL W, WL
x—W, y—W, z = e
Uzasadnienie tym razem sobie podarujemy (mozna je wyprowadzi¢ przez dodawanie
stronami, podobnie jak w sytuacji 2 x 2, ale jest to dos¢ pracochtonne i nudne; za

3 miesigce wyprowadzenie pojawi sie w ogdlniejszej postaci, dla uktadow n x n.

e Jesli W = 0 i co najmniej jeden z wyznacznikow W, W, W, jest rézny od zera, to
uktad (2) nie posiada rozwiazan. Uklad taki nazywamy uktadem sprzecznym.

o Jesi W =0=W, =W, =W,, to moze si¢ zdarzy¢, ze:

— uktad (2) posiada nieskoniczenie wiele rozwigzan; lub

— uktad jest sprzeczny.

Tutaj same wyznaczniki nie daja dostatecznej informacji o rozwigzalnosci uktadu.
Okazuje sie, ze potrzebne jest badanie tzw. rzedu ukltadu. Powiemy o tym w dalszej
czesci wyktadu.

2 Wektory — kilka faktow uzytkowych

2.1 Wektory.
2.1.1 Wektor jako n—ka liczb

W fizyce mamy do czynienia z pojeciami lub obiektami o r6znym charakterze. Sa np.
wielkosci, ktore mozna charakteryzowaé¢ podaniem jednej liczby — np. masa, temperatura.



Nazywamy je skalarami. Inaczej jest, gdy musimy podac¢ polozenie np. punktu w przestrzeni.
Do podania potozenia np. samolotu w przestrzeni trzeba wskaza¢ jego dtugoscé i szerokosé
geograficzna oraz wysokos$é, na jakiej leci — wiec ¢rzy liczby. Potozenie punktu w przestrzeni
jest przyktadem wektora. Poszczegblne wspotrzedne nazywamy sktadowymi wektora.
Piszemy wiec, np. dla wektora x wskazujacego polozenie punktu w przestrzeni trojwymiarowe;j

R3:

T

X = i)
T3

Tak jest dla wektora w przestrzeni trojwymiarowej; wektor na plaszczyznie ma dwie
sktadowe. Mozna rowniez rozpatrywac¢ wektory z R" jako (uporzadkowanej) n—Kki liczb;
bedziemy to robi¢ pdzniej.

(Inne oznaczenia wektora to: ¥; x). W tych notatkach wektory beda oznaczane generalnie
grubymi literami; ale gdyby przyszto pisaé¢ na tablicy, wykladowca bedzie oznaczal wektory
strzalka, jako ze latwiej to pisa¢ niz grube litery kreda.)

(Generalnie bedziemy sie trzymaé powyzszej notacji, tzn. zapisu wektora jako kolumny
liczb. Czasem — dla oszczednosdci miejsca — bedziemy tez stosowaé zapis wierszowy, tzn.
X = [.7}1, T2, Ig])

Wektory ilustrujemy w sposob, ktory Czytelnik /Stuchacz z pewnoscia zna, tzn. jako
strzatki. Traktujemy jako rownowazne wektory zaczepione w réznych punktach.

RYS.

(Pozniej pojawi sie potrzeba rozpatrywania sytuacji, gdy trzeba uwzglednia¢ rowniez
punkt zaczepienia wektora; na razie jednak takich sytuacji nie rozpatrujemy).

2.1.2 Dwa podstawowe dzialania na wektorach

Na wektorach mozemy wykonywaé dwa podstawowe dzialanial:

T Y1
e Dodawanie wektorow. Dla dowolnych wektorow x = | 22 |,y = | y2 | okreslamy
T3 Y3

ich sume jako wektor z: z = x 4+ y, o sktadowych

21 1+
Zz=| 2 | =| 22+ Yo
z3 T3+ Y3

o Mnozenie wektora x przez liczbe a € R: Wektorem ax nazywamy wektor o sktadowych

axy
ax = ax9
axs

RYS. RYS. - ilustracje dwuwymiarowe
Mamy nastepujace wazne pojecie:

lza chwile poznamy ich wiecej, ale nie sa one tak podstawowe — w tym sensie, ze wymagaja
dodatkowych struktur geometrycznych na przestrzeni



Def. Kombinacjq liniowqg k wektorow X, Xs, ..., Xy ze wspotczynnikami o, as, ..., ay
(gdzie a; € R, i =1,..., k) nazywamy wektor X okreslony jako

k
X =a1X; + Xy + -+ + X = Z ajX;. (3)
=1

2.2 Bazy. Rozklad wektora w bazie.

Zauwazmy, ze dowolny wektor x € R? mozna przedstawi¢ w nastepujacy sposob:

1 1 0 0
X = ) =T 0 + X9 1 + T3 0 = T1€1 + To€s + T3e3
I3 0 0 1
1 0 0
gdzie oznaczyliSmy:e; = | 0 [,eo = | 1 |,e3=| 0 |.Znaczy to, ze dowolny wektor x €
0 0 1

R3 mozna przedstawi¢ jako liniowq kombinacje wektorow ey, e, e3. Wektory te stanowig
przyklad wektoréw bazowych, tzn. takich, ze dowolny wektor z R mozna jednoznacznie
przedstawic¢ jako kombinacje liniowa wektoréow bazy. Zapiszmy to formalnie:

Def. Bazg w R3 nazywamy taki zbiér trzech wektorow z R3, ze dowolny wektor z R3
mozna jednoznacznie przedstawié jako kombinacje liniowa wektoréw bazy.

Przykl. Omowione dopiero co wektory {e;,es, e3} stanowia baze; jest to tzw. baza
standardowa. Wezmy inne trzy wektory: {fi, f5, f3}, okreslone nastepujaco:

fi = ex—e
fg = ey t+e; (4)
fg = €3 — e

Czy stanowia one baze? Jest tak, jesli wyrazenie wektorow {f;} przez {e;} jest odwracalne,
tzn. gdy {e;} wyrazaja sie przez {f;} jednoznacznie. Tutaj tak jest; gdy bowiem potraktujemy
(4) jako uktad rownan na niewiadome {e;}, to mozemy go rozwiazaé¢ i mamy:

e = _%fl =+ %fg
€ = %fl -+ %fg (5)
ey — f3 — %fl -+ %fQ

W ten sposob, dowolny wektor x mozemy wyrazi¢ w bazie {f;}:

1 1 1 1 1 1
X =T1€; + T2€9 + I3z — .%‘1(—5& =+ §f2) + $2(§f1 + §f2) + Qfg(fg — §f1 + ifg)

1 1 1 1 1 1
= (—§x1 + 5:):2 — §:B3)f1 + (§$1 + §$2 + 5%3)f2 + 373f3-

Przez skojarzenie z kryterium na istnienie jednoznacznego rozwigzania ukltadu réwnan
liniowych, mamy nastepujace

Kryterium na to, aby uktad wektorow ({fi, f5, f3}) byl baza:
Wyznacznik utworzony ze sktadowych wektorow ({f, fs, f3}) musi by¢ rézny od zera.



Przykl. Dla wektorow {f;}, zdefiniowanych przez (4), mamy:

11 -1
1 0 |==14040-0—0—1=-2£0,
0

1
0 1

a wiec znowu stwierdziliSmy, ze wektory ({fi, f2, f3}) tworza baze.
Przykt. Wezmy teraz wektory ({F,F2, F3}), zdefiniowane jako:

Fi = 2e +e
Fo = e +ey+e3 (6)
F3 = €y — 263

Tworzac z ich sktadowych wyznacznik, mamy:

1
1 1|=44+040-0-2-2=0,
1

O = N
N = O

a wiec wektory ({F1,Fq, F3}) nie tworzq bazy. Mozna sie przekonaé, ze np. wektor Fj
jest kombinacja liniowa wektorow Fi, Fy:

F; =2F, - Fy,

co geometrycznie znaczy, ze wektory ({Fq, Fo, F3}) rozpinaja pltaszczyzne dwuwymiarowa,
a nie caly przestrzen R3.

2.3

2.3.1

Iloczyn skalarny i zastosowania.

Definicja ogodlna i standardowy iloczyn skalarny

Tloczyn skalarny dwoch wektorow x, y € R3 jest liczbg. Oznaczamy go: (x,y). (Inne
oznaczenia: X - y,(x|y)). Zadamy, aby iloczyn skalarny spelnial nastepujace wtasnosci dla
dowolnych wektoréow x,y,z oraz wspolczynnika o € R:

Nieujemnosé: (z,x) > 0, przy czym réwnoéé¢ (z,x) = 0 zachodzi tylko dla wektora
Zerowego.

Symetria: (x,y) = (y,X).
Liniowo$¢: (ax,y) = a(x,y). (Nazywa sie czasem te wlasno$¢ liniowosciq multiplikatywng).

Rozdzielnosé: (x,y +z) = (x,2) + (x,2z). (Te wlasnosé¢ nazywa sie tez liniowoscig
addytywnq).

lloczyn skalarny mozna wprowadza¢ na wiele sposobow (tzn. mozna znalezé wiele funkeji
R3 x R® — R, spelniajacych powyzsze warunki). W naszej euklidesowe]j przestrzeni jest
jednak jedna wyrézniona funkcja, majaca postac:

3
(X,¥) = 2191 + Toys + T3y3 = Y Tl (7)
=1
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Powyzsze warunki tatwo sie sprawdza dla (6).
Aby bardziej uzmystowi¢ sobie znaczenie geometryczne powyzszego wzoru, zastosujmy
go najsampierw do iloczynu skalarnego wektora samego z soba. Mamy:

(x,x) = a7 + a3 + 23

i z tw. Pitagorasa widzimy, iz jest to kwadrat dlugosci wektora x. Dlugos¢ wektora x
bedziemy oznaczaé jako ||x||; mamy wiec:

Ix]| = /oi + 23 + 23.

Uwaga. Dhugos$¢ wektora (zwana czasem normg) okreslamy analogicznym wzorem dla
dowolnego iloczynu skalarnego, nie tylko standardowego:

x| =/ (%, %). (8)

W celu dalszego zobaczenia wtasnosci geometrycznych iloczynu skalarnego, pokazemy
wazna nierd6wnosc.

2.3.2 Niero6wnos$¢ Schwarza

Tw. . Nierdwnosé Schwarza Zaloézmy, ze mamy przestrzeni wektorowa? z iloczynem skalarnym.
Wtedy dla dowolnych wektoréw x,y zachodzi nieréwnos¢

| )< (Il -yl 9)

Dow. 7 wektorow x i y zbudujmy nastepujaca kombinacje liniowa: x + ty, gdzie t € R,
i obliczmy iloczyn skalarny tego wektora samego z soba. Mamy, z warunku nieujemnosci
iloczynu skalarnego:

(x +ty,x+ty) > 0. (10)

Jednoczesnie:
(x+ty,x+ty) = (x,x) + t(x,y) + t(y,x) + *(y,y) = (x,x) + 2t(x,y) + t*(y,y)-

Popatrzmy na to wyrazenie jako na {réjmian kwadratowy w zmiennej t. 7Z nieujemnos$ci
iloczynu skalarnego (9) wynika, ze trojmian ten jest nieujemny dla dowolnych X,y oraz t.
Skoro tak, to wyrdznik tego trojmianu jest niedodatni:

A= 4(X7 y)2 - 4(X7 X)(Yu y) < O;
a to znaczy, ze

(x,y)* < (x,x)(y,y),

lub, wyciagajac pierwiastek kwadratowy i uwzgledniajac definicje dlugosci wektora (7),
otrzymujemy nierownosé (8).

2Tu: R3; ale nier. Schwarza prawdziwa jest dla R™ dla dowolnego n.



2.3.3 Interpretacja geometryczna iloczynu skalarnego

Utworzmy teraz, dla dowolnych niezerowych wektorow x,y wielkosé

Ko %Y
[IxI[ - Iyl
7Z nier6wnosci Schwarza widzimy, ze K moze przyjmowa¢ wartosci ze zbioru [—1, 1]. (Dwie
skrajne wartosci sa osiagane dla x = —y — wtedy K = —1; oraz dla x = y — wtedy
K =+1).
Teraz zdefiniugmy kat € pomiedzy wektorami x, y jako

cosf = & (11)

x| - [yl

Wida¢, ze ta definicja ma szanse by¢ sensowna, poniewaz: § = 0 dlax =y, § = 7 dla
x =y oraz 0 lezy pomiedzy tymi skrajnymi wartosciami dla innego wyboru x oraz y.

Uwaga. Powyzszy wzor jest czesto uzywany jako definicja iloczynu skalarnego. Wtedy
ta definicja ma postac:

(x,y) = [[x[[ - [yl cos 6,

zas$ wyrazenie (6) pojawia sie jako jej konsekwencja. Tu przyjelisSmy odwrotng kolejnosé —
gwoli ogolnosci: Kat pomiedzy wektorami mozna zdefiniowaé¢ wzorem (10) dla dowolnego
iloczynu skalarnego, niekoniecznie standardowego.

Korzystajac z powyzszego wyrazenia, mozemy napisa¢ inne wyrazenie na iloczyn skalarny:

(x,¥) = |Ix[ - [lyll cos 6, (12)

gdzie 0 jest katem pomiedzy wektorami, mierzonym od x do y. Jest ono wygodne, gdy
nie mamy wektorow zadanych w jakiej$ konkretnej bazie, a mamy ich dhugosci oraz kat
pomiedzy nimi.

W celu lepszego 'wyczucia’ iloczynu skalarnego, zastosujmy go teraz do wektodéw bazy
{e;} (tzn. bazy standardowej, nazywanej tez kartezjariskqg. Mamy, np.:

(e1,61)=1-1+0-0+0-0=1
i tak samo dla wektorow e,, e3. Mamy tez:
(e1,60)=1-04+0-14+0-0=0
i podobnie dla innych wektoréw bazy o réoznych wskaznikach:
(e1,e3) = (ez,€3) =0 (i symetrycznie (ez,e1) =0 itd.)
Mozemy to skrotowo zapisac jako:
e - e; = 0,

(gdzie liczby 4,5 — wskazniki — moga przyjmowaé wartosci 1,2, 3), za$ symbol J;; zwany
jest deltq Kroneckera i jest zdefiniowany nastepujaco:

5. — 1, jezeli 1=
Y10, jezeli 1A
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Jak zinterpretujemy powyzsze rownosci dla roznych wskaznikéw? Mozemy na nie popatrzy¢
jako na wyrazenie faktu, ze e; jest prostopadty do e, itd.; bo skoro iloczyn skalarny dwu
niezerowych wektoréw jest rowny zeru, to kat pomiedzy nimi jest rowny 7. (Wektory
prostopadle nazywamy tez ortogonalnymsi).

Okazuje sie, ze iloczyn skalarny ma wazna wlasnoscé, ktorej teraz nie pokazemy (odktadajac
ja na ok. 3 miesigce, kiedy nabedziemy wiecej wprawy w przestrzeniach wektorowych),
a mianowicie, iz jest on niezmienniczy wzgledem obrotu baz. To znaczy, gdy mamy dwie
bazy kartezjanskie, obrocone wzgledem siebie, to iloczyn skalarny nie zalezy od tego, w
ktorej bazie go liczymy (musi to by¢ tylko baza kartezjanska, tzn. (E;, E;) = d;;).
2.3.4 Zastosowanie: Praca w polu sil.

W = (F,s) = Fscosa

2.4 Tloczyn wektorowy i zastosowania.

2.4.1 Permutacje (zb. 3-elementowego), parzyste i nieparzyste
2.4.2 Symbol zupelnie antysymetryczny

€ijk

2.4.3 Iloczyn wektorowy

Z=XXYy, %= Z €ijkTiYk;
g,k

konkretnie:
Z1 ToYs — T3Y2
<2 | = | T3Y1 — T1Y3
Z3 T1Y2 — T2U1

Wtasnosci iloczynu wektorowego:
e z jest prostopadly do x oraz do y. (Tu rachunek).
e X Xy = —Yy X x (tu uzasadnienie)

e Dlugosé wektora z nie zalezy od wyboru bazy, w ktorej sie go liczy (musi to by¢
tylko znowu baza kartezjanska, tzn. (E;, E;) = 6;;). (To jest zapodane na wiare
— uzasadnienie bedzie pdzniej). (Niezta dyskusja w: Byron, Fuller, Matematyka w
fizyce klasycznej i kwantowej, t. 1).

e Konsekwencja tej wlasnosci: Przejdzmy do takiej bazy, ktorej pierwsza o$ pokrywa
sie z wektorem x oraz wektor y lezy w plaszczyznie 12. (RYS.) Liczymy i wychodzi,
ze z jest prostopadtly do wektorow x iy, a jego dtugo$¢ wynosi:

||z = [Ix[[ - [ly[] sin 6 (13)

6 — kat mierzony od x do y.



2.4.4 Zastosowanie: Moment pedu.

Zast. teorii momentu pedu: Moment pedu jest zachowany w ruchu planet.

2.4.5 Zastosowanie: Sila Lorentza.
2.4.6 Zastosowanie: Pole powierzchni. Objetosé.

Pole powierzchni P réwnolegtoboku rozpietego na wektorach x,y jest rowne
P=lxxyl. (14)

Uzasadnienie: Pole powierzchni to iloczyn dlugosci podstawy oraz wysokosci, a wiec dwoch
bokow razy sinus kata pomiedzy nimi (RYS.), a to sie doktadnie pokrywa z wzorem (12).
Wzor jest wygodny, gdy mamy réwnoleglobok zadany przez rozpinajace go wektory —
unikamy wtedy liczenia ich dtugosci oraz kata pomiedzy nimi.

Objetosé 'V roéwnoleglo$cianu rozpietego na wektorach x,y, z jest rowna

V=lxxy)- gr| (15)

Uzasadnienie: Wzo6r ten mowi, ze objetosé to pole podstawy razy wysokosé.



