1 Liczby rzeczywiste

1.1 Dlaczego nie wystarczaja liczby wymierne

Analiza zajmuje sie problemami, w ktorych pojawia sie przejscie graniczne. Przyktadami
takich probleméw w matematyce badz fizyce moga by¢:

1. Pojecie predkosci chwilowej w mechanice. Jezeli mamy do czynienia z ruchem jedno-
stajnym, to okreslenie predkosci nie sprawia ktopotu: Predkosé¢ jest to iloraz prze-
bytej drogi i czasu:

As

At

Jesli jednak w przeciagu czasu At predkosé sie zmienia, to powyzsza definicja daje

predkosé srednig na odcinku czasu At. Dopoki mamy do czynienia ze skoriczonymi

odcinkami czasu At, dopoty — uzywajac powyzszej definicji — mozemy méwié jedynie

o predkosciach $rednich. Z drugiej strony, intuicyjnie czujemy, ze istnieje cos takiego

jak predkosé chwilowa — predkosé w danej konkretnej chwili czasu (np. gdy jadac

samochodem rzucamy okiem na predkosciomierz), a nie jedynie predkos¢ srednia
na jakims$ odcinku czasu. Pojawia sie wiec potrzeba nalezytej definicji predkosci
chwilowe;j.

[

2. Dtugosé¢ krzywej. Nie nastrecza probleméw zmierzenie dtugosci odcinka linii proste;j.
Ale jak zmierzy¢ dhugosé krzywej, nie bedacej prosta? Recepta na rozwiazanie przy-
blizone jest zastapienie krzywej przez lamana ztozong z odcinkéw i zsumowanie ich
dhugosci. Postepujac w ten sposob, mierzymy diugosé krzywej z pewnym bledem,
ktory mozna uczyni¢ dowolnie matym, ale ktory jest skoriczony, jesli dtugosci odcin-
kéw tamanej sa niezerowe. Znoéw czujemy, ze takie pojecie, jak dtugosé krzywej, jest
dobrze okreslone (np. dtugosé weza ogrodowego albo nitki ma okreslona wartosé).
Chcieliby$smy nadaé¢ dokladniejsze znaczenie powiedzeniu: "dazymy z dtugoscia od-
cinka tamanej do zera, a jednoczesnie z iloscia tych odcinkéw do nieskoriczonosdéi, i
to co otrzymamy W GRANICY, to dlugos¢ krzywej." Ale jak to porzadnie zdefi-
niowac?

Zanim zaczniemy powyzsze problemy analizowaé, zastanéwmy sie, jakich liczb bedziemy
uzywac. Liczby: naturalne N i catkowite Z sa w oczywisty sposob zbyt ubogie, aby przy ich
uzyciu analizowaé pojecie granicy (np. nie jest w wielu przypadkach wykonalne dzielenie).
Nastepnym nasuwajacym sie kandydatem sa liczby wymierne Q. Takie wielkodci, jak dtu-
gos¢, potozenie itd. mozna z dowolng doktadnoscia okresli¢ uzywajac liczb wymiernych.
Okazuje sie jednakze, ze w zbiorze liczb wymiernych sa luki. Pozostajac przy mierzeniu
odleglosci: istnieja dobrze okreslone obiekty, np. dlugo$é¢ przekatnej kwadratu o boku 1,
ktore nie sq liczbami wymiernymi. Powoduje to, ze granica ciggu liczb wymiernych moze
nie byé¢ liczbg wymierna i do uprawiania analizy trzeba mieé¢ wiekszy zbiér liczbowy —
zbiér liczb rzeczywnstych R.

Zacznijmy od pokazania, ze dtugosé przekatnej kwadratu o boku dtugosci 1, tzn. v/2,
nie jest liczba wymierna. Przyjmijmy, ze jest przeciwnie; wtedy mozemy zapisaé ja w
postaci utamka nieskracalnego:

V2 = ]q)’ czyli  p? = 2¢°

gdzie p, q sa wzglednie pierwsze. Mamy w takiej sytuacji trzy mozliwosci:



i) obie liczby p, ¢ sa nieparzyste;
ii) p jest parzysta, ¢ jest nieparzysta;
iii) p jest nieparzysta, g jest parzysta.

Patrzac na sytuacje 1) mamy: p* = 2¢% , czyli p? jest parzysta, a wiec p tez jest parzysta
— whrew zalozeniu. W sytuacji i): Skoro p jest parzysta, to zapiszmy: p = 2p’ i réwnos¢
p? = 2¢* jest rownowazna 4p? = 2¢?, czyli 2p? = ¢?, co znaczy, ze ¢ jest parzysta —
wbrew zalozeniu. Wreszcie w #7) mamy: p? = 2¢* znaczy, ze p jest parzysta — znéw w
sprzecznosci z zatozeniem.

StwierdziliSmy wiec, ze nie istnieje utamek g taki, ze Z—z = 2, co znaczy, ze /2 nie jest
liczba wymierna — tzn. jest liczba niewymierng.

Uzupetniajac liczby wymierne o liczby niewymierne, otrzymamy zbior liczb rzeczywi-
stych R. Dziatania na nich sa takie same, jak na liczbach wymiernych, a réznica pomiedzy
zbiorami Q a R lezy w tym, ze dla R spetniona jest zasada ciggtosci Dedekinda.

1.2 Zasada ciaglosci (Dedekinda)

Zasada cigglosci zbioru R (zasada Dedekinda)! mowi, ze:
Jesli podzielimy R na dwa podzbiory A oraz B: AU B =R w taki sposob, ze

vaeAviB ra < b> (1)

(stad od razu wynika, ze AN B = (), to albo w zbiorze A istnieje najwieksza liczba, albo
w zbiorze B istnieje najmniejsza liczba. Zakladamy tu, ze zaden ze zbiorow A, B nie jest
pusty.

Kazdy taki sposoéb podziatu R na dwa podzbiory nazywamy przekrojem Dedekinda.
Wtlasnosé ciggloéci moéowi, ze nie moze wystapié "luka" w "przekroju", ktory wlasnie zde-
finiowalismy.

Na tym polega réznica miedzy zbiorami Q a R: w zbiorze R nie mogq istnieé¢ luki, a w
Q mogq. Przyktad takiej luki: Podzielmy zbior Q na dwie czesci A i B: Do A zaliczymy
liczby mniejsze od v/2, a do B liczby wicksze od /2. Spelniony jest tu warunek (1),
ale w czesci A nie istnieje liczba najwieksza, a w czesci B nie istnieje liczba najmniejsza.
Wynika to z mozliwosci przyblizania v/2 z gory i z dotu z dowolna doktadnoscia przez liczby
wymierne; przyktad ciagu takich przyblizen z gory i z dotu: [,, — rozwiniecie dziesietne do
n—tego miejsca; u,, = I, + 107",

1.3 Wartos$é bezwzgledna

Przypomnimy tu wtasnosci wartosci bezwzglednej liczby rzeczywistej a € R, ktore beda
wykorzystywane w réznych miejscach.

Def. Wartoscig bezwzgledng (modut) liczby a € R nazywamy liczbe nieujemna |a| €
R U {0} okreslana przez warunki:

e Jeslia >0, to |a| = q;

!Mozna ja uwazaé za jeden z aksjomatow liczb rzeczywistych. Wszystkie aksjomaty razem sa dla
podsumowania zebrane w Subsec. 1.5



o Jeslia <0, to |a| = —a.
Od razu z definicji wynika, ze
Vaer : |la| >0, oraz |la|| = |al. (2)
Maja miejsce nastepujace wzory:

1. Dla dowolnej liczby a € R zachodzi

lal = [ —al; (3)

Dow. Dla a > 0 mamy | — a|] = —(—a) = a = |a|. Dla a < 0 mamy: |a] = —a,
| — a| = —a.

|

2. Dla dowolnej liczby a € R zachodzi nieréwnosé
—la|] < a < |al; (4)

Dow. Dla a > 0: Po lewej stronie pierwszej nieréwnosci mamy liczbe < 0, po
prawej za$ liczbe > 0. W drugiej nieréwnoséi mamy réwnosé. Dla a < 0: Zgodnie
z definicja wartosci bezwzglednej zachodzi |a| = —a, wiec w pierwszej nieréwnosci
mamy rownosé. W drugiej nieréwnosci: Po lewej stronie mamy liczbe mniejsza od
zera, po prawej liczbe wieksza od zera.

|

3. Dla dowolnych liczb a,b € R zachodzi nieréwnosé
|a + 0] <a] + [b]; (5)

Dow. Jesli ktoras z liczb a, b jest rowna zeru, to mamy rownos¢. Jesli obie liczby sa
wieksze od zera, to mamy réwnosé. Jedli obie liczby sa mniejsze od zera, to mamy
rownosé. Jeslia > 0,b<0ia+b>0,tola+bl=a+b<a<a+ b =lal+1b.
Jeslia>0,b<0ia+b<0,tol|a+b =—-a—b<—b=|b <|a|+ b

[

4. Dla dowolnych liczb a,b € R zachodza nieréwnosci
jal = 1b] < la —b] < la] + bf; (6)

Dow. Druga z powyzszych nieréwnosci otrzymuje sie przez wziecie —b zamiast b w
(5). Pierwsza za$ jest rownowazna |a| < |a — b| + |b| 1 znéw otrzymuje sie ja z (5),
jesli zamieni¢ a + b — a tzn. a — a — b.

|
5. Dla dowolnych liczb a,b € R zachodzi rownosé
|ab| = [a][b] (7)

Dow. Dla a,b > 0, mamy a = |a|,b = |b| i |ab] = ab = |a||b|. Dla a > 0,b < 0 jest:
a = lal,b = —[b] i ab = [a|(=[b]) = —la[[b] <0, skad |ab] = (=)(—)[al[b] = |al|0].
Dlaa <0,b<0:a=—|al,b=—|b| iab= |ab] = (—|a|)(—|b]) = |al||b].

|



6. Dla dowolnych liczb a,b € R:
z nierownosci  |a| <c¢ i [b| < d wynika,ze |[a+b <c+d (8)

Ten wzor mozna nazwaé wzorem na "dodawanie pod znakiem wartosci bezwzgled-

nej".

Dow. Wynika on z (5), poniewaz: |a + b| < |a| + |b] < ¢+ d.

|
7. Mamy tez rownowaznos¢ trzech nierownosci:
la| <b <= -b<a<b < a<bi—a<hb 9)
1.4 Zbiory ograniczone. Kres gérny i dolny zbioru
Niech Z C R. Przypomnijmy definicje zbioru ograniczonego z gory:
Def. Mowimy, ze Z C R jest ograniczony z gory 2, jesli
dJMeR: VzeZ: M2z (10)

Kazde M, spelniajace (10), nazywamy ograniczeniem gdrnym. Jesli M — ograniczenie
gorne, to M +m, gdzie m > 0, réwniez jest ograniczeniem goérnym. Mamy wiec caty zbior
ograniczen gornych; oznaczmy go M.

Zachodzi

Tw. Niech Z C R — zbiér ograniczony z gory. Wtedy w zbiorze M ograniczeri gérnych
zbioru Z istnieje liczba najmniejsza. Nazywamy ja kresem gornym zbioru Z i oznaczamy
sup Z (a czytamy: supremum Z).

Dow. W dowodzie postuzymy sie zasadq ciggtosci Dedekinda.

Podzielmy wszystkie liczby rzeczywiste na dwie klasy (podzbiory R):

e Do drugiej klasy I zaliczamy liczby M, spetniajace: Vz € Z: M > z. Tak wiec I1
to zbiér ograniczen goérnych zbioru Z. Poniewaz zbior Z jest ograniczony z gory, to
11 jest niepusty i r6zny od R.

e Do pierwszej klasy zaliczmy wszystkie pozostate liczby, tzn. I = R\ I1. (Zbior [
rowniez jest niepusty.) Zapiszmy rownowazna definicje I:
Do I naleza elementy M’ takie, ze ~ (Vz € Z: M' > 2),tzn. 32 € Z: M' < z.

Z zasady cigglosci wynika, ze:
i) albo w klasie [ istnieje element najwiekszy,
it) albo w klasie /1 istnieje element najmniejszy.

Pokazemy, ze mozliwos¢ i) nie zachodzi. Przyjmijmy, ze jest przeciwnie, tzn. ze w klasie [
istnieje element najwiekszy; nazwijmy go a. Ale wtedy, z definicji klasy I: dz € Z : xz > a.

Oznaczmy teraz przez o' jakakolwiek liczbe lezaca pomiedzy a oraz x; wezmy np.
a = %(a: +a). Wtedy o' < z. Czy o’ € I1?7 Gdyby tak bylo, to — z definicji 11 — musiatby
zachodzi¢ warunek: Vz € Z : z < d/, a tymczasem dla z = ¢ € Z mamy x > d'. Znaczy

2 Analogicznie definiujemy zbiér ograniczony z dotu
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to, ze a’ & 11, wiec a’ € I. Ale mamy tez: a’ > a, co znaczy, ze a NIE JEST elementem
najwiekszym w klasie I — whrew zalozeniu.

OtrzymaliSmy sprzecznosé, co dowodzi, ze zachodzi mozliwosé i), tzn. w klasie 17
istnieje element najmniejszy.

|

Mamy bliZniacze twierdzenie:

Tw. Jesli zbior Z C R jest ograniczony z dotu, to wéréd ograniczen dolnych zbioru 2
istnieje liczba najwieksza, zwana kresem dolnym zbioru Z i oznaczamy inf Z (a czytamy:
infimum Z).

Dow. jest réwniez blizniaczy.

Uwaga. Kresy zbioru nie musza do niego nalezeé¢. Np. kresami przedziatlu otwartego
la,b[: a < x < bsa liczby a (kres dolny) i b (kres gorny), nie nalezace do ]a, b

1.5 Aksjomatyka liczb rzeczywistych

Podsumujmy znane wtasnosci liczb rzeczywistych. Mozna je tez uznac za aksjomaty, ktore
definiujg liczby rzeczywiste; wszystkie znane nam wtasnosci liczb rzeczywistych mozna z
nich wyprowadzié¢.

1. W R mamy dziatanie dodawania ” + 7. Jest ono przemienne: r +vy = y + x oraz
tgczne: (x+y)+z=x+ (y+2) Vr,y,z € R.

2. Istnieje element neutralny 0 dla dodawania, tzn. Vx € R: z + 0 = .
3. Dla kazdego elementu z istnieje element przeciwny —z: x + (—z) = 0.

4. W R mamy dziatanie mnozenia ” -”. Jest ono przemienne: x -y = y - x oraz tgczne:
(x-y)-z=a-(y-2) Vo,y,z € R.

5. Istnieje element neutralny 1 dla mnozenia, tzn. Vo € R: x -1 = x.

6. Dla kazdego elementu z # 0 istnieje element przeciwny %: x - % =1.

Uwaga. Zbior z tak okreslonymi dziataniami nazywa sie ciafem. Zatem R jest ciatem.

7. Istnieje w R relacja mniejszosci 7 < 7, tzn. kazde dwie rozne liczby z,y € R spel-
niaja: albo z < y, albo y < x. Relacja ta jest przechodnia, tzn. jezeli v < y iy < z,
to x < z. Zachodzi tez:

jesli z <y, tox+z2<y+ zi, jesdli tez z > 0, toxz < yz.
Uwaga. Wszystkie powyzsze aksjomaty sa tez spelnione przez liczby wymierne. Za-

ktadamy wiec, procz wszystkich powyzszych, jeszcze

8. aksjomat ciggtosci Dedekinda.



2 Ciagi

2.1 Podstawowe definicje

Def. Ciggiem nazywamy funkcje na zbiorze liczb naturalnych, tzn. przyporzadkowanie
kazdej liczbie naturalnej jakiej$ liczby rzeczywistej. (Mowimy wtedy o ciagu o wyrazach
rzeczywistych; analogicznie mozemy mowié¢ o ciggu o wyrazach naturalnych, catkowitych,
wymiernych,...)

Zazwyczaj ciag zapisujemy w postaci: ai, ag, ..., ay,,... lub {a,}.

Przykladami ciagow, ktore Czytelnik dobrze zna (a jeli nie, to niniejszym poznaje),
jest ciag arytmetyczny:

a, = A+ Bn, (11)
(tu A, B sa pewnymi liczbami rzeczywistymi) oraz ciag geometryczny:
a, = aq" (12)

(tu g # 0,a — liczby rzeczywiste).

Najczesciej definiujemy ciag przez jawnie, wzorem a,, = f(n) dla pewnej funkcji f (w
ten sposob jest zdefiniowane sg ciagi powyzej, np. ciag (11): tu f(n) = A+ Bn). Drugim
czesto spotykanym sposobem jest definicja rekurencyjna, w ktorej zadaje sie pierwszy
wyraz ciagu oraz formule: a, = F(a,—1), gdzie F' jest pewna funkcja. Np. ciag (12)
mozna réwnowaznie zadac jako: a1 = a,a, = qa,_1. Tutaj tatwo jest przejéé¢ od postaci
rekurencyjnej do postaci jawnej; na ogol jest to jednak znacznie trudniejsze (p. zadanie o
ciagu Fibonacciego).

Dla wielu ciaggéw nie potrafimy podaé¢ jawnego wzoru na n—ty wyraz; np. jest tak z
ciggiem liczb pierwszych (wiemy, ze jest ich nieskoriczenie wiele; stanowia podzbiér N,
wiec mozna je ustawi¢ w ciag. Ale jawnej postaci takiego ciagu nie potrafimy podac).

Def. Ciag {a,} nazywamy rosngcym (odpowiednio: niemalejgcym), jesli Vn € N :
a, < ayy1 (odpowiednio, jesli Vn € N : a,, < apq1).

Analogicznie

Def. Ciag {a,} nazywamy malejacym (odpowiednio: nierosngcym), jesli Vn € N :
@y > ap41 (odpowiednio, jesli Vn € N : a, > apq1).

Ciagi rosngce i malejgce obejmujemy wspolng nazwg ciggdéw monotonicznych.

Przykt. Ciag liczb nieparzystych jest rosnacy; ciag {1,1,2,2,3,3,...} nie jest rosnacy,
ale jest niemalejacy; ciag {1, —1,1,—1,...} nie jest ani niemalejacy ani nierosnacy.

2.2 Granica ciaggu
Def. Liczbe g nazywamy granica ciggu nieskoriczonego {a,}, jesli
VesoInmren : Ynsar @ an — g| < e (13)

Uwaga. Ostatni warunek mozna tez tak wypowiedzieé, ze poczawszy od liczby M, wszyst-
kie nastepnie wyrazy ciagu mieszczg sie miedzy g — € a g + €.

Jezeli g jest granica ciagu {a,}, to oznaczamy to: g = lim,, ... a,.

Przykt. Pokazemy, ze granica ciagu a,, = % jest g = 0.

Niech bedzie dana jakas liczba € > 0. Musimy tak dobra¢ M, aby dlan > M zachodzita
nier6wnos¢ |

\an—g\:H<e
n
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Za M wezmy liczbe naturalna wieksza niz % Mamy wiec: ﬁ < €, a to znaczy, ze dla
dowolnego n > M zachodzi nier6wnosé

< 1 < li 1 <
— €, Czyll — €
M ’ n ’

S|

co nalezato pokazac.

Przykt. Granica ciggu statego: V,ena, = a jest liczba a:

lim a,, = a, (14)
bo dla kazdego n mamy |a, — a| = 0 i nier6wnos¢ (13) zachodzi dla kazdego wskaznika n
oraz dla kazdego € > 0. Przykt.

Ciag posiadajacy granice nazywany jest zbieznym. Ciag rozbiezny to taki, ktory granicy
nie posiada.

Przykt. Ciag a, = n nie posiada granicy, tzn. jest rozbiezny. Zalézmy bowiem, ze
posiada granice g. Wezmy € = 1. (W definicji zbieznosci ciagu jest warunek, ze |a, —g| < €
dla kazdego €; jesli pokazemy, ze warunek ten nie jest spelniony dla jakiegokolwiek €, to
tym samym pokazemy, ze ciag jest rozbiezny). Dla dostatecznie duzych n musi wiec by¢
spelniony warunek: |a, — g| = |n — g| < 1, co jest niemozliwe, bo warunek ten moze by¢
spelniony co najwyzej dla trzech wartosci n (dla liczby naturalnej n,, najblizszej g, oraz
ngy £ 1. DoszliSmy do sprzecznosci — tzn. pokazaliSmy, Ze ciag a, = n nie posiada granicy,
jest wiec rozbiezny.

Przykt. ciag oscylujacy: a, = (—1)" jest rozbiezny. Wystarczy wzia¢ € = i i warunek
(13) nie bedzie spelniony dla zadnego g.

Mozna zada¢ pytanie, czy jesli ciag jest zbiezny, to czy posiada tylko jedna granice,
czy moze posiadac ich wiele? Okazuje sie, ze zachodzi ta pierwsza mozliwos¢:

Tw. Ciag zbiezny posiada tylko jedna granice.

Dow. Przypusémy, ze jest przeciwnie i ze ciag a, posiada dwie granice g i ¢’, przy
czym g # ¢, czyli |g—¢'| > 0. Wezmy € = i|g — ¢'|. Z definicji granicy istnieja takie dwie
liczby M, M'; ze dla n > M zachodzi nieréwnosé

’an - g’ < €, (15)
a dla n > M’ zachodzi nier6wnosé
la, — ¢'| <e. (16)

Oznaczmy przez M wieksza z liczb M, M’ (zapisujemy to jako: M = max(M, M')). Wtedy
dla kazdego n > M beda spelnione jednoczesnie obie nieréwnosci (15) i (16). Dodajmy je
stronami, wykorzystujac "dodawanie pod znakiem wartosci bezwzglednej" (8), zmieniajac
uprzednio znak w nieréwnosci (15). Otrzymujemy: |g — ¢'| < 2¢; ale uprzednio wzielismy
lg — ¢'| = 4e, czyli 4e < 2¢ — doszliSmy wiec do sprzecznosci.

Uwaga. W definicji granicy mozna zastapi¢ > przez >, a < przez <; ani istnienie
granicy, ani jej wartos¢ (jesli istnieje) sie nie zmienia przy takiej zamianie.

2.3 Ciagi ograniczone

Def.



1. Ciag ay, as, ... nazywamy ograniczonym z gory, jesli istnieje taka liczba M, ze V¢ :
an, < M.

2. Ciag ai,as,... nazywamy ograniczonym z dotu, jesli istnieje taka liczba M’', ze
vneN . an > M/.

3. Ciag ay,as, ... nazywamy ograniczonym, jesli jest jednoczes$nie ograniczony z gory
i z dotu. Réwnowaznie mozna powiedzieé¢, ze dla ciagu ograniczonego zachodzi:

i7s0 * Vnen ¢ |ag] < M.

Sytuacje te mozna zilustrowaé¢ graficznie: W pierwszym przypadku, wszystkie wyrazy
ciagu leza ponizej prostej y = M; w drugim — powyzej prostej y = M'; i w trzecim —
wszystkie wyrazy ciagu leza pomiedzy prostymi y = M a y = —M.

Przyktady.

e Ciag a, = (—1)" jest ograniczony.
e Ciag liczb naturalnych jest ograniczony z dotu.
e Ciag a,, = (—1)"n nie jest ograniczony z gory ani z dotu.

Tw. Kazdy ciag zbiezny jest ograniczony.

Dow. Ciag {a,} z zalozenia jest zbiezny (jego granice nazwijmy ¢), wiec warunek (13)
definiujacy zbiezno$é ciagu zachodzi dla kazdego €, w szczegdlnosci dla € = 1. Istnieje wiec
taka liczba M, ze dla n > M mamy: |a, — g| < 1. Korzystajac z pierwszej z nieréwnosci
(6) mamy: |a,| — |g] < |a, — g| < 1, z czego wynika |a,| < 1+ ¢g. Oznaczmy przez C
najwieksza sposrod M +1 liczb: |a4|, |as|, ..., |an]|, g+ 1. Pamietajac, ze g+ 1 jest wieksze
od apry1,apry2, - - -, mamy: Vpen: C' > |ay|. Ciag {a,} jest wiec ograniczony.

2.4 Dzialania algebraiczne na ciggach i ich granicach

Tw. Zaktadamy, ze ciagi {a,},{b,} sa zbiezne. Zachodza wtedy nastepujace wzory:

Ji (e + ba) = Jixy an + ity b (a7)
Hin (0n = ba) = lirn an = Jig b (18)
nlingo(anbn) = nlingoan . nlingobn; (19)

a lim a,,
ntoo (bn> Tim b, 20)

(ta ostatnia réownos$¢ ma miejsce przy zalozeniu, ze lim b, # 0).
n—oo
Dow. (17). Oznaczmy: g = lim a, oraz h = lim b,. Wezmy jakies ¢ > 0. Istnieje
n—oo n—oo
wiec taka liczba M, ze

€ €
Vosym lan — gl < = oraz |b, —h| <=
2 2
Dodajac do siebie te dwie nieréwnosci pod znakiem wartosci bezwzglednej, otrzymamy

Vs |(an +b,) — (g+h)| <e.
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A to znaczy, ze ciag a, + b, jest zbiezny do granicy g + h.
CBDO
Wniosek. W szczegblnodci, jesli b, jest ciggiem statym: b,, = ¢ dla kazdego n, to mamy,
z wzorow (14) i (17)
lim (a, +¢) = c+ lim a,. (21)
Dow. (19). Oszacujmy najsampierw roznice |a,b, — gh|. Mamy:
anb, — gh = a,b, — ayh + a,h — gh = a, (b, — h) + h(a, — g).

Poniewaz ciag {a,} jest ograniczony jako ciag zbiezny, to istnieje taka liczba A, ze |a,| < A
dla kazdego n. Stosujac wzory na wartosé¢ bezwzgledna sumy i iloczynu, mamy

|anbn, — gh| < |an (b, — h)| + |h(an — g)| < Alb, — h| + |h]|an, — g

Teraz: wezmy druga liczbe (pelniaca analogiczna role jak €) n > 0. Dla niej dobieramy
takie M, ze dla n > M mamy: |a, — g| < n oraz |b, — h| < n. Mamy wiec

|anbn — gh| < An+ |h| - |n| = (A + |h|)n.

Na razie nic nie zaktadalidmy o liczbie 1. Uczynimy to teraz, biorac: n = ﬁlhl' W ten
spos6b mamy:
Vst |anb, — ghl < €
Tak wiec!!! Udowodnilismy wzor (19).
W szczegolnosci, biorae b, = ¢, otrzymujemy
nli_)nolo(can) = clim a,, (22)
oraz, biorgc ¢ = —1,
lim (—a,) = = lim a,. (23)

Stad wynika wzor (18):

lim (a, — b,) = lim (a, + (=b,)) = lim a,, + lim (=b,) = lim a,, — lim b,,.

Dow. (20). Najsampierw udowodnimy nastepujacy szczegdlny przypadek wzoru (20):

li !
im — =
n—ooh, nhrglo by

(jesli -~ lim by, # 0) (24)

Dow. (24). Najpierw zauwazmy, ze dla dostatecznie duzych n zachodzi nier6wnosé b,, # 0,
a nawet mocniejsza: Dla dostatecznie duzych n mamy: |b,| > ”21—‘ Wezmy bowiem @ za €

w definicji granicy ciagu. Wtedy istnieje takie M, ze V,~p mamy |b, — h| < ‘Qﬂ Stad

h h
b < = b < 2L co ane [ > 2.

Aby udowodnié (24), oszacujmy teraz réznice

h — by,

1_1’_ _ A= b
b, hl | hb,

Al bl
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Zauwazmy, ze dla dostatecznie duzych n mamy

|h| 1 2
|h—b,| <n oraz |b,| > —, tzn. — < —.
2 lbn| |B]
Stad
1 1 2n
by h?’
Biorac teraz n = %eh2, otrzymamy, ze dla dostatecznie duzych n
1 1 _
— — - <e€
b, h ’

skad wynika juz wzor (20).
Wzoér (20) wynika z (19)(24):

Ay 1 . .1 Jima,
lim — = lim (a, -— ) = lima, lim — = =
n—00

Uwagi.

1. W zalozeniach przy wyprowadzaniu powyzszych wzorow zakladalismy, ze ciagi {a, }
i {b,} sa zbiezne. Zalozenie to jest istotne; moze si¢ zdarzy¢, ze ciag {a,} + {b,}
jest zbiezny, mimo ze ciagi oddzielnie {a,} i {b,} sa rozbiezne (wezmy np. ciagi:
a, =n, b, = —n).

2. W definicji ciagu zaktadali$émy, ze numeracja elementéw zaczyna sie od 1. Definicje
te mozna bezkarnie zmienié¢, zakladajac, ze ciag zaczyna sie od dowolnej liczby
naturalnej ng.

3. Stad wynika prosta do zobaczenia wlasciwosé ciagow: Odrzucenie skoriczonej ilosci
poczgtkowych wyrazow ciggu nie ma wptywu na zbieznosé ciggu ani na wartosé jego
granicy. Analogicznie, mozna do ciagu dotgczyé dowolng skoriczong ilo$é wyrazow.

Przykt.

1. Ciag a, = 3"

: n2 U
2. Ciag by = grrtpits

3. Ciag ¢, = ﬁ
2.5 Kolejne wlasnosci rachunkowe granicy
Stw. Niech ciag {a,} bedzie zbiezny. Wowczas zbiezny jest ciag {|a,|} i zachodzi
nli1£10|an| = |7}ir§oa"|' (25)
Dow. Niech Jlngoan = ¢g. Mamy wtedy |a,, — g| < € dla dostatecznie duzych n. Zatem

an| — 9| < |an —g| <€ oraz |g| —|an| < |an —g| <e,
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gdzie korzystalismy z (6). Stad wynika, z uzyciem wzoru (9): ||a,| — |g|| < €. Czyli zacho-
dzi (25).
CBDO
Stw. Zalozmy, ze ciagi {a,} 1i{b,} sa zbiezne oraz V,a, < b,.*> Zachodzi wtedy:
lim a,, < lim b,,. (26)

n—oo n—oo
W szczegolnosci, jesli ciag {c,} jest zbiezny, to

warunek ¢, > 0 pocigga za sobg  lim ¢, > 0. (27)

Dow. Pokazemy najsampierw ostatni wzor. Niech hm 0 Cp = h. Przypusémy, ze h < 0,
tzn. —h > 0. Z zalozenia c,, jest zbiezny do h, i w deﬁHICJl zbieznodci ¢, wezmy € = —h.
Wtedy, dla dostatecznie duzych n mamy: |¢, —h| < —h, a stad ¢, —h < —h, astad ¢, <0
— wbrew zaltozeniu.

Teraz pokazemy, ze z (27) wynika (26). Wezmy mianowicie b, — a, = ¢,. Poniewaz
a, < by, to ¢, > 0, a wiec, po przejsciu do granicy: HILI&CH > 0. A na mocy (18):

lim ¢, = lim b, — lim a,,
n—oo n—oo n—oo
zatem
lim b, > lima, czyli lima, < limb,.

n—oo n—oo n—oo n—oo
CBDO

Uwaga. W nieréwnosci (26) nie mozna zastapi¢ nierownosci > przez >, i analogicznie w
(27) nie mozna zastapi¢ < przez <. Np. ciag {c,} = % spelnia nieré6wnosé: ¢, > 0, a
mamy lim ¢, = 0.

Mozna te sytuacje obrazowo wyrazi¢ mowiac, ze nieréwnosci > i < "zachowuja sie
przy przejsciu do granicy", natomiast nieréwnosci > i < nie maja tej wtasnosci.

Tw. (o0 trzech ciggach)*. Jesli a, < ¢, < b, i lima, = limb,, to ciag {c,} jest

n—oo n—oo

zbiezny i zachodzi: lim ¢, = lim a,, = lim by,

n—oo n—oo

Dow. Niech hm 0 ap =g = hm bn i mech e > 0. Dla dostatecznie duzych n mamy wiec
la, —g| <€ oraz |b, —g| <e.

czyli
—g<e g—a, <€ by,—g<e g—b,<e€

Na mocy zalozenia
a, —g<c,—g<b,—g, aze(wybieramy co potrzebne) —e<a,—g i b,—g<e,

wiec
—e<c,—g<e czyli |, —g| <e,
skad nlin(r)locn =g.
CBDO

3Zgodnie z uwaga poczyniona niedawno, teza jest prawdziwa, jesli warunek "dla kazdego n" zastapié
przez "dla kazdego n > ng", ng > 1.
4Nazwa wtoska: ‘O policjantach prowadzqcych aresztowanego’, nazwa hiszpanska: ‘O kanapce’
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Przyktady, w tym dwie wazne granice

1.

lim /a=1 dla a > 1 (28)

n—oo

i stad tez dla 0 < a < 1 analogicznie: lim {/a = 1.

n—oo
Bo: Wezmy najsampierw przypadek a > 1. Dla dowolnego n mamy: {/a > 1.
Oznaczmy:

A= a—-1 (29)
( tak wiec A, > 0). Przepiszmy to jako: {/a =1+ A, i, po podniesieniu do n—tej potegi:
a=(1+A4,)".
Korzystamy teraz z nieréwnosci Bernoulliego i mamy:
a=(14+A4,)" >1+nA,,

skad
a—1

0> A4, <
n

Gdy n — oo, to oba skrajne ciagi daza do zera, i z tw. o 3 ciggach wynika, ze tez lim A, =0, i—

n—oo

na mocy definicji (29) A,, — znaczy to, ze

lim {/a = 1.

n—oo

. Przyktad na wykorzystanie tw. o 3 ciagach: nhl& 5.7+ 93"+ 10.

Oszacujmy wyrazenie pod pierwiastkiem:
257" 4+9-3"+10<5-7""4+9- 7"+ 10- 7" =26-7",

skad

Vi =7< Y5-™m+9-3n4+10< V267" = /26 - 7;

granica ciagu po lewej stronie nieréwnoéci to 7, granica ciaggu po prawej stronie to 7 lim /26 =7

n—oo

(p. granica z przykt.1), zatem

lim ¢/5-7"+9-3" +10=7.

n—oo

lim /n = 1. (30)

n—oo

Postapmy na poczatek podobnie jak w przykl. 1 above, i zdefiniujmy:
B,=in-1 (31)

Mamy oczywiscie B, > 0. Po przeniesieniu jedynki na lewa strone i podniesieniu do n—tej potegi
mamy:

n= 14+ B,)".
Oszacowanie takie, jak w przykl. 1, jest zbyt stabe. Ale uzyjmy nastepujacej nieréwnosci:
-1
Vn > 2: Vx}():(l—i—:v)"z)l—k%xz

ktorej dowod wynika tatwo ze wzoru dwumiennego Newtona:

et () (5 ) e () e e ()
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.. z zalozenia, wszystkie wyrazy po prawej stronie sa dodatnie. Odrzucamy po prawej wszystkie
wyrazy oprocz pierwszych trzech...

—1
(1+m)">1+<711>x+<g>x2>l+n(n2)x2.

(odrzucilismy tu jeszcze wyraz proporcjonalny do x). Biorac teraz B,, zamiast x, mamy

nin—1)

1+ 5 B2 < n,
skad
0<B <l
A n\\/'ﬁ

Gdy n — oo, to ciagi po lewej i prawej stronie daza do 0, zatem srodkowy tez, i ze wzgledu na
definicje (31) ciagu {B, } mamy zadany wynik (30).

Wnhniosek (z tw. o 3 ciagach). Jesli nlirgo|an| =0, to ciag {a,} jest zbiezny i 1im a, = 0.

Dow. Mamy:
—la,| < an <lan| i nli_)ngo(—|an]):0:lim|an|.
CBDO
2.6 Podciagi
Def. Niech bedzie dany ciag a1, as,...,a,,... oraz ciagg rosngcy liczb naturalnych
my, Mo, ..., Mg, .... Clag
s Qg+ - oy Qs - - -

nazywamy podciggiem ciagu {a,} .

Przykt. Ciag as,ay,...,a9,,... jest podciagiem ciagu ai,as,...,a,,.... Natomiast
ciag ag, a1, a4, as, ... nie jest podciagiem {a,} , poniewaz wskazniki nie tworza tu ciagu

rosnacego.
W mysl powyzszej definicji, kazdy ciag jest swoim wlasnym podciagiem. Ponadto
podciag {am, } podciagu {a,, } jest podciagiem ciagu {a,} .

Obrazowo mozna powiedzie¢, ze podciag am,, Amy, - - -, Gm,, - - - clagu {a,} otrzymuje
sie przez skreslenie w ciagu {a,} pewnej ilosci wyrazow, (skoniczonej lub nieskoniczonej),
ktorych wskazniki sa rézne od my, mo, ..., mg, .. ..

Stw. Zachodzi ogdlny wzor dotyczacy wskaznikow dowolnego podciggu

Dow.(ocierajacy sie o banalnosé dowod indukeyjny) Jest tak dla n = 1, tzn. my > 1 (bo my jest
liczba naturalna). Stosujac indukcje zalozmy, ze dla jakiegos n zachodzi wzor (32). Mamy
wtedy: m, 1 > m, > n, a zatem m,; > n + 1, wiec teza zachodzi tez dla n + 1. W ten
spos6b mamy prawdziwos$é tezy dla dowolnego n.
CBDO
Tw. Podciag ciagu zbieznego {a,} jest zbiezny do tej samej granicy co {a,} . Tzn.

jesli  lima, =g, toréwniez lima,,, =g.

n—oo n—0oo
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Dow. WeZzmy € > 0. Istnieje wtedy takie M, ze dla n > M spelniona jest nieréwnosé
la, — g| < €. Poniewaz, na mocy (32) jest m,, > n > M, to rowniez |a,,, — g| < €, a to
znaczy, ze nlggg Qm,, = g.
CBDO
Tw. (Bolzano — Weierstrassa). Z kazdego ciagu ograniczonego {a,} mozna wybrac
podciag zbiezny.
Dow. Niech ciag {a,} bedzie ograniczony. Istnicje wiec taka liczba M, ze

Voen : =M < a, < M.

Oznaczmy teraz przez Z zbior liczb x takich, ze nieréwnosé: x < a,, jest spetniona dla
nieskoriczenie wielu n. Zbior Z jest niepusty, poniewaz liczba —M € Z (jako Ze nier6wnosé
—M < a, jest speliona dla kazdego n). Zbiér Z jest tez ograniczony z gory: Nie nalezy
bowiem do Z zadna liczba wieksza od M (nieréwnos¢ M < a, nie jest spelniona dla
zadnego n i tym bardziej dla dowolnego = > M).

Zbiér Z jest niepusty i ograniczony z gory, wiec istnieje kres gorny tego zbioru. Oznacz-
my go przez g. Z definicji kresu gérnego wynika, ze dla kazdego € > 0 istnieje nieskoriczenie
wiele n takich, ze

g— €< ap < g+

poniewaz: liczha g —e€ Z, g+ ¢ € Z.
Wykazemy obecnie, ze g jest granica pewnego podciagu ciagu {a,} . Musimy wiec
znalez¢ ciag liczb naturalnych {m,} : m; < my < mg... w taki sposéb, aby T}Lrgoamn =g.
W tym celu, wezZzmy najpierw € = 1. Istnieje wtedy nieskonczenie wiele n € N takich,
7€
g—1<a,<g+1
Oznaczmy przez m, ktorakolwiek z tych liczb (niech to bedzie np. pierwsza z tych liczb).
Mamy w ten sposéb
g—1<an, <g+1

WeZmy teraz € = % Tu znéw istnieje nieskoniczenie wiele liczb n takich, ze

L o <gt
——<a, =.
9775 I75

Skoro jest ich nieskonczenie wiele, to sa wsréd nich liczby wicksze od my. Wezmy ktora-
kolwiek sposréd nich i oznaczmy przez mo. Mamy wiec

1
g_7<am2<g+

my < Mmay.
2

5)

Trzeci krok jest analogiczny: Znajdujemy ms takie, ze

1 1
g—§<am3<g—i—§, mo < M3

i dalej postepujemy rekurencyjnie: Majac my, znajdujemy w opisany wyzej sposob my.yq

takie, ze
1

] my < M1 (33)

E+1’
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Z twierdzenia o trzech ciggach wynika teraz, ze

. 1 ) 1
lim (g—) =g= lim (g+).
n—00 n n—00 n
Ciag mq, mg, ms, . .. z konstrukeji jest rosnacy, wiec ciag am,, Gmys Gms, - - - jest podciagiem
ciggu {an} . Ze wzoru (33) widac, ze lim ay,, =g.
CBDO
Ponizsze twierdzenie jest wnioskiem z tw. BW.
Tw. Kazdy ciag ograniczony: nierosngcy lub niemalejacy, jest zbiezny. Przy tym:

Dla ciagu niemalejacego: a1 < ag < ... mamy: Vien @ ar < lim ay;
n—oo
Dla ciagu nierosnacego: a; = as = ... mamy: Vien : ar > lim a,.
n—oo

Dow. Dla ustalenia uwagi rozpatrzmy {a,} — ciag niemalejacy. Oznaczmy przez Z —
zbioér wartosci tego ciagu, a przez g — kres gorny tego zbioru: g = sup Z. Mamy wiec

VneN © g 2 an;

jednoczesnie Ve~o Jgen : g — € < ay (poniewaz nier6wnosé, bedaca zaprzeczeniem: Viey :
g — € > ag, nie moze by¢ spelniona — na podstawie definicji kresu gornego).

Poniewaz ciag {a,} jest niemalejacy, to nier6wnosé: n > M pociaga za soba: ay; < a,
astad g — € < a,. A wiec VesqIM' : V,~ 1 zachodzi

g—e<a,<g, skad l|a,—g|<e¢

ta ostatnia nierownos¢ oznacza, ze ¢ = lim a,,.

To byt dowod dla ciagdéw niemalejacych. Dla nierosnacych jest analogiczny.
CBDO
Przyk!l. (zastosowan powyzszego twierdzenia)

1. Wezmy ¢ > 0 i okreslmy ciag {z,} nastepujacym wzorem rekurencyjnym:

:Cl:\/E7 Tnt+1 = VC+.Tn,

lez\/g’ JSQZVC-F\/E, .133:VC+VC+\/E,...

Nie jest tatwo podaé wzor ogolny na n-ty wyraz ciggu, ale proste jest policzenie jego granicy. Aby
to zrobi¢, zauwazmy najsampierw, ze ciag {x,} jest rosngcy. Jest on rowniez ograniczony z gory.
Pokazemy indukcyjnie, ze takim ograniczeniem gornym jest liczba /c + 1. Istotnie, i) dla n = 1,
mamy x1 = /¢ < y/c+ 1. ii) Zalozmy, ze nieréwnosé¢ x,, < v/c + 1 jest speliona dla jakiegos n i
sprawdzmy, czy jest spelniona dla n + 1. Mamy:

17n+1=\/c+1:n<\/c—|—l+ﬁ< \/c+1—|—2ﬁ:1—|—\/5

zatem 4ii) nieréwno$¢ x,, < y/c + 1 jest spetniona dla dowolnego n.

tzn.

Pokazalismy, ze ciag {z,} jest monotoniczny (rosnacy) i ograniczony, zatem — zgodnie z Tw.
powyzej — jest zbiezny do (skoriczonej) granicy g. Aby ja okreslié, napiszmy réwnosé: x,4q1 =

v/¢+ x, w postaci

2 —
xn-&-l =cC + Ln

i przejdzmy w niej do granicy lim . Mamy:

n—oo

1++14+4c

P =ctg =g= 5

g nie moze by¢ ujemne (jako granica ciagu o wyrazach dodatnich), wiec g = 1ylitde V21+46.
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2. Niech Czytelnik (Czytelniczka) sprobuje pokazaé, ze w ogodlniejszej sytacji:

y1=a>0, Ynt1=+VC+ Yn,

ciag {yn} jest rowniez zbiezny i jego granica jest réwna jak poprzednio: lim g, = HV+e V;“‘C -
n—oo

niezaleznie od tego, jak wybierzemy "punkt startowy" a.

3. Przyktad ciggu, ktory tatwo zdefiniowad, ale nietatwo policzyé granice. Wezmy dwie liczby dodatnie
a, b, przy czym a > b. Utworzmy srednig arytmetyczng ay i geometryczng by tych liczb:

b
alia; s blszb.

Zachodzi nieré6wnosé: a; > b1 czyli mamy nieréwnosci:
a>a; >b >b

Dla liczb a1, b1 znowu tworzymy obie Srednie:

GQZM, by = \/as - bs.

2

Mamy
a>ay>ag >by>by >0

itd. Tak wiec tworzymy dwa ciagi {a,} , {b,} okreslone rekurencyjnie:

ap + by,
2 b

Ap+1 = bn+1 - ap, - bn

Analogicznie jak poprzednio, mamy
Gn > Apy1 > bpgr > by

czyli ciag {a,} jest malejacy, zas ciag {b,} — rosnacy. Jednoczesnie oba sa ograniczone: Ciag
{a,} jest ograniczony z dotu przez b, a ciag {b,} — z gory przez a. Oba ciagi sa wiec zbiezne i
oba maja granice (skonczone)

a= nlingoan, G = lim b,.

n—oo

Przejdzmy teraz w réwnosci

Ap+1 = 2
do granicy nh_}ngo ; otrzymamy
_|_
o= a 5 A = a=0.

Ile wynosi ta (wspolna) granica? (granice te nazywa sie tez sredniq arytmetyczno-geometryczng
liczb a i b). Okazuje sie, ze granica ta wyraza sie przez tzw. catke eliptyczng.

2.7 Warunek i twierdzenie Cauchy’ego

Tw. Ciag {a,} jest zbiezny wtedy i tylko wtedy, gdy

V€>0 ElMeN : vn>M : ’CLn — CLMl < €. (34)

®Mamy bowiem, dla a > b:

%(a—l—b)—\/%— ! (a—2\/cﬁ+b) =

=3 (Va=v8) >0

DN | =

16



Uwaga. Warunek (34) nazywa sie warunkiem Cauchy’ego; niedtugo poznamy rownowazna
jego postac.

Dow. 1° = Ciag {a,} jest zbiezny; oznaczmy: lim a,, = g. Niech dane bedzie € > 0.
Istnieje wiec takie M, ze dla n > M zachodzi |a, — g| < %e. Nieréwnos¢ ta zachodzi w
szezegolnosci dla n = M, tzn. |ay — g| = |g — am| < . Dodajac obie te nieréwnosci pod
znakiem wartosci bezwzglednej, otrzymujemy (34).

2° <= Zalozmy teraz, ze warunek Cauchy’ego (34) jest spelniony. Nalezy stad dowiesé,
ze ciag jest zbiezny. Najsampierw udowodnimy, ze jest ograniczony. Bedziemy to robié
analogicznie jak kilka stron temu (przy dowodzie, ze ciag zbiezny jest ograniczony). Wezmy
mianowicie € = 1. Istnieje wiec takie M, ze dla n > M mamy |a, — ap| < 1. Stad

|an|_’aM’< |an_aM’ <17

a wiec |a,| < |ay|+ 1. Oznaczmy przez s liczbe wieksza od kazdej sposrod M nastepuja-
cych liczb: |aq|, |asl, ..., |ar—1], |ap |+ 1. Mamy wiec Vyen @ s > |a,|. To dowodzi, ze ciag
{a,} jest ograniczony.

Skoro tak, to na mocy tw. Bolzano-Weierstrassa wynika, ze ciag ten zawiera pod-
ciag zbiezny. Oznaczmy ten podciag {a,,,} 1 niech jego granica wynosi: 71113010 A, = -
Udowodnimy, ze v = 77,11—>I20 (.

Niech bedzie dane ¢ > 0. Poniewaz jest spelniony warunek Cauchy’ego, to istnieje
takie M, ze dla n > M spelniona jest nieréwnosé

1
la, —an| < 3& (35)

Poniewaz lim a,,, = 7, to istnieje takie M’, ze dla n > M’ mamy
n—oo

1
[am, = < 3. (36)

Mozna tu dobra¢ M’ tak, by M’ > M. W ten sposob, dla n > M’ obie nieréwnosci (35) i
(36) beda spelione jednoczesnie.
Ponadto, poniewaz m,, > n > M, to mozna w (35) zastapi¢ n przez m,,. W ten sposéb

mamy
1

|am,, — anm| < 3& (37)
Dodajac do siebie nieréwnoséi (35),(36) i (37), i zmieniwszy uprzednio znak pod modutem
w lewej czesci (37), otrzymujemy nieréwnosé |a, —| < ¢, ktora jest spetniona dla kazdego
n > M. A to oznacza, ze JLIgoan = .

CBDO
Uwagi.

1. W tw. Cauchy’ego mozna zastapi¢ znak ">" w nieréwnosci n > M, oraz "<" w
warunku Cauchy’ego (34), przez > i < odpowiednio.

2. Warunek Cauchy’ego (34) mozna sformulowaé¢ réwnowaznie:

Vesodnmen 1 Vomsur |an - am| <e€. (38>

Dow. Z warunku Cauchy’ego (34) wynika bowiem, ze istnieje takie M’, ze dla
n > M'idlam > M zachodzg nieréwnosci |a, — apr| < 3€ 1 |am — apr| < 3e
Dodajac je pod znakiem wartosci bezwzglednej otrzymamy (38).

CBDO
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2.8 Ciagi rozbiezne do o

Def. Mowimy, ze ciag {a,} jest rozbiezny do oo, jesli
vr>OE|M€an>M A > T

Zapisujemy to symbolicznie jako réwnosc: lim a, = oo. Mowimy tez, ze ciag a, posiada
granice niewtasciwg (rowna nieskonczonosci).

Mozna obrazowo powiedzieé¢, ze ciag rozbiezny do oo to taki, ktorego dostatecznie
dalekie wyrazy sa dowolnie duze.

Analogicznie okreslamy rozbieznos¢ do —oo: Moéwimy, ze ciag b,, jest rozbiezny do —oo,
jesli ciag —b,, jest rozbiezny do oco.

Przykl. limn = oo; lim —n? =

n—oo n—oo

Tw. Ciag niemalejacy {a,} nieograniczony z gory jest rozbiezny do oo.

Dow. Poniewaz ciag {a,} jest nieograniczony z gory, wiec V,.eg IM : ap > 7.
Poniewaz ciag {a,} jest niemalejacy, to dla n > M mamy a, > ay, zatem a, > r. Tak
wiec nh~>I£lo a, = 00.

—0OQ.

CBDO

Analogicznie dla ciagéw nierosnacych: jesli ciag {b,} jest nieograniczony z dotu, to
ma granice niewlasciwa —oo.

Przyjmujac powyzsza terminologie, mozemy przeformutowaé¢ twierdzenie o tym, ze
kazdy ciag monotoniczny i ograniczony jest zbiezny: Rozszerzamy to do postaci:

Kazdy ciag monotoniczny posiada granice wlasciwa lub niewtasciwg (w zaleznosci od
tego, czy jest ograniczony, czy nieograniczony).

Tw. X Jedli lim a,, = £o00, to lim ai = 0.

n—oo n—oo Y4n
Dow. Niech lim a,, = oo i niech € > 0. Biorac r = %, widzimy, ze istnieje takie M, ze
n—oo
dla n > M zachodzi a, > r = %, tzn. - < ¢, a to oznacza, ze lim (i) =0.
€ an n—oo \a

Uwaga. Twierdzenie odwrotnie nie jest prawdziwe: Jesli ciag {a,} dazy do 0, to ciag
{%n} nie musi by¢ rozbiezny do +oo lub —oo. Jest tak np. z ciggiem a,, = (i)n, zbieznym
do zera: Clag = = (—1,2,—3,4,...) nie jest rozbiezny do oo ani do —oo.

Naturalne jgst oczekiwaé, ze suma 1 iloczyn ciggow rozbieznych do oo tez sq rozbiezne
do oo. Tak tez jest w istocie. Pokazemy tu nieco wzmocnione wersje tych stwierdzen.

Tw. XX Jesli lim a, = 00, a ciag {bn} jest ograniczony z dotu, to nlirglo(an +b,) = 0.

Dow. Niech M bedzie stata ograniczajaca ciag {b,} od dotu: V,enM < b,,. Poniewaz
lim a,, = oo, to dla danego (dowolnego) r istnieje taka liczba k, ze dla n > k zachodzi
a, >r— M. Stad a, + b, > r, a to znaczy, ze gLrgo(an +b,) = 0.

Tw. XXX Jesli nlEgo a, = oo oraz ciag {b,} jest ograniczony z dotu przez dodatniq
stalg ¢: V,enb, = ¢ > 0, to JLHgo(anbn) = 00.

Dow. Wezmy jakas (dowolna) liczbe 7. Z zatozenia (o rozbieznosci {a,} do co) istnieje
takie k € N, ze dla n > k mamy a, > £. Mnozac obie strony tej nieréwnosci przez strony
nierownosci b, > ¢, otrzymujemy a,b, > r, co znaczy, ze nll_{& (an - by) = 0.

Mamy tez analogon nieréwnosci (26):

Tw. XXXX Jesli lim a,, = oo oraz V,cy : a, < b,, to lim b, = cc.

Dow. Jédli a,, > rn,_tnz)o tym bardziej b, > r. o
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2.9 Przyklady, w tym granice waznych ciaggéw

Przykl. 1. Jesli ¢ > 0, to nh_)rgocn = 00.
Wynika to natychmiast z tw. XXX.
Przykt. 2 Jesli a > 1, to lim a™ = oo.

n—oo

WeZmy ¢ = a — 1; mamy: ¢ > 0. Na mocy nieréwnosci Bernoulliego mamy:
=14+0¢)">1+cn,

i z Przykt. 1 oraz tw. XXXX mamy Ji_{gloa” = 00.

Przykt. 3 Jesli ¢ < 1, to lim ¢" = 0.

Rozpatrzmy najsampierw przypadek 0 < g < 1. Wowcezas é < 1, a wiec nh_)rgo (%)n =

00. Stad na mocy Tw. X mamy nhrgloq = 0.
Gdy za$ mamy |q| < 1, to wtedy Jillgo|qn| =0, ale wtedy z Tw. ... wynika, ze rowniez
lim ¢" = 0.

Przykt. 4 Jedli |¢] < 1, to
lm(1+g+¢+ - +¢") =

Wynika to z réwnosci: 1 +q+¢*>+---+¢" = % (co sprawdzamy, mnozac obie strony
rownosci przez 1 — q; zakladamy przy tym, ze ¢ # 1) oraz dopiero co pokazanego faktu,
ze lim ¢" = 0.

n—oo

2.10 Liczba e

Wprowadzimy teraz wazna w analizie (i nie tylko) liczbe, zwana e, wykorzystujac przy
tym poznane uprzednio twierdzenia dotyczace granic ciggow.

Rozwazmy ciag
1 n
=(1+— 39
(1+3) @)
Stw. Ciag {e,} jest rosnacy.
Dow. Rozwinmy wyrazenie na e, korzystajac ze wzoru dwumiennego Newtona:
1\" 1 nn-1)1 nnh-1)mn-2)1
<+n> T T T T 123w

+n(n—l) (n—k+1) nn—1)...(n—n+1) 1
1.2.....k 1'2""77/ nn

=1+1+— ( ; (1—)(1—i)+...
+;<1—i>...<1—k;1>+--+;|(1—711>...<1—”;1). (40)

Jesli teraz przejdziemy od e, do e, 1, to w wyrazeniu powyzej przybedzie jeszcze jeden
dodatni wyraz, a kazdy z juz istniejqcych sie zwiekszy, bo dowolny czynnik w nawiasach
postaci: (1 -2 . Stad wynika, ze

n+1

€n+1 > €n,
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czyli ciag {e,} jest ciagiem rosngcym.
CBDO

Pokazemy dalej, ze zachodzi tez

Stw. Ciag {e,} jest ograniczony z gory.

Dow. Kazdy z czynnikow w nawiasach w (40) jest mniejszy od 1, zatem zamieniajac
wszystkie czynniki w nawiasach na 1 zwiekszamy to wyrazenie. Mamy wiec:

1 1 1
a ciag {E,} jest ograniczony z gory, bo jego dowolny wyraz jest mniejszy od 3, jak to
wynika z nastepujacego oszacowania:
1 1— &

11
Ep=1414-+_4 - +-—=1 2 <142=3
Fligtgto g =lr o <1+

Ciag {e,} jest zatem monotoniczny (rosnacy) i ograniczony, a wiec zbiezny. Granice ciagu
{e,} oznaczamy jako e:

n—oo n—oo

1 n
e= lime, = lim <1 + > ~ 2.718281828459045... (42)
n

2.10.1 Inna postaé liczby e

Powréémy do réwnosci (40). Wezmy jakas liczbe naturalna k& < n i pominmy w réwnosci
(40) wszystkie wyrazy poza k pierwszymi. Pominiete wyrazy sa dodatnie, mamy wiec

1 1 1 1 2 1 1
ot —(1—=)+-(1=V(1=Z) .+ (1=2).
€n = +2!< n)+3!( n)( n)+ +k!< n)

Przejdzmy teraz do granicy n — 00® Kazdy z nawiaséw wtedy dazy do 1; mamy wiecc

> 2 L] L_ E
€= +a+§+"'+g— k-
Nierownosé ta jest prawdziwa przy dowolnym k € N. W potaczeniu z nieréwnoscia ()
mamy wiec
e, < E, <e,

skad wynika — na podstawie twierdzenia o trzech ciagach — ze réwniez

. |
e:hmE’nzl—l—hm;H (43)

n—oo n—oo

Jest to inna, rownowazna (42) a tatwiejsza do wyliczen, postac liczby e.
Pokazemy jeszcze, ze

lim (1 - 1)n _ i (44)

n—00 n

Mamy bowiem:

== R ES =

n—1

SPamietajmy, ze k jest dowolne, ale ustalone, gdy przechodzimy do granicy n — oo.
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lim (1 — 1)n = L = 1 . 1 _ !
oo n lim (1 + ﬁ)n lim (1 + ﬁ)n_l lim (1 + f) €

n—00 n—o0 n—00

bo

1
lim (1 + ) =1.
n— 00 n—1
To tyle na razie o ciagach i ich granicach. Do tematu bedziemy — w miare potrzeby —
powracac; kilka ciekawych granic pojawi sie, gdy bedzie troche wiecej o funkcjach log i exp
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