Matematyka II, lista zadan No. 5:
Ciaglos¢ i r6zniczkowalno$é funkceji wielu zmiennych
10.03.2014

1. Demonstracja, ze dla funkcji wielu (tu: 2) zmiennych, sa rézne naturalne granice, w
ogdlnosci nie powigzane ze soba.

(a) Niech f:R?* — R bedzie okre§lona jako:

r—y+a’+y°
rT+y

f(x,y) = , vy #£0; f(r,—2)=0

Obliczy¢ i poréwnaé¢ granice iterowane:

limlim f(z,y),  limlimf(z, y).

Czy f jest ciagta w (0,0)? A na prostej y = —z?7 Kto ma zaplecze techniczne,
niech sporzadzi wykres (dotyczy to tez pozostalych zadan).

(b) Dla z,y € R, funkcja f jest okreslona jako:

i1
rsm_ +y
3:" = ———

f(z,y) P

Znalez¢ dziedzine f. Czy istnieja obie granice iterowane?

limlim f(z,y),  limlimf(z, y).

(c) Dla z,y € R, funkcja f jest okreslona jako:

1
f(x.y) = wsin -
Yy

Znalez¢ dziedzine f. Czy istnieja obie granice iterowane?

Te zadania s3 oméwione u Fichtenholza, RRIC, t. I, rozdz. V. Jezyk momentami archaiczny,
ale przyktadéw pouczajacych jest tam sporo.

2. Pokazaé, ze funkcja f : R? — R, okreslona w nastepujacy sposob:
fley) =9 22442

jest nieciagta w punkcie (0,0).

3. Pokaza¢, ze funkcja f : R? — R, okreslona w nastepujacy sposob:

2

Yy
fay) =1 @rp & @y #00)
0 dla (z,y) = (0,0)

jest ciggla na R2.



4. Pokaza¢, ze funkcja f : R? — R, okreslona w nastepujacy sposob:

W dla (ny) £ (0,0)
fzy) =1 22+ y* Y ’
0" dla (5,9) = (0,0)
jest nieciagta w punkcie (0, 0).

5. Zbada¢ ciagloé¢ nastepujacych funkeji. Wsk. Uzycie innego ukladu wspotrzednych,
np. biegunowych, moze utatwié¢ analize.

(a)

x? + 12

f(l',y) = { x2y2 dla (I,y) 7£ (070)
0 dla (z,y) = (0,0)

$3y5

x? + y?
0" dia (z.y) = (0,0)

Flz,y) = dla (z,y) # (0,0)

:E4+y4
0 da (z,y)=(0,0)

1

0 dla (z,y) = (0,0)

ot — g
Fz,y) = { dla (z,y) # (0,0)
fxy) = {

In(2? +9?%) dla (z,v) # (0,
f(w’y):{ ( 0 ") dla Ex,‘;’%:( )

o ={ (A )20

(2)
f(@,y) = /2?2 + y?

6. Wyliczy¢ z definicji pochodne kierunkowe podanych nizej funkcji w podanych nizej
punktach i kierunkach:

(a) f(z,y) = 2* + 32y + 5z — 2 w punkcie (xg,%9) = (1,2) w kierunku wektora
v=(3,1).
(b) f(z,y) = Vx + 2y w punkcie (xo,y0) = (3,2) w kierunku wektora v = (—1,1).

(c) f(z,y,2) = 2* + 9> + 2% + 3xyz w punkcie (29,0, 20) = (1,0, —1) w kierunku
wektora v = (0,1, 2).



7. W przypadku funkcji jednej zmiennej bylo tw. ze jesli funkcja jest rozniczkowalna, to
jest ciagla. W przypadku funkcji wielu zmiennych istnienie pochodnych czastkowych
nie gwarantuje cigglogci funkcji. Oto przyklad: Pokaza¢, ze funkcja f : R? — R,
okre$lona w nastepujacy sposob:

Ty
F(r,y) = { g da () #(0,0)
0 da (z,y)=(0,0)

ma pochodne czgstkowe pierwszego rzedu w kazdym punkcie R?, ale nie jest ciagla
w punkcie (0,0).

8. Wyznaczy¢ pochodne czastkowe pierwszego rzedu nastepujacych funkeji:

(a) o
Tty
f($ay) - x2_|_y2 dla (-T,y) 7é (0,0)

0 dla (z,y) = (0,0)

(b) f(z,y) = ln(m2 + yz);
(¢) flx,y,2) = /22 + 2 + 2%

1

(e) f(z,y) = arctgi;
() f(z,y,2) = (cosz)??;

| - VTTET 2
=1 .




