
1 Caªka Riemanna

1.1 Podziaª odcinka. Suma górna i dolna. Caªka górna i dolna

Niech f b¦dzie funkcj¡ ograniczon¡ na [a, b] o warto±ciach rzeczywistych.
Niech π b¦dzie (sko«czonym, n+ 1-elementowym) ci¡giem:

π = (x0, x1, x2, . . . , xn) (1)

gdzie: x0 = a, xn = b, a = x0 < x1 < x2 < · · · < xn−1 < xn = b.
Ci¡g π nazywamy podziaªem odcinka [a, b]. Niech

S̄(f, π) =
n∑
i=1

sup
x∈[xi−1,xi]

f(x) · (xi − xi−1). (2)

Def. Tak zde�niowan¡ wielko±¢ S̄(f, π) nazywamy sum¡ górn¡ z funkcji f wzgl¦dem
podziaªu π. RYS. 1

Def. Caªk¡ górn¡ z funkcji f nazywamy in�mum z S̄(f, π) po wszystkich mo»liwych
podziaªach: ∫

[a,b]

f = inf
π
S̄(f, π)

Analogicznie, sum¡ doln¡ z funkcji f wzgl¦dem podziaªu π nazywamy wielko±¢

S(f, π) =
n∑
i=1

inf
x∈[xi−1,xi]

f(x) · (xi − xi−1), (3)

oraz caªk¡ doln¡ z funkcji f nazywamy∫
[a,b]

f = sup
π
S(f, π)

�atwo stwierdzi¢, »e oba te kresy (czyli caªki: górna i dolna) istniej¡. Bowiem dowol-
na suma górna jest ograniczona z doªu przez inf x∈[a,b] f(x) · (b − a), a z góry przez
sup x∈[a,b] f(x) · (b− a). RYS. 2. Równie» dowolna suma dolna jest zawarta mi¦dzy tymi
dwoma liczbami. Innymi sªowy: Zbiór warto±ci wszystkich sum górnych jest ograniczony.
Skoro tak, to istnieje kres dolny tego zbioru � czyli caªka górna istnieje. Analogicznie jest
z caªk¡ doln¡.

Maj¡c dany podziaª π, zde�niujmy ±rednic¦ podziaªu δπ:
Def. �rednic¡ podziaªu π nazywamy liczb¦ δπ okre±lon¡ jako

δπ = max
i

(xi − xi−1); (4)

wyra»aj¡c sªowami, jest to dªugo±¢ najdªu»szego odcinka podziaªu.
Pomocniczo oznaczajmy jeszcze nπ jako liczb¦ odcinków wchodz¡cych do podziaªu π.

1



1.2 Równowa»na de�nicja caªki jako granicy ci¡gu

Wprowadzone wy»ej dwie wielko±ci: Caªka górna i dolna s¡ dobrze zde�niowane, natomiast
maj¡ t¦ nieprzyjemn¡ wªasno±¢, »e obliczy¢ je z de�nicji jest bardzo trudno (z wyj¡tkiem
najprostszych funkcji, takich jak funkcja staªa czy liniowa). Poni»sze twierdzenie zapewnia
bardziej konstruktywny sposób liczenia caªki górnej i dolnej.

Tw. Niech f � funkcja ograniczona na [a, b] o warto±ciach rzeczywistych, oraz niech
(πk) � ci¡g podziaªów takich, »e lim

k→∞
δπk = 0. Wtedy:

lim
k→∞

S̄(f, πk) =
∫
[a,b]

f i analogicznie lim
k→∞

S(f, πk) =
∫
[a,b]

f (5)

Dow. Maj¡c dany podziaª π, oznaczmy przez π ∨ {y} podziaª, otrzymany z π przez
dostawienie jednego punktu y. Zaªó»my, »e y ∈]xi−1, xi[.

Obliczmy ró»nic¦
S̄(f, π)− S̄(f, π ∨ {y});

jedyny wkªad do tej ró»nicy b¦dzie pochodziª od odcinka ]xi−1, xi[, bo reszta si¦ skasuje.
Mamy wi¦c:

S̄(f, π)− S̄(f, π ∨ {y})

= sup
x∈[xi−1,xi]

f(x)(xi − xi−1)−
(

sup
x∈[xi−1,y]

f(x)(y − xi−1) + sup
x∈[y,xi]

f(x))(xi − y)
)

=
(

sup
x∈[xi−1,xi]

f(x)− sup
x∈[xi−1,y]

f(x)
)

(y−xi−1)+
(

sup
x∈[xi−1,xi]

f(x)− sup
x∈[y,xi]

f(x)
)

(xi−y) ­ 0,

bo
sup

x∈[xi−1,xi]
f(x) ­ sup

x∈[xi−1,y]
f(x) i sup

x∈[xi−1,xi]
f(x)− sup

x∈[y,xi]
f(x)

(supremum po mniejszym zbiorze jest nie wi¦ksze ni» supremum po wi¦kszym zbiorze).
(Ilustracja rysunkowa RYS. 3).

Podsumowuj¡c, mamy:

S̄(f, π)− S̄(f, π ∨ {y}) ­ 0,

innymi sªowy: Dostawianie punktów do podziaªu zmniejsza sum¦ górn¡ (dokªadniej: nie
zwi¦ksza jej).

Mamy te»:

0 ¬ S̄(f, π)− S̄(f, π ∨ {y}) ¬ δπ∨{y} ·
(

sup
x∈[a,b]

f(x)− inf
x∈[a,b]

f(x)
)

(6)

Oznaczmy:
M = sup

x∈[a,b]
f(x)− inf

x∈[a,b]
f(x);

mo»emy wtedy nierówno±¢ (6) zapisa¢ jako

δπ∨{y}M ­ S̄(f, π)− S̄(f, π ∨ {y}) ­ 0.
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Teraz do podziaªu π dodajmy n punktów y1, y2, . . . , yn. Mamy:

0 ¬ S̄(f, π)− S̄(f, π ∨ {y1, y2, . . . , yn})

= S̄(f, π)−S̄(f, π∨{y1})+S̄(f, π∨{y1})−S̄(f, π∨{y1, y2})+· · ·−S̄(f, π∨{y1, y2, . . . , yn})

¬M ·
(
δπ∨{y1} + δπ∨{y1,y2} + . . . δπ∨{y1,y2,...,yn}

)
¬M · δπ · (n− 1),

co podsumujmy jako:

Mδπ(n− 1) ­ S̄(f, π)− S̄(f, π ∨ {y1, y2, . . . , yn}) ­ 0. (7)

Oznaczaj¡c podziaª {y1, y2, . . . , yn} jako ρ, mamy, dla dowolnego podziaªu ρ

M · δπ · nρ ­ S̄(f, π)− S̄(f, π ∨ ρ) ­ 0. (8)

Teraz: We¹my dowolne ε > 0. Wtedy, z de�nicji kresu dolnego, istnieje taki podziaª ρ, »e∫
[a,b]

f ¬ S̄(f, ρ) ¬
∫
[a,b]

f +
ε

2
. (9)

We¹my teraz π � inny podziaª. Z udowodnionej dopiero co nierówno±ci (8) mamy∫
[a,b]

f ¬ S̄(f, π) ¬ S̄(f, π ∨ ρ) +M · δπ · nρ ¬ S̄(f, ρ) +M · δπ · nρ

¬
∫
[a,b]

f +
ε

2
+M · δπ · nρ.

We¹my teraz, dla wy»ej wybranego ε, nast¦puj¡c¡ liczb¦ δ:

δ =
ε

2Mnρ
; (10)

je»eli teraz wybierzemy podziaª π tak, »e δπ < δ, to

∀
ε>0

∃
δ>0

∀
π:δπ<δ

∫
[a,b]

f ¬ S̄(f, π) ¬
∫
[a,b]

f + ε (11)

We¹my teraz ci¡g podziaªów (πk) takich, jak w zaªo»eniu, tzn. lim
k→∞

δπk = 0. T¦ wªasno±¢

mo»na równowa»nie wypowiedzie¢ jako:

∀
δ>0

∃
K∈N

∀
k>K

δπk ¬ δ;

przepisuj¡c nierówno±¢ (11), mamy:

∀
ε>0

∃
K∈N

∀
k>K

∫
[a,b]

f ¬ S̄(f, πk) ¬
∫
[a,b]

f + ε
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b¡d¹, przepisuj¡c nieco inaczej tez¦,

∀
ε>0

∃
K∈N

∀
k>K

∣∣∣∣∣∣∣S̄(f, πk)−
∫
[a,b]

f

∣∣∣∣∣∣∣ ¬ ε (12)

a to dokªadnie oznacza, »e

lim
k→∞

S̄(f, πk) =
∫
[a,b]

f.

Dla sumy dolnej i drugiej z równo±ci (5) dowód jest analogiczny.
CBDO

Je±li π, ρ � podziaªy, to

S̄(f, π) ­ S̄(f, π ∨ ρ) ­ S(f, π ∨ ρ) ­ S(f, ρ),

co mo»na wypowiedzie¢ jako:
Stw. Ka»da suma górna jest wi¦ksza od ka»dej sumy dolnej.
Je»eli teraz (πk), (ρk) � dwa ci¡gi podziaªów o ±rednicach d¡»¡cych do zera, to

S̄(f, πk) ­ S(f, ρk)

i, przechodz¡c do granicy lim
k→∞

i przypominaj¡c sobie twierdzenie o zachowaniu nierówno±ci

przy d¡»eniu do granicy, mamy
Tw. Dla dowolnej funkcji ograniczonej f zachodzi∫

[a,b]

f ­
∫
[a,b]

f (13)

Najwa»niejszy (w zastosowaniach) przypadek ma miejsce, gdy te granice s¡ równe. Pro-
wadzi to do nast¦puj¡cej de�nicji.

Def. Niech f � funkcja rzeczywista na [a, b], ograniczona. Mówimy, »e f jest caªkowalna
w sensie Riemanna, je»eli ∫

[a,b]

f =
∫
[a,b]

f (14)

Wtedy t¦ caªk¦ oznaczamy ∫
[a,b]

f =
∫
[a,b]

f =
∫ b

a
f(x)dx.

1.3 Sumy wypunktowane

Niech b¦dzie zadany podziaª π = (x0, x1, x2, . . . , xn) odcinka [a, b]. Niech b¦dzie zadany
zbiór n liczb ξi takich, »e ξi ∈ [xi−1, xi]. Oznaczmy: ξ = {ξ1, ξ2, . . . , ξn}. Zbiór ξ nazywamy
wypunktowaniem (zwi¡zanym z podziaªem π).

Def. (sumy wypunktowanej Riemanna). Sum¡ wypunktowan¡ nazywamy

S(f, π, ξ) =
n∑
i=1

f(ξi) · (xi − xi−1) (15)
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Mamy oczywist¡ nierówno±¢: Dla dowolnego podziaªu π i dowolnego wypunktowania ξ
zachodzi

S(f, πk) ¬ S(f, π, ξ) ¬ S(f, π, ξ)

W poª¡czeniu z twierdzeniem o trzech ci¡gach, prowadzi ona do nast¦puj¡cego twierdze-
nia.

Tw. Niech f � funkcja rzeczywista ograniczona na [a, b]. Je»eli f jest caªkowalna w
sensie Riemanna, to dla dowolnego ci¡gu podziaªów (πk) takiego, »e lim

k→∞
δπk = 0, ci¡g

wypunktowanych sum Riemanna jest zbie»ny do caªki Riemanna
∫ b

a
f(x)dx.

CBDO

Mamy te» twierdzenie w pewnym sensie odwrotne:
Tw. Niech f � funkcja rzeczywista na [a, b] (nie zakªadamy, »e jest ograniczona).

Je»eli dla dowolnego ci¡gu podziaªów (πk) takiego, »e lim
k→∞

δπk = 0, ci¡g wypunktowanych

sum Riemanna jest zbie»ny do granicy niezale»nej od sposobu wypunktowania, to f jest
ograniczona i caªkowalna w sensie Riemanna.

Dow. tu pominiemy.
CO NIE ZOSTA�O OKAZANE

1.4 Wa»ne wªasno±ci caªek

Tw. Niech f, g � funkcje ograniczone na odcinku [a, b]. Je±li f, g s¡ caªkowalne na [a, b] to
f + g te» jest caªkowalna na [a, b] oraz∫ b

a
(f + g)(x)dx =

∫ b

a
f(x)dx+

∫ b

a
g(x)dx (16)

Dow.

Mamy:
S̄(f + g, π) ¬ S̄(f, π) + S̄(g, π)

(poniewa» na dowolnym zbiorze X mamy: sup
X

(f + g) ¬ sup
X

f + sup
X

g) oraz

S(f + g, π) ­ S(f, π) + S(g, π)

(poniewa» znów, na dowolnym zbiorze X mamy: inf
X

(f + g) ­ inf
X
f + inf

X
g).

Mamy wi¦c

S(f, π) + S(g, π) ¬ S(f + g, π) ¬ S(f + g, π) ¬ S̄(f + g, π) ¬ S̄(f, π) + S̄(g, π)

Je»eli teraz we¹miemy ci¡g podziaªów (πk) taki, »e limk→∞ δπk = 0, to skrajne strony
nierówno±ci b¦d¡ równe

∫ b
a f(x)dx+

∫ b
a g(x)dx, a to znaczy, »e wyrazy w ±rodku s¡ równe

i wynosz¡:
∫ b
a (f + g)(x)dx � a to znaczy, »e funkcja f + g jest caªkowalna i »e zachodzi

wzór (16).
CBDO

Mamy te» proste
Tw. Je±li f � caªkowalna na [a, b], to αf (gdzie α =const.) te» jest caªkowalna i

zachodzi ∫ b

a
(αf)(x)dx = α

∫ b

a
f(x)dx (17)
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Dow. Wynika to z oczywistego faktu, »e na dowolnym zbiorze X mamy, dla α > 0,
sup
X

(αf) = α sup
X

f i analogicznie dla in�mum, co prowadzi do natychmiastowego wniosku

dla caªek.
CBDO

Tw. Je±li f � caªkowalna na [a, b] oraz f ­ 0 na [a, b], to∫ b

a
f(x)dx ­ 0. (18)

Dow. Mamy bowiem, z uwagi na nieujemno±¢ f : S̄(f, π) ­ 0 dla dowolnego podziaªu π
i skoro tak, to równie» inf

π
S̄(f, π) ­ 0; a »e dla funkcji caªkowalnej mamy

∫ b
a f(x)dx =

inf
π
S̄(f, π), to otrzymujemy (18).

CBDO

Przykª.

1. Funkcja staªa jest caªkowalna: Niech f(x) = λ =const. Wtedy, niezale»nie od po-
dziaªu π i wypunktowania ξ:

S(f, π) =
∑
i λ(xi − xi−1) = λ(b− a),

S(f, π) =
∑
i λ(xi − xi−1) = λ(b− a),

S(f, π, ξ) =
∑
i λ(xi − xi−1) = λ(b− a).

2.
∫ 1
0 x
2dx

3.
∫ 1
0 e

xdx

4. Nie wszystkie funkcje s¡ caªkowalne. We¹my funkcj¦ Dirichleta.

Interpretacje: Pole powierzchni pod wykresem; droga.

1.4.1 Dwie wa»ne klasy funkcji caªkowalnych

Tw. Je±li f � ograniczona i monotoniczna na [a, b], to f jest caªkowalna.
Uwaga: f nie musi by¢ ci¡gªa!
Dow. Zaªó»my, »e f jest niemalej¡ca. (Dla przypadku, gdy f jest nierosn¡ca, dowód

jest analogiczny). Musimy pokaza¢, »e dla ka»dego ε > 0 istnieje taki podziaª π, »e

S(f, π)− S(f, π) ¬ ε. (19)

We¹my jaki± podziaª π. Ze wzgl¦du na fakt, »e f jest niemalej¡ca, mamy:

S(f, π) =
n∑
i=1

f(xi)(xi − xi−1), S(f, π) =
n∑
i=1

f(xi−1)(xi − xi−1);

(p. RYS., st¡d

S(f, π)− S(f, π) =
n∑
i=1

(f(xi)− f(xi−1))(xi − xi−1).

Najwi¦ksza ró»nica warto±ci funkcji na [a, b] jest równa f(b) − f(a) (ze wzgl¦du na mo-
notoniczno±¢ f). Zakªadamy, »e f(b) > f(a), bo inaczej f jest staªa, i jako taka jest
caªkowalna.
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Niech b¦dzie dany ε > 0. Dla tego ε bierzemy taki podziaª π odcinka [a, b], aby ±rednica
podziaªu δπ speªniaªa warunek

δπ ¬
ε

f(b)− f(a)
.

Wtedy:

S(f, π)− S(f, π) =
n∑
i=1

(f(xi)− f(xi−1))(xi − xi−1) ¬
ε

f(b)− f(a)

n∑
i=1

(f(xi)− f(xi−1))

=
ε

f(b)− f(a)
(f(x1)− f(a) + f(x2)− f(x1) + f(x3)− f(x2) + · · ·+ f(b)− f(xn−1)) = ε,

czyli dla danego ε jawnie podali±my przedziaª speªniaj¡cy warunek (19) o który chodziªo.
CBDO

Tw. Je»eli f jest ci¡gªa na [a, b] to jest caªkowalna na [a, b].
Dow. Byªo twierdzenie, »e je±li f jest ci¡gªa na odcinku domkni¦tym, to jest tam

jednostajnie ci¡gªa, tzn.

∀ε>0 ∃δ(ε)>0 ∀x,x′∈[a,b]:|x−x′|<δ : |f(x)− f(x′)| < ε. (20)

Zamiast ε powy»ej we¹my ε
b−a .

Szacujemy S(f, π)− S(f, π):

S(f, π)− S(f, π) =
n∑
i=1

( sup
x∈[xi−1,xi]

f(x)− inf
x∈[xi−1,xi]

f(x))(xi − xi−1) ¬ . . .

... dla danego ε ≡ ε
b−a bierzemy podziaª o ±rednicy δ

(
ε

b−a

)
. Ze wzgl¦du na jednostajn¡

ci¡gªo±¢, mamy ∀x,x′∈[a,b]:|x−x′|<δ|f(x)− f(x′)| ¬ ε
b−a , wi¦c ta nierówno±¢ zachodzi te» dla

ró»nicy mi¦dzy sup a inf. Wtedy mamy

... ¬ ε

b− a
·
n∑
i=1

(xi − xi−1) =
ε(b− a)
b− a

= ε.

Podsumowuj¡c sªowami to co pokazali±my: Dla dowolnego ε > 0 znale¹li±my taki podziaª
π, »e dla tego podziaªu ró»nica mi¦dzy sum¡ górn¡ a doln¡ jest mniejsza od ε � a to
znaczy, »e f jest caªkowalna.

CBDO

1.5 Podstawowe twierdzenie rachunku ró»niczkowego i caªkowego

Tw. (podstawowe twierdzenie rachunku ró»niczkowego i caªkowego). Niech f � funkcja ci¡gªa
na [a, b]. Wtedy funkcja F (x), zde�niowana przez:

[a, b] 3 x→ F (x) =
∫ x

a
f(z)dz

jest ró»niczkowalna oraz zachodzi: F ′(x) = f(x), F (a) = 0.
Dow. Poniewa» f jest ci¡gªa, to jest caªkowalna na [a, b].
Oznaczmy:

m = inf
x∈[a,b]

f(x), M = sup
x∈[a,b]

f(x)
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Oczywiste jest, »e (f − m)(x) jest funkcj¡ caªkowaln¡ nieujemn¡ na [a, b]. Wobec tego∫ b
a (f −m)(x)dx ­ 0, z czego mamy: RYS.∫ b

a
f(x)dx ­ m(b− a).

Analogicznie otrzymujemy ∫ b

a
f(x)dx ¬M(b− a).

Przypomnijmy sobie de�nicj¦ ilorazu ró»nicowego:

F ′(x) = lim
h→0

F (x+ h)− F (x)
h

We¹my najsampierw h > 0. Mamy: RYS.

F (x+ h) =
∫ x+h

a
f(z)dz =

∫ x

a
f(z)dz +

∫ x+h

x
f(z)dz oraz F (x) =

∫ x

a
f(z)dz,

co daje

F (x+ h)− F (x) =
∫ x+h

x
f(z)dz.

Oznaczmy tymczasowo:

mx,h = inf
z∈[x,x+h]

f(z), Mx,h = sup
z∈[x,x+h]

f(z)

Mamy:
mx,h · h ¬ F (x+ h)− F (x) ¬Mx,h · h

i po podzieleniu przez h dostajemy

mx,h ¬
F (x+ h)− F (x)

h
¬Mx,h.

We¹my teraz przypadek h < 0. RYS. Mamy:

F (x) =
∫ x

a
f(z)dz =

∫ x+h

a
f(z)dz +

∫ x

x+h
f(z)dz oraz F (x+ h) =

∫ x+h

a
f(z)dz,

sk¡d

F (x+ h)− F (x) = −
∫ x

x+h
f(z)dz

oraz (pami¦tajmy, »e (−h) jest dodatnie!)

mx,−h · (−h) ¬ −
∫ x

x+h
f(z)dz ¬Mx,−h · (−h),

gdzie
mx,−h = inf

z∈[x+h,x]
f(z), Mx,−h = sup

z∈[x+h,x]
f(z).

Po podzieleniu przez (−h) otrzymujemy

mx,−h ¬ −
1
h

∫ x

x+h
f(z)dz =

F (x+ h)− F (x)
h

¬Mx,−h.
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We¹my teraz ε ­ |h| i oznaczmy:

mx,ε = inf
z∈[x−ε,x+ε]

f(z), Mx,ε = sup
z∈[x−ε,x+ε]

f(z).

Dla h : |h| ¬ ε (znak h mo»e tu by¢ dowolny) mamy wtedy

mx,ε ¬
F (x+ h)− F (x)

h
¬Mx,ε,

a poniewa» f jest ci¡gªa, to przy ε→ 0 obie strony powy»szej nierówno±ci d¡»¡ do f(x),
tak wi¦c

lim
h→0

F (x+ h)− F (x)
h

= f(x).

CBDO

Wnioski.

1. Je±li f � ci¡gªa na [a, b], to mamy:∫ b

a
f(x)dx = F (b)− F (a)

dla F � dowolnej funkcji pierwotnej do f .

2. ((0 + ε)�twierdzenie o warto±ci ±redniej w rachunku caªkowym). Je±li f � ci¡gªa na
[a, b], to istnieje punkt ξ ∈ [a, b] taki, »e∫ b

a
f(x)dx = f(ξ)(b− a). (21)

Dow. 2. Zastosujmy do funkcji pierwotnej F (x) =
∫ x
a f(x)dx twierdzenie Lagrange'a

o warto±ci ±redniej w rachunku ró»niczkowym:

∃ ξ ∈ [a, b] : F ′(ξ) =
F (b)− F (a)

b− a

co od razu daje wzór (21). CBDO

Tw. (O caªkowaniu przez cz¦±ci). Je±li f, g ∈ C1([a, b]) (tzn. f ′, g′ s¡ ci¡gªe na [a, b]) to
zachodzi wzór ∫ b

a
f ′(x)g(x)dx = f(x) · g(x)|ba −

∫ b

a
f(x)g′(x)dx

≡ (f · g)(b)− (f · g)(a)−
∫ b

a
f(x)g′(x)dx ≡ f(b) · g(b)− f(a) · g(a)−

∫ b

a
f(x)g′(x)dx

Dow. ∫ b

a
(f ′ · g − f · g′)(x)dx =

∫ b

a
(f · g)′(x)dx = (f · g)(b)− (f · g)(a).

CBDO

Tw. Je±li f � caªkowalna na [a, b] to |f | te» jest caªkowalna na [a, b] i zachodzi nierówno±¢∣∣∣∣∣
∫ b

a
f(x)dx

∣∣∣∣∣ ¬
∫ b

a
|f(x)| dx. (22)
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Dow. Dla dowolnego x ∈ [a, b] mamy: − |f(x)| ¬ f(x) ¬ |f(x)|, co � przy zaªo»eniu, »e
|f | jest caªkowalna � daje

−
∫ b

a
|f(x)| dx ¬

∫ b

a
f(x)dx ¬

∫ b

a
|f(x)| dx

a to znaczy, »e zachodzi wzór (22). Do zako«czenia dowodu pozostaje wi¦c pokaza¢, »e
|f | jest caªkowalna � co teraz uczynimy. Poka»emy mianowicie, »e

∀ε∃π S̄(|f |, π)− S(|f |, π) < ε. (23)

Poka»emy najsampierw, »e na dowolnym odcinku I mamy:

sup
x∈I
|f(x)| − inf

x∈I
|f(x)| ¬ sup

x∈I
f(x)− inf

x∈I
f(x) (24)

Poka»emy to, rozwa»aj¡c trzy mo»liwe przypadki:

1. Na caªym odcinku I funkcja f jest nieujemna: f(x) ­ 0. RYS. Mamy wtedy:

sup
x∈I
|f(x)| = sup

x∈I
f(x), inf

x∈I
|f(x)| = inf

x∈I
f(x)

i nierówno±¢ (24) zachodzi (mamy w niej równo±¢).

2. Na caªym odcinku I funkcja f jest niedodatnia: f(x) ¬ 0. RYS. Mamy wtedy:

sup
x∈I
|f(x)| = − inf

x∈I
f(x), inf

x∈I
|f(x)| = − sup

x∈I
f(x),

i znowu nierówno±¢ (24) zachodzi (mamy znów w niej równo±¢).

3. Trzecia i ostatnia mo»liwo±¢ to ta, »e f zmienia znak na I. Wtedy:

sup
x∈I

f(x) > 0, więc sup
x∈I

f(x) = sup
x∈I
|f(x)|,

oraz
inf
x∈I

f(x) < 0, więc − inf
x∈I

f(x) > 0,

wi¦c tym bardziej
− inf

x∈I
f(x) > − inf

x∈I
|f(x)|

i po dodaniu do obu stron tej nierówno±ci wyrazu supx∈I f(x) otrzymujemy znów
nierówno±¢ (24) (tym razem ostr¡).

CBDO

Mamy zatem:

∑
i

(
sup

x∈[xi−1,xi]
|f(x)| − inf

x∈[xi−1,xi]
|f(x)|

)
(xi−xi−1) ¬

∑
i

(
sup

x∈[xi−1,xi]
f(x)− inf

x∈[xi−1,xi]
f(x)

)
(xi−xi−1)

Powy»sza nierówno±¢ znaczy, »e

S̄(|f |, π)− S(|f |, π) ¬ S̄(f, π)− S(f, π);
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a poniewa» f z zaªo»enia jest caªkowalna, to zachodzi

∀ε∃π S̄(f, π)− S(f, π) < ε,

wi¦c tym bardziej (23) � a to znaczy, »e |f | jest caªkowalna.
CBDO

Tw. (1. twierdzenie o warto±ci ±redniej). Je±li f, g � ci¡gªe na [a, b] i g jest funkcj¡
nieujemn¡: g(x) ­ 0, wtedy istnieje ξ ∈ [a, b] taki, »e∫ b

a
f(x)g(x)dx = f(ξ)

∫ a

b
g(x)dx. (25)

Uwaga.W szczególnym przypadku, gdy g(x) ≡ 1, otrzymujemy znane nam ju» twierdze-
nie (0 + ε) o warto±ci ±redniej.

Dow. Oznaczmy:
m = inf

x∈[a,b]
f(x), M = sup

x∈[a,b]
f(x).

Poniewa» dla dowolnego x ∈ [a, b] mamy: m ¬ f(x) ¬M , to zachodz¡ te» nierówno±ci:

m · g(x) ¬ f(x) · g(x) ¬M · g(x)

oraz

m
∫ b

a
g(x)dx ¬

∫ b

a
f(x)g(x)dx ¬M

∫ b

a
g(x)dx

Je»eli g ­ 0 ci¡gªa nie jest to»samo±ciowo równa zeru, to
∫ b
a g(x)dx > 0. RYS. We¹my

bowiem x0 takie, »e g(x0) > 0. Z ci¡gªo±ci g, istnieje taka δ > 0, »e g(x) > 0 dla ka»dego
x ∈ [δ − x0, δ + x0].

Poniewa» f jest ci¡gªa na odcinku domkni¦tym [a, b], to osi¡ga na [a, b] swoje kresy.
Przyjmijmy, »e kres dolny osi¡ga w x1, a kres górny w x2, gdzie x1, x2 ∈ [a, b]. Mamy wi¦c

f(x1) = m ¬
∫ b
a f(x)g(x)dx∫ b

a g(x)dx
¬M = f(x2)

Z wªasno±ci Darboux dla funkcji f mamy, »e funkcja f na odcinku [x1, x2] osi¡ga wszystkie

warto±ci po±rednie pomi¦dzy m i M , a w szczególno±ci osi¡ga warto±¢

∫ b
a
f(x)g(x)dx∫ b
a
g(x)dx

(w

jakim± punkcie ξ). Mamy wi¦c

f(ξ) =
∫ b
a f(x)g(x)dx∫ b

a g(x)dx

a to jest dokªadnie równo±¢ (25) czyli teza twierdzenia.
CBDO

Tw. (2. twierdzenie o warto±ci ±redniej). Niech f, g � ci¡gªe na [a, b] i ponadto g �
rosn¡ca i ró»niczkowalna w sposób ci¡gªy. Wtedy istnieje taki ξ ∈ [a, b], »e∫ b

a
f(x)g(x)dx = g(a)

∫ ξ

a
f(x)dx+ g(b)

∫ b

ξ
f(x)dx. (26)

Dow. Niech F (x) � funkcja pierwotna do f(x), np. niech

F (x) =
∫ x

a
f(z)dz. (27)

11



Obliczmy lew¡ stron¦ równo±ci (26). Mamy∫ b

a
f(x)g(x)dx =

∫ b

a
F ′(x)g(x)dx = F · g|ba −

∫ b

a
F (x)g′(x)dx

= F (b)g(b)− F (a)g(a)− F (ξ)
∫ b

a
g′(x)dx = . . .

(dla pewnego ξ ∈ [a, b]; skorzystali±my tu z pierwszego tw. o warto±ci ±redniej)

· · · = F (b)g(b)− F (a)g(a)− F (ξ)(g(b)− g(a))

= g(b)
∫ b

a
f(x)dx− g(b)

∫ ξ

a
f(x)dx+ g(a)

∫ ξ

a
f(x)dx = . . .

(skorzystali±my tu z de�nicj (27) funkcji i F . Ponadto
∫ a
a f(x)dx = 0, wi¦c pomin¦li±my

wy»ej wyraz g(a)
∫ a
a f(x)dx jako równy zeru)

· · · = g(b)
∫ ξ

a
f(x)dx+ g(b)

∫ b

ξ
f(x)dx− g(b)

∫ ξ

a
f(x)dx+ g(a)

∫ ξ

a
f(x)dx

= g(b)
∫ b

ξ
f(x)dx+ g(a)

∫ ξ

a
f(x)dx

czyli dostali±my (26).
CBDO

12



2 Caªki niewªa±ciwe

2.1 Caªki w granicach niesko«czonych

Wiemy, co to jest
∫ b
a f(x)dx w przypadku sko«czonego przedziaªu [a, b] i funkcji ograniczo-

nej f(x). Okazuje si¦ potrzebne uogólnienie tego poj¦cia w ró»nych kierunkach (przedziaª
niesko«czony i/lub f nieograniczona). Tutaj b¦dziemy si¦ zajmowa¢ tylko funkcjami ogra-
niczonymi na przedziaªach niesko«czonych.

Niech funkcja f b¦dzie okre±lona w przedziale [a,∞[ (tzn. dla dowolnego x ­ a) i
caªkowalna na ka»dym sko«czonym przedziale [a,A] (zakªadamy, »eA > a). Dla dowolnego
A jest wi¦c dobrze okre±lona caªka

∫ A
a f(x)dx.

Def. Caªk¡ niewªa±ciw¡ z funkcji f po przedziale [a,∞[ nazywamy granic¦

lim
A→∞

∫ A

a
f(x)dx; oznaczamy j¡

∫ ∞
a

f(x)dx. (28)

W przypadku gdy granica (28) jest sko«czona, mówimy »e caªka niewªa±ciwa jest zbie»na,
a funkcja f jest caªkowalna. Je±li granica (28) jest rozbie»na do∞ lub nie istnieje, mówimy,
»e caªka niewªa±ciwa jest rozbie»na.

Przykª.

1. Funkcja f(x) = 1
1+x2 jest caªkowalna w dowolnym przedziale sko«czonym [0, A] (A > 0) i mamy:∫ A

0

1
1 + x2

dx = arctg x|A0 = arctg (A).

Granica lim
A→∞

arctg (A) istnieje i jest równa π
2 , zatem∫ ∞

0

1
1 + x2

dx =
π

2
.

2. Zapytajmy, dla jakich warto±ci wykªadnika α istnieje caªka niewªa±ciwa∫ ∞
a

1
xα
dx (tu a > 0). (29)

Niech α 6= 1. Wówczas ∫ A

a

1
xα
dx =

1
1− α

x1−α |Aa =
1
1− α

(A1−α − a1−α).

Dla A → ∞, prawa strona ma granic¦ ∞, gdy 1 − α > 0, tzn. α < 1, b¡d¹ α−1
a1−α , gdy α > 1. W

przypadku po±rednim, tzn. gdy α = 1, mamy∫ A

a

1
xα
dx = lnx|Aa = lnA− ln a

A→∞−→ ∞,

zatem w tym przypadku caªka jest rozbie»na.

Ostatecznie otrzymujemy, »e caªka niewªa±ciwa (29) jest rozbie»na, gdy α ¬ 1, i zbie»na, gdy
α > 1; w tym przypadku jej warto±¢ wynosi α−1

a1−α .

3. 2. pr¦dko±¢ kosmiczna

Analogicznie jak w (28) de�niujemy tak»e caªk¦ z funkcji f w przedziale ]−∞, a]:∫ a

−∞
f(x)dx = lim

A′→−∞

∫ a

A′
f(x)dx (tu A′ < a), (30)

oraz caªk¦ po caªej prostej rzeczywistej:∫ +∞
−∞

f(x)dx = lim
A′→−∞

lim
A→∞

∫ A

A′
f(x)dx. (31)
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2.2 Zwi¡zek z podstawowym wzorem rachunku ró»niczkowego i

caªkowego

Zaªó»my teraz, »e caªkowana funkcja f posiada funkcj¦ pierwotn¡ F w caªym przedziale
[a,∞[ (pami¦tamy, »e b¦dzie tak np. wtedy, gdy f jest ci¡gªa). Wtedy na podstawie
podstawowego tw. rach. ró»niczkowego i caªkowego mamy∫ A

a
f(x)dx = F (A)− F (a) = F (x)|Aa .

Porównuj¡c to z wz. (28) widzimy, »e caªka niewªa±ciwa (28) istnieje wtedy i tylko wtedy,
gdy istnieje sko«czona granica

lim
A→∞

F (A).

Granic¦ powy»sz¡ oznaczamy cz¦sto F (∞).Mo»emy wtedy zapisa¢∫ ∞
a

f(x)dx = F (∞)− F (a) = F (x)|∞a .

Mamy te» analogicznie∫ a

−∞
= F (x)|a−∞,

∫ +∞
−∞

f(x)dx = F (x)|+∞−∞.

Przykª.

1.
∫∞
0 e−axdx, a > 0. Mamy: F (x) = − 1ae

−ax, sk¡d F (∞) = lim
A→−∞

e−aA = 0, tak wi¦c

∫ ∞
0

e−axdx = F (x)|∞0 =
1
a
.

2.
∫∞
0 sinxdx. Funkcj¡ pierwotn¡ jest tu − cosx,ale symbol cosx|∞0 jest bez sensu, bo nie istnieje
granica lim

x→∞
cosx.

3.
∫∞
2/π

1
x2 sin

1
x = cos

1
x |
∞
2/π = 1.

2.3 Caªki niewªa±ciwe a szeregi

Pomi¦dzy caªkami niewªa±ciwymi a szeregami istnieje szereg podobie«stw, które teraz wy-
liczymy; wiele twierdze« o caªkach niewªa±ciwych jest prostym przeniesieniem analogonów
z teorii szeregów.

SZEREGI CA�KI

Wyraz ogólny szeregu an Funkcja podcaªkowa f(x)

Suma cz¦±ciowa szeregu
∑N
n=1 an Caªka wªa±ciwa

∫ A
a f(x)dx

Suma szeregu
∑∞
n=1 an Caªka niewªa±ciwa

∫∞
a f(x)dx

jako granica sumy cz¦±ciowej dla N →∞ jako granica caªki wªa±ciwej dla A→∞

reszta szeregu
∑∞
n=N+1 an Caªka niewªa±ciwa

∫∞
A f(x)dx

Poni»szych twierdze« dowodzi si¦ albo przez niewielk¡ mody�kacj¦ twierdze« dla sze-
regów, albo przez proste rozszerzenie twierdze« o caªkach wªa±ciwych.
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1. Je±li caªka
∫∞
a f(x)dx jest zbie»na, to zbie»na jest te» caªka

∫∞
A f(x)dx i na odwrót.

Ponadto ∫ ∞
a

f(x)dx =
∫ A

a
f(x)dx+

∫ ∞
A

f(x)dx.

2. Gdy caªka
∫∞
A f(x)dx jest zbie»na, to zachodzi

lim
A→∞

∫ ∞
A

f(x)dx = 0.

3. Je±li zbie»na jest caªka
∫∞
a f(x)dx, to zbie»na jest te» caªka

∫∞
a c·f(x)dx (c = const.)

i zachodzi ∫ ∞
a

c · f(x)dx = c
∫ ∞
a

f(x)dx

4. Je±li zbie»ne s¡ caªki
∫∞
a f(x)dx i

∫∞
a g(x)dx, to zbie»na jest te» caªka

∫∞
a (f±g)(x)dx

i zachodzi ∫ ∞
a

(f ± g)(x)dx =
∫ ∞
a

f(x)dx±
∫ ∞
a

f(x)dx.

2.4 Zbie»no±¢ caªki w przypadku funkcji nieujemnej

Je±li funkcja f(x) jest nieujemna, to caªka

F (A) =
∫ A

a
f(x)dx (32)

jest funkcj¡ niemalej¡c¡ zmiennej A. Je±li ponadto funkcja F (A) jest ograniczona, tzn.
∃C∀x: F (x) ¬ C, to F (X) posiada granic¦, gdy A → ∞, a to znaczy, »e caªka (32) jest
zbie»na. W oczywisty sposób, warunek ten jest te» warunkiem koniecznym zbie»no±ci; gdy
nie jest on speªniony, to caªka (32) jest rozbie»na.

Wykorzystuj¡c powy»szy fakt, dowodzi si¦, »e ma miejsce nast¦puj¡ce
Tw. Je±li dla wszystkich x ∈ [a,∞[ zachodzi nierówno±¢: f(x) ¬ g(x), to ze zbie»no-

±ci caªki
∫∞
a g(x)dx wynika zbie»no±¢ caªki

∫∞
a f(x)dx; i na odwrót: z rozbie»no±ci caªki∫∞

a g(x)dx wynika rozbie»no±¢ caªki
∫∞
a f(x)dx.

Dow. jest analogiczny jak w przypadku tw. porównawczego dla szeregów � nale»y
tylko wsz¦dzie zamieni¢ "sum¦" na "caªk¦".

CBDO

Kryterium to jest ogólne/ogólnikowe: Skuteczno±¢ w jego stosowaniu zale»y od te-
go, czy uda si¦ w danym problemie znale¹¢ dostatecznie dobry, a jednocze±nie wyliczalny
'ogranicznik', pozwalaj¡cy oszacowa¢ badan¡ funkcj¦ caªkowan¡ od góry lub od doªu. Wy-
bieraj¡c konkretne funkcje do porówna«, mo»emy otrzyma¢ bardziej szczegóªowe kryteria
zbie»no±ci/rozbie»no±ci caªek. Cz¦sto do porówna« bierze si¦ funkcj¦ 1

xα
(jak pami¦tamy,

caªka z tej funkcji jest zbie»na dla α > 1 i rozbie»na dla α ¬ 1). Z porównania z funkcj¡
1
xα
, otrzymuje si¦ nast¦puj¡ce kryteria Cauchy'ego:
Tw. Niech funkcja f(x) ma dla dostatecznie du»ych x posta¢

f(x) =
φ(x)
xα

, α > 0.

Wtedy:
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1. Je±li α > 1 i φ(x) jest ograniczona, tzn. ∃C<∞∀x: F (x) ¬ C, to caªka
∫∞
a f(x)dx jest

zbie»na;

2. je±li α ¬ 1 i φ(x) ­ c > 0, to caªka jest rozbie»na.

Dow.

1. Tu bierzemy do porównania funkcj¦ g(x) = C
xα
; mamy: f(x) ¬ g(x) i wiemy, »e g(x)

jest caªkowalna dla α > 1, co dowodzi zbie»no±ci caªki
∫∞
a f(x)dx.

2. Tu bierzemy do porównania g(x) = c
xα
. Zachodzi: f(x) ­ g(x), caªka z g(x) jest

rozbie»na, wi¦c te» rozbie»na jest caªka
∫∞
a f(x)dx.

CBDO

Przykª.

1. Zbadajmy zbie»no±¢ caªki ∫ ∞
0

x
3
2

1 + x2
dx

Zamiast caªki
∫∞
0 zbadajmy caªk¦

∫∞
1 ; taka zmiana przedziaªu nie ma wpªywu na zbie»no±¢. Mamy:

x
3
2

1 + x2
=
(x2)

3
4

1 + x2
­ (1 + x

2)
3
4

1 + x2
=

1

(1 + x2)
1
4

dla x­1
­ 1

(x2 + x2)
1
4
=
1

2
1
4
√
x
,

a
∫∞
1

1√
x
dx jest rozbie»na, wi¦c rozbie»na jest te» caªka wyj±ciowa.

2. Zbadajmy zbie»no±¢ caªki ∫ ∞
1

1

x2
√
1 + x2

dx

Tu oszacujmy w drug¡ stron¦:
1

x2
√
1 + x2

¬ 1
x3
,

i poniewa»
∫∞
1
1
x3 dx jest zbie»na, to zbie»na jest te» caªka wyj±ciwa.

2.5 Zbie»no±¢ bezwzgl¦dna

Wró¢my do badania zbie»no±ci caªek w przypadku ogólnym (tzn. niekoniecznie dla nie-
ujemnych funkcji podcaªkowych). Jak pami¦tamy, zagadnienie zbie»no±ci caªki niewªa±ci-
wej

∫∞
a f(x)dx sprowadza si¦ do rozstrzygni¦cia, czy istnieje sko«czona granica funkcji

Φ(A) dla A→∞, gdzie

Φ(A) =
∫ A

a
f(x)dx (33)

Przypomnijmy sobie najsampierw warunek Cauchy'ego1 zbie»no±ci szeregu a1 + a2 +
. . . . Oznaczmy przez {sn} ci¡g jego sum cz¦±ciowych. Warunek B-C mówi zbie»no±ci
szeregu mówi, i»

∀ε>0∃k∈N∀m,m′∈N : |sm − sm′| < ε,

Warunek ten ma swój bezpo±redni odpowiednik w postaci warunku istnienia caªek nie-
wªa±ciwych. Mo»na go sformuªowa¢ nast¦puj¡co:

1Zwany te» gdzieniegdzie warunkiem Bolzano-Cauchy'ego
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Tw. Warunkiem koniecznym i dostatecznym zbie»no±ci caªi
∫∞
a f(x)dx jest, aby

∀ε>0∃A0>a∀A,A′>A0 : |Φ(A′)− Φ(A)| = |
∫ A′

A
f(x)dx| < ε,

gdzie Φ(A) jest dane przez (33).
CBDO

Korzystaj¡c z powy»szego warunku, ªatwo udowodnimy twierdzenie (maj¡ce analog
dla szeregów: Je±li szereg jest bezwzgl¦dnie zbie»ny to jest zbie»ny):

Tw. Je»eli caªka
∫∞
a |f(x)|dx jest zbie»na, to jest zbie»na te» caªka

∫∞
a f(x)dx.

Uwaga. W takim przypadku mówimy, »e caªka
∫∞
a f(x)dx jest bezwzgl¦dnie zbie»na.

(Znów analogia z szeregami!)
Dow. Stosuj¡c powy»sze kryterium do caªki

∫∞
a |f(x)|dx (o której zakªadamy, »e jest

zbie»na) mamy: Dla dowolnego ε > 0 istnieje takie A0 > a, »e dla A′ > A > A0 zachodzi∫ A′

A
|f(x)|dx < ε;

ale mamy te»:∣∣∣∣∣
∫ A′

A
f(x)dx

∣∣∣∣∣ <
∫ A′

A
|f(x)|dx co znaczy, »e

∣∣∣∣∣
∫ A′

A
f(x)dx

∣∣∣∣∣ < ε

a to oznacza, »e zbie»na jest caªka
∫∞
a f(x)dx.

CBDO

Tw. Je±li caªka
∫∞
a f(x)dx jest zbie»na bezwzgl¦dnie, a funkcja g(x) jest ograniczona

(tzn. dla dowolnego x: |g(x)| ¬ C), to caªka
∫∞
a f(x)·g(x)dx te» jest bezwzgl¦dnie zbie»na.

Dow. Wystarczy oszacowa¢:

|f(x) · g(x)| ¬ C · |f(x)|

i skorzysta¢ z kryterium porównawczego.
CBDO

Przykª. Rozwa»my caªk¦: ∫ ∞
0

cos ax
k2 + x2

dx, k 6= 0.

Funkcja 1
k2+x2 jest caªkowalna (caªka z tej funkcji jest oczywi±cie bezwzgl¦dnie zbie»na), za± funkcja

cos ax jest ograniczona; zatem powy»sza caªka jest bezwzgl¦dnie zbie»na.

2.6 * Kryterium Dirichleta

( * � materiaª nadobowi¡zkowy)
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