1 Calka Riemanna

1.1 Podzial odcinka. Suma goérna i dolna. Calka goérna i dolna

Niech f bedzie funkcja ograniczona na [a, b] o wartosciach rzeczywistych.
Niech 7 bedzie (skonczonym, n + 1-elementowym) ciagiem:

™= (Io,xl,l’g,...,xn) (1)

gdzie: zop =a, v, =b,a=20 <11 <12 < -+ < Xp_1 < Ty =>b.
Ciag 7 nazywamy podziatem odcinka [a,b]. Niech

n

S(f,m)=>_ sup  f(x) (xi—zim). (2)

i=1 TE[Ti—1,;]

Def. Tak zdefiniowana wielko$¢ S(f, 7) nazywamy sumq gérng z funkcji f wzgledem
podzialu 7. RYS. 1
Def. Catkq gorng z funkcji f nazywamy infimum z S(f, 7) po wszystkich mozliwych
podziatach: B
[ r=nf5(.7)
[a,b]
Analogicznie, sumg dolng z funkcji f wzgledem podziatu m nazywamy wielko$é

n

S(fim) =Y inf f(x)- (z; —2i1), (3)

i—1 TElmi-1,mi]

oraz catkq dolng z funkcji f nazywamy

/ f=sup 5(f,7)

[a,b]

Latwo stwierdzié, ze oba te kresy (czyli calki: gorna i dolna) istnieja. Bowiem dowol-
na suma gorna jest ograniczona z dotu przez inf ,cpp f(x) - (b — a), a z gory przez
SUpP 4ejop f(2) - (b — a). RYS. 2. Rowniez dowolna suma dolna jest zawarta migdzy tymi
dwoma liczbami. Innymi stowy: Zbiér wartosci wszystkich sum goérnych jest ograniczony.
Skoro tak, to istnieje kres dolny tego zbioru — czyli catka goérna istnieje. Analogicznie jest
z calky dolng.

Majac dany podzial 7, zdefiniujmy srednice podziatu o,:

Def. Srednicq podziatu 7 nazywamy liczbe d, okreslona jako

0r = max(z; — T;_1); (4)

wyrazajac stowami, jest to dtugosé najdtuzszego odcinka podziatu.
Pomocniczo oznaczajmy jeszcze n, jako liczbe odcinkéw wchodzacych do podziatu .



1.2 Roéwnowazna definicja calki jako granicy ciggu

Wprowadzone wyzej dwie wielkosci: Catka gorna i dolna sg dobrze zdefiniowane, natomiast
maja te nieprzyjemna wtasnos¢, ze obliczy¢ je z definicji jest bardzo trudno (z wyjatkiem
najprostszych funkcji, takich jak funkcja stala czy liniowa). Ponizsze twierdzenie zapewnia
bardziej konstruktywny sposéb liczenia catki gérnej i dolnej.

Tw. Niech f — funkcja ograniczona na [a,b] o wartosciach rzeczywistych, oraz niech
(m) — ciag podziatow takich, ze l}irgloéﬂk = 0. Wtedy:

klim S(f, ) = / f 1 analogicznie klim S(f,m) = / f (5)
[a.b] [a,b]
Dow. Majac dany podzial 7, oznaczmy przez 7 V {y} podzial, otrzymany z 7 przez
dostawienie jednego punktu y. Zalozmy, ze y €]z, 1, z;].
Obliczmy roznice

g<f7ﬂ)_’§(faﬂ'v{y});

jedyny wktad do tej roznicy bedzie pochodril od odcinka |z; 1, x;[, bo reszta sie skasuje.
Mamy wiec:

g(faﬂ-) —S(f,ﬂ'\/{y})
= sup f(x)(zi—xi1) — < sup  f(x)(y —xi—1) + sup f(x))(@; — Z/))

x€[wi 1,24 x€[zi—1,y] TE€[yY,;]

(o @ o g@) ot (w10 s @) w00

zE€[Ti—1,%;] z€[wi—1,Y] [i—1,2;] €[y, x4
bo
sup  f(z) > sup f(z) i sup f(z)— sup f(z)

zE€[xi 1,24 z€[xi—1,Y) TE€[Ti—1,%i] TE€[yY,;]

(supremum po mniejszym zbiorze jest nie wieksze niz supremum po wiekszym zbiorze).
(Mustracja rysunkowa RYS. 3).
Podsumowujac, mamy:

S(f,m) = S(f.mVv{y}) >0,

innymi stowy: Dostawianie punktow do podziatu zmniejsza sume gorna (doktadniej: nie
zwieksza jej).
Mamy tez:

0% 5(7m) = SUnV D) < g (s 10— e J@) )

.Z‘E[d,b} xE[a,b

Oznaczmy:
M = sup f(z)— inf f(z);

IE[a,b] :EG[a,b]

mozemy wtedy nieréwnosé (6) zapisa¢ jako

57TV{ZJ}M> S(f,ﬂ)—g<f,ﬂ'\/{y}> > 0.



Teraz do podzialu m dodajmy n punktow yi, vy, ..., y,. Mamy:

0<S(fom) = S(fymV{y1 Y2, Un})

= S(f, m)=S(f,mV{n D +S(f.mvim}) = S(f, 7V {y, o)+ =S
<M (67TV{?J1} + 57“/{!/1,?42} +. Wv{yl Y2, )
<M-6;-(n—1),

(f,?T\/{yl,y27 cee ayn})

co podsumujmy jako:

Mé(n—1) > S(f,m) = S(f,7V{y,y2,...,yn}) = 0. (7)

Oznaczajac podzial {y1,vs,...,yn} jako p, mamy, dla dowolnego podziatu p

M -6, -n,>S(f,7m) = S(f,mVp)=>0. (8)

Teraz: Wezmy dowolne € > 0. Wtedy, z definicji kresu dolnego, istnieje taki podzial p, ze

[r<stm< [r+ 9)

[a,b] [a,b]

Wezmy teraz m — inny podzial. Z udowodnionej dopiero co nier6wnosci (8) mamy

/ Sfﬂ g(faﬂ-\/p)—}_M57rnp<§(f7p)+M57rnp

< /f—i—%#—M-(Sw-np.
[a,0]

Wezmy teraz, dla wyzej wybranego e, nastepujaca liczbe 9:

€
= ; 10
2Mn,’ (10)
jezeli teraz wybierzemy podzial 7 tak, ze 0, < 4, to
v / / fte (11)
>0 5>0 7r5 <6

[a,b]

Wezmy teraz ciag podziatow () takich, jak w zalozeniu, tzn. hm dr, = 0. Te wlasnos¢

k—o0

mozna rownowaznie wypowiedzie¢ jako:

vV 3V 4 <0

0>0 KeN k>K

przepisujac nier6wnos¢ (11), mamy:

v 3 v /f<§(f,7rk)</f+e
]

e0 KeN k>K
la,b

B
=



badz, przepisujac nieco inaczej teze,

e>0 KeN k>K

VY 3V §(f,7rk)—/f<e (12)
[a,b]

a to doktadnie oznacza, ze
fmSm) = [ 1
[a,b]

Dla sumy dolnej i drugiej z rownosci (5) dowod jest analogiczny.
CBDO
Jesli 7, p — podzialy, to

S(f,m)=S(f,mVvp)=>S(f,mVp) > S(f,p),

co mozna wypowiedzie¢ jako:
Stw. Kazda suma gorna jest wieksza od kazdej sumy dolne;j.
Jezeli teraz (my), (pr) — dwa ciagi podzialow o $rednicach dazacych do zera, to

S(f,mk) = S(f. o)

i, przechodzac do granicy klim i przypominajac sobie twierdzenie o zachowaniu nieréwnosci
— 00
przy dazeniu do granicy, mamy
Tw. Dla dowolnej funkcji ograniczonej f zachodzi

[i= ]+ (13)
[a.b] [a,b]

Najwazniejszy (w zastosowaniach) przypadek ma miejsce, gdy te granice sa rdwne. Pro-
wadzi to do nastepujacej definicji.
Def. Niech f — funkcja rzeczywista na [a, b], ograniczona. Mowimy, ze f jest catkowalna

w sensie Riemanna, jezeli
[r=]1 (14)

[a,b] [a,b]
Wtedy te catke oznaczamy
fr=11- NG
[a,b] [a,b]

1.3 Sumy wypunktowane

Niech bedzie zadany podziatl m = (zg,x1, 22, ..., 2,) odcinka [a,b]. Niech bedzie zadany
zbior n liczb &; takich, ze & € [z;,_1, z;]. Oznaczmy: £ = {£1, &, ..., &} Zbior € nazywamy
wypunktowaniem (zwiazanym z podziatem 7).

Def. (sumy wypunktowanej Riemanna). Sumq wypunktowang nazywamy

n

S(f,m &) = f(&) - (x; — x1) (15)

=1



Mamy oczywistg nieréwnos¢: Dla dowolnego podzialu 7 i dowolnego wypunktowania &
zachodzi

(f>7rk) (f,ﬂ' 5) (f?ﬂvf)

W potlaczeniu z twierdzeniem o trzech ciaggach, prowadzi ona do nastepujacego twierdze-
nia.

Tw. Niech f — funkcja rzeczywista ograniczona na [a,b]. Jezeli f jest calkowalna w
sensie Riemanna, to dla dowolnego ciagu podziatow (m;) takiego, ze l}irgoéﬂk = 0, ciag

wypunktowanych sum Riemanna jest zbiezny do calki Riemanna / ' f(z)dz.
‘ CBDO

Mamy tez twierdzenie w pewnym sensie odwrotne:

Tw. Niech f — funkcja rzeczywista na [a,b] (nie zakladamy, Ze jest ograniczona).
Jezeli dla dowolnego ciagu podziatow (7)) takiego, ze ]}Lrgo Or, = 0, ciag wypunktowanych
sum Riemanna jest zbiezny do granicy niezaleznej od sposobu wypunktowania, to f jest
ograniczona i calkowalna w sensie Riemanna.

Dow. tu pominiemy.
CO NIE ZOSTALO OKAZANE

1.4 'Wazne wlasnosci calek

Tw. Niech f, g — funkcje ograniczone na odcinku [a, b]. Jesli f, g sa calkowalne na [a, b] to
f + g tez jest catkowalna na [a, b] oraz

/ab(f +g)(z)dr = /abf(x)dx + /abg(x)dx (16)

Dow.
Mamy: B B B
S(f+g,m) < S(f,m) + 5(g, m)

) <

(poniewaz na dowolnym zbiorze X mamy: sup (f+yg sup f+ sup g) oraz

S(f+g,m) = S(f,m) + 5(g, )

(poniewaz znéw, na dowolnym zbiorze X mamy: mf (f+g) > 1nf f+ 1nf q9).

Mamy wiec

S(f.m)+8(g,m) <S(f +9,7) <S(f +g.m) <S(f +g,7m) <S(f.m) + S(g, )

Jezeli teraz wezmiemy ciag podzialow () taki, ze limg_o dr, = 0, to skrajne strony
nierownosci beda rowne [” f(z)dz + [° g(z)dz, a to znaczy, ze wyrazy w srodku sa rowne
i wynosza: [*(f + ¢)(z)dz — a to znaczy, ze funkcja f + g jest catkowalna i ze zachodzi
wzor (16).
CBDO

Mamy tez proste

Tw. Jesli f — catkowalna na [a,b], to af (gdzie a@ =const.) tez jest calkowalna i
zachodzi

[ (@pyr=a [ (17)

Ja

5



Dow. Wynika to z oczywistego faktu, ze na dowolnym zbiorze X mamy, dla a > 0,
sup (af) = asup fianalogicznie dla infimum, co prowadzi do natychmiastowego wniosku
X

X
dla calek.
CBDO
Tw. Jesli f — catkowalna na [a,b] oraz f > 0 na [a, b], to

/a " f(a)dz > 0. (18)

Dow. Mamy bowiem, z uwagi na nieujemno$¢ f: S(f,m) > 0 dla dowolnego podziatu
i skoro tak, to rowniez 1171Tf S(f,m) > 0; a ze dla funkcji calkowalnej mamy [ f(z)dz =
inf S(f,m), to otrzymujemy (18).
CBDO
Przykl.

1. Funkcja stata jest calkowalna: Niech f(z) = A =const. Wtedy, niezaleznie od po-
dzialu 7 i wypunktowania &:

S(fim) = YSiMzi —xig) = Nb—a),

S(fim) = XiMxi —2i21) = Ab—a),

S(f,m &) = ZiMzi—zi1) = ANb—a).
2. [y x%dx
3. [y e*da

4. Nie wszystkie funkcje sg catkowalne. Wezmy funkcje Dirichleta.

Interpretacje: Pole powierzchni pod wykresem; droga.

1.4.1 Dwie wazne klasy funkcji calkowalnych

Tw. Jesli f — ograniczona i monotoniczna na |[a, b], to f jest catkowalna.

Uwaga: f nie musi by¢ ciggtal

Dow. Zaltozmy, ze f jest niemalejaca. (Dla przypadku, gdy f jest nierosnaca, dowod
jest analogiczny). Musimy pokazaé, ze dla kazdego € > 0 istnieje taki podzial 7, ze

S(f,m) = S(f,m) <e. (19)

Wezmy jaki$ podzial 7. Ze wzgledu na fakt, ze f jest niemalejaca, mamy:

n n

?(f, 7T) = Zf(xz)(xz - $i—1),§(f7 7T) = Zf(xz‘—l)(% - xz‘—1);

i=1 i=1
(p. RYS., stad

n

S(f,m) = S(f.m) = > (fl@) — flwim) (@i — @i1).
i=1
Najwieksza roznica wartosci funkeji na [a, b] jest rowna f(b) — f(a) (ze wzgledu na mo-
notonicznos¢ f). Zaktadamy, ze f(b) > f(a), bo inaczej f jest stala, i jako taka jest
catkowalna.



Niech bedzie dany € > 0. Dla tego € bierzemy taki podzial 7 odcinka [a, b], aby $rednica

podziatu d, speliata warunek

O K .
f(b) = f(a)
Wtedy:

S(f,m) = S(fim) = ;(f(l“i) — @)@ = i) S f) = fla) 5

_ _ _ .) — b) — f(zn1)) = €,
e o) = @)+ faa) = )+ ) = fla) +-++ F0) = fana)) =
czyli dla danego € jawnie podalismy przedzial spelniajacy warunek (19) o ktory chodzito.

CBDO

(f(zi) = fzic1))

n n

Tw. Jezeli f jest ciagla na [a, b] to jest catkowalna na [a, b].
Dow. Byto twierdzenie, ze jesli f jest ciaggla na odcinku domknietym, to jest tam
jednostajnie ciagta, tzn.

ve>0 3(5(6)>0 vx,x’e[a,b]:|a:—:c/|<5 : |f([1)) - f(IL‘/)| <€ (20)

Zamiast € powyzej wezmy ;<.

Szacujemy S(f,7) — S(f,7):

n

S(fm)=S(fim)=>( sup flx)— _inf f(@))(@i—zia) <.

=1 xé[xi_l,:pi] 1‘6[1’1‘_1,1’1‘]

... dla danego € = ;= bierzemy podzial o $rednicy ¢ (ﬁ) Ze wzgledu na jednostajng

ciggtode, mamy Vo orefap):le—ar<s|f(2) — f(2')] < 35, wiec ta nieréwnos¢ zachodzi tez dla

roznicy miedzy sup a inf. Wtedy mamy

€ " e(b—a)
b—a ;(a: Tic1) b—a ¢

Podsumowujac stowami to co pokazaliSmy: Dla dowolnego € > 0 znalezlismy taki podziat
7, ze dla tego podzialu réznica miedzy suma goérng a dolng jest mniejsza od € — a to
znaczy, ze f jest catkowalna.

CBDO

1.5 Podstawowe twierdzenie rachunku rézniczkowego i calkowego

Tw. (podstawowe twierdzenie rachunku rézniczkowego i catkowego). Niech f — funkcja ciagla
na [a,b]. Wtedy funkcja F'(x), zdefiniowana przez:

T

la,b] > 2 — F(z) = / f(z)dz
jest rozniczkowalna oraz zachodzi: F'(x) = f(x), F(a) = 0.
Dow. Poniewaz f jest ciagla, to jest catkowalna na [a, b].
Oznaczmy:
m= inf f(x), M= sup f(x)

z€(a,b] z€la,b]



Oczywiste jest, ze (f — m)(x) jest funkcja catkowalng nieujemna na [a,b]. Wobec tego
I2(f = m)(x)dz > 0, z czego mamy: RYS.

b
/ f(z)dz = m(b—a).
Analogicznie otrzymujemy
b
/ f(a)dz < M(b—a).

Przypomnijmy sobie definicje ilorazu réznicowego:

F(z) = }}L%F(x_‘_h})z_ F(x)

WezZzmy najsampierw h > 0. Mamy: RYS.

z+h

F(x+h) = / f(z)dz = /j f(z)dz + /:Jrh f(z)dz  oraz F(z) = /j f(z)dz,

co daje \
T+
F(z+h)— F(x) :/x f(2)dz.

Oznaczmy tymczasowo:

mep = inf f(z), M,,= sup f[f(z)
2€[z,z+h] 2€[z,z+h)

Mamy:
Myp-h < F(x+h)— F(x) < Myp-h

i po podzieleniu przez h dostajemy

F(z+h)— F(x)
h
WezZzmy teraz przypadek h < 0. RYS. Mamy:

My < < My p.

F(z) = /; f(z)dz = /;Jrh f(z)dz + /:rh f(z)dz  oraz F(z+h)= /;Jrh f(z)dz,
skad
' F(:L‘—i—h)—F(x):—/: f(z)dz

oraz (pamietajmy, ze (—h) jest dodatnie!)

Mo (~h) <= [ f(2)dz < Moy (),
z+h
gdzie

My —p = inf f(2), My_p= sup f(z).
z€[z+h,z] 2€[x+h,x]




Wezmy teraz € > |h| i oznaczmy:

mge= _inf  f(2), M,.= sup f(2).

z€[x—€,x+¢] 2€[z—e,x+€]
Dla h : |h| < € (znak h moze tu by¢ dowolny) mamy wtedy

F(x+h) — F(x)
h

< Mx,ea

Mg <

a poniewaz f jest ciagla, to przy € — 0 obie strony powyzszej nierdwnosci dgzq do f(x),
tak wiec
F h)—F
lim (z+h) (=) = f(x).

h—0 h

CBDO
Wniosks.

1. Jesli f — ciagla na [a, b], to mamy:

dla F' — dowolnej funkcji pierwotnej do f.

2. ((0 + €)—twierdzenie o wartosci Sredniej w rachunku catkowym). Jesli f — ciagta na
[a, b], to istnieje punkt & € [a, b] taki, ze

[ Fw)de = F©)0 - a) 21)

Dow. 2. Zastosujmy do funkeji pierwotnej F'(z) = [7 f(x)dz twierdzenie Lagrange’a
o wartosci $redniej w rachunku rézniczkowym:

F(b) — F(a)

J¢ € (a,b]: F'(&) = —

co od razu daje wzor (21).

Tw. (O catkowaniu przez czesci). Jesli f,g € C'([a,b]) (tzn. f',¢' sa ciagte na [a,b]) to
zachodzi wzor

b b b
| F@g@)de = @) 9@~ [ f@)g (@)de

b

= (f-9)0) ~ (/- 9)@) ~ | fl@)g(@)de =

a

|
~
~~
>
N~—
Q
—~
>
N~—
|
~~
—~
S
N~—
Q
—
S
S~—
I
—
~
~~
8
S~—
Q\
—~
S
N~—
o
8

Dow.
[0 g1 )= [ 9V w)dr = (F-0)(0) ~ (f - g)(a).

CBDO
Tw. Jesli f — calkowalna na [a, b] to |f| tez jest calkowalna na [a, b] i zachodzi nieréwnosé

[ i <[5 (22)

9



Dow. Dla dowolnego = € [a,b] mamy: — |f(z)| < f(z) < |f(x)], co — przy zalozeniu, ze
| f] jest catkowalna — daje

_/abyf(;c)|d$</abf($)dfﬂ</ab’f<x>’dx

a to znaczy, ze zachodzi wzor (22). Do zakoniczenia dowodu pozostaje wiec pokazaé, ze
|f| jest calkowalna — co teraz uczynimy. Pokazemy mianowicie, ze

¥e3x S(1fl,m) - S(f1,m) < (23)
Pokazemy najsampierw, ze na dowolnym odcinku / mamy:
sup /()| = inf |/ (@)] < sup f(z) = inf f (z) (24
Pokazemy to, rozwazajac trzy mozliwe przypadki:

1. Na calym odcinku I funkcja f jest nieujemna: f(x) > 0. RYS. Mamy wtedy:

sup [ f(x)] = sup f(z),  inf |f(x)] = inf f(z)

xel
i nieréwnosé¢ (24) zachodzi (mamy w niej rownosé).

2. Na calym odcinku I funkcja f jest niedodatnia: f(z) < 0. RYS. Mamy wtedy:

suplf()] =~ inf f(x).  inf |(@)] = —sup f(2).

z€l zel z€l
i znowu nieré6wnos¢ (24) zachodzi (mamy znoéw w niej r6wnosc).

3. Trzecia i ostatnia mozliwosé¢ to ta, ze f zmienia znak na 1. Wtedy:

sup f(x) >0, wiec sup f(z) = sup|f ()],
xel zel zel

oraz

irgf(x) <0, wiec — i%?f([b) >0,

wiec tym bardziej
—inf f(z) > —inf | f(2)]
i po dodaniu do obu stron tej nieréwnosci wyrazu sup,.; f(x) otrzymujemy znow

nierowno$¢ (24) (tym razem ostra).

CBDO
Mamy zatem:

Z( sup [f(z)| — _inf |f(ar)|> (Ii_wi—1)<z< sup  f(z) — inf f@)) (zi— ;1)

T€[Ti—1,24] TE[T; 1,74 i TE€[xi—1,%4] TE€[T;—1,74]

Powyzsza nieré6wno$¢ znaczy, ze

S(If1,m) = S(Ifl,7) < S(f, ) = S(f, m):

10



a poniewaz f z zalozenia jest calkowalna, to zachodzi
V3. S(f,m) — S(f,7) <e,

wiec tym bardziej (23) — a to znaczy, 7e |f| jest catkowalna.
CBDO
Tw. (1. twierdzenie o wartosci Sredniej). Jesli f,g — ciagte na [a,b] i g jest funkcja
nieujemna: g(z) > 0, wtedy istnieje £ € [a, b] taki, ze

b a
| f@g@de = 1) [ ge)de. (25)

Uwaga. W szczegolnym przypadku, gdy g(x) = 1, otrzymujemy znane nam juz twierdze-
nie (0 + €) o wartosci Sredniej.
Dow. Oznaczmy:
m= inf f(x), M= sup f(z).

vela] vela]

Poniewaz dla dowolnego = € [a,b] mamy: m < f(x) < M, to zachodza tez nieréwnosci:

m-g(z) < f(z)-g(x) < M- g(z)
oraz
b b b
m [ g@)de < [ f@)gl@)de <M [ ge)da
Jezeli g > 0 ciagla nie jest tozsamosSciowo réwna zeru, to f(fg(x)dx > 0. RYS. Wezmy
bowiem xq takie, ze g(zo) > 0. Z ciaglosci g, istnieje taka § > 0, ze g(z) > 0 dla kazdego
x € [0 — x0,0 + x|
Poniewaz f jest ciagla na odcinku domknietym [a,b], to osiaga na [a, b] swoje kresy.
Przyjmijmy, ze kres dolny osiaga w x1, a kres gorny w xq, gdzie x1,x2 € [a,b]. Mamy wiec

b
x)g(x)dz
f(xl) =m < M <M= f(IQ)
Ja 9(x)dz
Z wlasnosci Darboux dla funkcji f mamy, ze funkcja f na odcinku [xq, x5] osiaga wszystkie

b
. . . . . . d
wartosci posrednie pomiedzy m i M, a w szczegbdlnosci osigga wartosé Ji f@gla)de (

[ g(x)dz
jakim$ punkcie £). Mamy wiec
Ju £ (@)g(x)dz
f&) = =57
Ja 9(x)dx
a to jest doktadnie rownosé (25) czyli teza twierdzenia.
CBDO

Tw. (2. twierdzenie o wartosci $redniej). Niech f,g — ciagle na [a,b] i ponadto g —
rosnaca i rozniczkowalna w sposob ciagly. Wtedy istnieje taki £ € [a, b], Ze

[ t@gade = gla) [ fa)do -+ 9(0) [ fla)de. (26)

Dow. Niech F(x) — funkcja pierwotna do f(x), np. niech



Obliczmy lewa strone rownosci (26). Mamy

[ F@geydz = [ F@ygidr = F gl ~ [ Fla)g (a)ar

a a

b

— F(b)g(t) ~ Fla)g(a) = F(€) [ g'(x)do = ...

a

(dla pewnego & € [a, b]; skorzystaliémy tu z pierwszego tw. o wartosci sredniej)

o= F(b)g(b) — F(a)g(a) — F(€)(g(b) — g(a))

= g(b) /abf(m)d:z? —g(b) /j f(x)dz + g(a) /;f(x)dx = ...

(skorzystalismy tu z definicj (27) funkcji i F. Ponadto [ f(z)dx = 0, wiec pominelismy
wyzej wyraz g(a) [ f(z)dx jako réwny zeru)

= gt) [ 7@+ ) [ F@)de = g0) [ fa)de+ gla) [ fade

a a

—9) [ 1)+ gla) [ fla)do

czyli dostaliSmy (26).
CBDO
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2 Calki niewlasciwe

2.1 Calki w granicach nieskoiiczonych

Wiemy, co to jest [” f(z)dz w przypadku skoticzonego przedziatu [a, b] i funkcji ograniczo-
nej f(x). Okazuje sie potrzebne uogoblnienie tego pojecia w réznych kierunkach (przedzial
nieskoriczony i/lub f nieograniczona). Tutaj bedziemy sie zajmowa¢ tylko funkcjami ogra-
niczonymi na przedziatach nieskoriczonych.

Niech funkcja f bedzie okreslona w przedziale [a, o0 (tzn. dla dowolnego x > a) i
catkowalna na kazdym skoniczonym przedziale [a, A] (zakladamy, ze A > a). Dla dowolnego
A jest wiec dobrze okreglona catka [ f(x)dx.

Def. Catkq niewtasciwg z funkcji f po przedziale [a, 0o nazywamy granice

A 9
lim f(z)dz; oznaczamy ja / f(z)dz. (28)

A—00 Jq

W przypadku gdy granica (28) jest skoriczona, mowimy ze caltka niewlasciwa jest zbiezna,
a funkcja f jest catkowalna. Jesli granica (28) jest rozbiezna do oo lub nie istnieje, mowimy,
ze catka niewlasciwa jest rozbiezna.

Przykt.

1. Funkcja f(z) = H% jest catkowalna w dowolnym przedziale skoniczonym [0, A] (A > 0) i mamy:

A
1
/0 mdx = arctg z|j} = arctg (A).

Granica Algréo arctg (A) istnieje i jest rowna 7, zatem
< 1
/ =T
0 1 + 332 2
2. Zapytajmy, dla jakich warto$ci wyktadnika « istnieje catka niewtasciwa
<1
/ —dz (tu a>0). (29)
a :L.a
Niech a # 1. Wowczas

A
1 1 A 1
—dx = 11—« - - Al—a_ 11—« )
/a P R a 1701( @)

Dla A — oo, prawa strona ma granice oo, gdy 1 — a > 0, tzn. a < 1, badz ;‘;}H gdy a > 1. W
przypadku posrednim, tzn. gdy o = 1, mamy

A
1 —
/ —dz=Inz=InA—-Ina A2 o0,
x(){
a
zatem w tym przypadku catka jest rozbiezna.
Ostatecznie otrzymujemy, ze catka niewlasciwa (29) jest rozbiezna, gdy o < 1, i zbiezna, gdy
a > 1; w tym przypadku jej warto§é wynosi 2=+
3. 2. predko$¢ kosmiczna

Analogicznie jak w (28) definiujemy takze catke z funkeji f w przedziale | — oo, al:

/ fla)de = lim [ f)de (tu A <a), (30)
oraz catke po calej prostej rzeczywistej:
—+o00 A
. f<x)dx:A/1EIjoo,}£I;o y f(z)dz. (31)

13



2.2 Zwiazek z podstawowym wzorem rachunku rézniczkowego i
calkowego

Zalozmy teraz, ze catkowana funkcja f posiada funkcje pierwotng F w calym przedziale
la,00[ (pamietamy, ze bedzie tak np. wtedy, gdy f jest ciagta). Wtedy na podstawie
podstawowego tw. rach. rézniczkowego i catkowego mamy

[ Fa)de = F(4) ~ Fla) = P

Porownujac to z wz. (28) widzimy, ze calka niewlasciwa (28) istnieje wtedy i tylko wtedy,
gdy istnieje skoniczona granica
lim F'(A).

A—o00

Granice powyzsza oznaczamy czesto F'(co).Mozemy wtedy zapisa¢

| r@)de = F(oc) = F(a) = F@)[

Mamy tez analogicznie

/a = F(2)|* o, /W f(x)dz = F(z)|[*=.

—00 —00

Przykt.
L [P e *"dz, a>0.Mamy: F(z) = —Le7% skad F(o0) = Jim e~ =0, tak wiec

——00

o 1
/ e~ dr = F(z)|° = —.
0

a

2. fooo sin zdz. Funkcja pierwotna jest tu — cosz,ale symbol cosx|3® jest bez sensu, bo nie istnieje
granica lim cosz.

r—00
0o 1 1 1o _
3. Jyr 7z sin cos 3 |y, = 1.

=

2.3 Calki niewlasciwe a szeregi

Pomiedzy catkami niewlasciwymi a szeregami istnieje szereg podobienstw, ktore teraz wy-
liczymy; wiele twierdzeni o catkach niewlasciwych jest prostym przeniesieniem analogonéw
z teoril szeregdw.

SZEREGI CALKI
Wyraz ogo6lny szeregu a,, Funkcja podcatkowa f(z)
Suma czeéciowa szeregu S0 a, Calka wlasciwa [ f(z)dz
Suma szeregu »_>° ; a, Catka niewlasciwa [;° f(x)dx
jako granica sumy czesciowej dla N — oo | jako granica catki wtasciwej dla A — oo
reszta szeregu Y.o> n. 1 Gy Calka niewtasciwa [3° f(x)dx

Ponizszych twierdzen dowodzi sie albo przez niewielkg modyfikacje twierdzen dla sze-
regdéw, albo przez proste rozszerzenie twierdzen o catkach wtasciwych.
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1. Jesli catka [° f(x)dx jest zbiezna, to zbiezna jest tez catka [3° f(z)dz i na odwrot.
Ponadto

/:O f(x)dz = /aA f(x)der/Aoo f(x)dz.

2. Gdy catka [37° f(x)dzx jest zbiezna, to zachodzi

o0

lim f(z)dx = 0.

A—oo J A

3. Jesli zbiezna jest catka [ f(x)dz, to zbiezna jest tez catka [ ¢- f(x)dx (¢ = const.)

1 zachodzi ~

/;ooc-f(x)dx:c/ f(x)dx

a

4. Jesli zbiezne sa catki [[° f(x)dx i [;° g(x)dz, to zbiezna jest tez catka [*°(f+g)(z)dz
i zachodzi ~
| £ = [

a

Oof(x)dx + /aoo f(z)dz.

2.4 Zbiezno$é calki w przypadku funkcji nieujemne;j

Jesli funkcja f(z) jest nieujemna, to caltka

F(A) = /  fw)de (32)

jest funkcja niemalejgeq zmiennej A. Jesli ponadto funkcja F'(A) jest ograniczona, tzn.
AoV, F(x) < C, to F(X) posiada granice, gdy A — oo, a to znaczy, ze caltka (32) jest
zbiezna. W oczywisty sposob, warunek ten jest tez warunkiem koniecznym zbieznodci; gdy
nie jest on spetniony, to caltka (32) jest rozbiezna.

Wykorzystujac powyzszy fakt, dowodzi sie, ze ma miejsce nastepujace

Tw. Jesli dla wszystkich x € [a, 0o zachodzi nier6wnosé: f(z) < g(x), to ze zbiezno-
Sci calki [ g(x)dx wynika zbieznos¢ catki [>° f(z)dz; i na odwrot: z rozbieznosei catki
[2° g(x)dx wynika rozbieznos¢ catki [° f(x)dx.

Dow. jest analogiczny jak w przypadku tw. poréwnawczego dla szeregdéw — nalezy
tylko wszedzie zamieni¢ "sume" na "caltke".

CBDO

Kryterium to jest ogdlne/ogolnikowe: Skutecznos¢ w jego stosowaniu zalezy od te-
go, czy uda sie w danym problemie znalez¢ dostatecznie dobry, a jednoczesnie wyliczalny
‘ogranicznik’, pozwalajacy oszacowa¢ badang funkcje catkowana od gory lub od dotu. Wy-
bierajgc konkretne funkcje do poré6wnan, mozemy otrzymac bardziej szczegdtowe kryteria
zbieznosci /rozbieznosci calek. Czesto do porownarn bierze sie funkcje I% (jak pamietamy,
calka z tej funkgcji jest zbiezna dla o > 1 i rozbiezna dla a < 1). Z poréwnania z funkcja
L otrzymuje sie nastepujace kryteria Cauchy’ego:

" Tw. Niech funkcja f(x) ma dla dostatecznie duzych x postaé
f(z) = gb(x)’ a>0.
xOé
Wtedy:
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1. Jesli a > 11 ¢(x) jest ograniczona, tzn. o<V, F(x) < C, to catka [° f(x)dx jest
zbiezna;

2. jesli a < 11 ¢(x) > c> 0, to calka jest rozbiezna.

Dow.

1. Tu bierzemy do poréwnania funkcje g(x) = C ; mamy: f(x) < g(z) i wiemy, ze g(x)

jest catkowalna dla a > 1, co dowodzi zb1ezn0501 catki [ f(z)dz.

2. Tu bierzemy do poréwnania g(z) = -%. Zachodzi: f(x) > g(x), catka z g(x) jest
rozbiezna, wiec tez rozbiezna jest catka [° f(x)dx

CBDO
Przykt.

1. Zbadajmy zbieznos¢ catki

o 3
€T2

—Fd

/0 112"

Zamiast calki [ zbadajmy calke [°; taka zmiana przedzialu nie ma wplywu na zbiezno$é. Mamy:

z3 (22)7 _ (1+22)1 1 dla z>1 1 1

1+22 14227 1422 _(l—i—x?)i ~ (22 +22)T 21z’

a floo \%dm jest rozbiezna, wiec rozbiezna jest tez caltka wyjsciowa.

2. Zbadajmy zbieznosé catki

| s

1 1
- <
22y/1 + 22 R

i poniewaz floo %dr jest zbiezna, to zbiezna jest tez catka wyjsciwa.

Tu oszacujmy w druga strone:

2.5 Zbieznosé bezwzgledna

Wroémy do badania zbieznosci calek w przypadku ogolnym (tzn. niekoniecznie dla nie-
ujemnych funkeji podcatkowych). Jak pamietamy, zagadnienie zbieznosci catki niewtasci-
wej [>° f(x)dx sprowadza sie do rozstrzygniecia, czy istnieje skonczona granica funkcji
P(A) dla A — oo, gdzie

w(4) = [ f(r)da (33)

Przypomnijmy sobie najsampierw warunek Cauchy’ego! zbieznosci szeregu a; + as +
. Oznaczmy przez {s,} ciag jego sum czeSciowych. Warunek B-C moéwi zbieznosci
szeregu moOwi, iz
ve>03k€Nvm7m/eN : |Sm - Sm’| <€,

Warunek ten ma swoéj bezposredni odpowiednik w postaci warunku istnienia calek nie-
wtasciwych. Mozna go sformutowaé¢ nastepujaco:

1Zwany tez gdzieniegdzie warunkiem Bolzano-Cauchy’ego
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Tw. Warunkiem koniecznym i dostatecznym zbieznosci cali [ f(x)dx jest, aby

A/
VeoBapmaVansay 5 [B(A) = ()| = | [ f(w)dal <

gdzie ®(A) jest dane przez (33).
CBDO

Korzystajac z powyzszego warunku, tatwo udowodnimy twierdzenie (majace analog
dla szeregow: Jesli szereg jest bezwzglednie zbiezny to jest zbiezny):

Tw. Jezeli catka [ |f(z)|dx jest zbiezna, to jest zbiezna tez calka [ f(z)dx.

Uwaga. W takim przypadku mowimy, ze calka [° f(x)dz jest bezwzglednie zbiezna.
(Znéw analogia z szeregami!)

Dow. Stosujac powyzsze kryterium do catki [>°|f(x)|dz (o ktorej zakladamy, ze jest
zbiezna) mamy: Dla dowolnego € > 0 istnieje takie Ay > a, ze dla A" > A > A, zachodzi

P
/. 1@z <&

ale mamy tez:

/A/ f(z)dzx

A

/A/ f(x)dx

JA

A/
< / |f(x)|dz co znaczy, ze <€
A

a to oznacza, ze zbiezna jest catka [° f(x)dx.
CBDO
Tw. Jesli calka [° f(x)dx jest zbiezna bezwzglednie, a funkcja g(z) jest ograniczona
(tzn. dla dowolnego z: |g(z)| < C), to calka [° f(x)-g(x)dz tez jest bezwzglednie zbiezna.
Dow. Wystarczy oszacowac:

[f(z) - g(2)] < C-|f ()]

i skorzystac¢ z kryterium poréwnawczego.

CBDO
Przykt. Rozwazmy calke:

> cosax
—d k # 0.
/o it h7

Funkcja k%ﬁ jest catkowalna (catka z tej funkcji jest oczywiscie bezwzglednie zbiezna), zas funkcja

cos ax jest ograniczona; zatem powyzsza caltka jest bezwzglednie zbiezna.

2.6 * Kryterium Dirichleta

( * — material nadobowiazkowy)
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