1 Przypomnienia i definicje, i wyjscie troche poza nie

1.1 Grupa

Def. Grupg G, o nazywamy zbiér G z dzialaniem o (operacja dwuargumentowa): G x G >
(91,92) — g1 © g2 € G, spetniajacych warunki:
e Istnieje w GG element neutralny e, speliajacy warunki: Vg€ G: goe=eog = g;

e Dla kazdego elementu g € G istnieje element odwrotny ¢!, spelniajacy: gog™! =

g log=e;

e Drzialanie o w grupie jest {gczne, tzn. dla dowolnych ¢, g2, g3 € G zachodzi:
g10(g2093) = (910 92) © gs.

Def. Jesli ponadto dla dowolnych gy, go € G zachodzi: g, 092 = g20¢;, to grupe nazywamy
przemienng (abelowgq).
Przykl.

1. Zbioér liczb catkowitych z dodawaniem Z, + jest grupa (abelowa). Elementem neutralnym
jest 0, a elementem odwrotnym do x € Z jest —ux.

2. 7Zbior liczb R\ 0 z dzialaniem mnozenia jest grupa (tez abelowa). Elementem
neutralnym jest 1, a elementem odwrotnym do x € R jest %

3. Zbior liczb {0, 1} 7z dodawaniem modulo 2 stanowi tez grupe (abelowa). Zwana jest
Zs. Dla ilustracji wypiszmy jawnie wszystkie mozliwe operacje w tej grupie: 0+0 = 0;
0+1=140=1;1+1=0. Elementem neutralnym jest 0. Elementem odwrotnym
do 0 jest 0, a elementem odwrotnym do 1 jest 1. Grupa Z, jest skoriczona, tzn. ilogé
jej elementow jest skoriczona; w dwu poprzednich przyktadach tak nie byto.

Wszystkie powyzsze grupy byly abelowe. Przyktad grupy nieabelowej za jakis czas poznamy,
(uprzedzajac wypadki, dla ciekawych i niecierpliwych: Nieabelowe s3 grupy permutacji S,, zbioru
n—elementowego dla n > 2; niedtugo o nich powiemy) ale na razie jak najszybciej chcemy
przejs¢ do wektorow.

1.2 Przestrzen wektorowa, liniowa niezalezno$é¢, baza
1.2.1 Przestrzen wektorowa

Def. Przestrzenig wektorowg V nad ciatem K nazywamy zbior V' z dwoma dzialaniami:

e 'wewnetrznym’ V x V — V| zapisywanym zazwyczaj jako dodawanie (dodawanie
wektorow v oraz w): V. xV 3 (v,w) - v+w €V, oraz

e zewnetrznym’ K x V', zapisywanym zazwyczaj jako mnozenie (mnozenie wektora v
przez liczbe a): K xV 3 (a,v) —a-veV.

To nie koniec definicji, bo zaktadamy, ze sa spelnione nastepujace aksjomaty:



1. Dodawanie elementoéw przestrzeni V' (tzn. wektordw) wprowadza w V' strukture
grupy abelowej. Element zerowy tej grupy jest zazwyczaj oznaczany przez 0, a
element odwrotny do v jest oznaczany przez —v.

2. Mnozenie wektorow przez elementy ciala K (zwane czesto skalarami) spetnia warunki:
1-v = v dla kazdego v € V, oraz jest laczne, tzn. a(fv) = (af)v dla dowolnych
a,feK, veV,

3. Dodawanie i mnozenie spetniaja prawa rozdzielnosci:
alv+w)=av+aw, (a+p)v=av+fv
dla dowolnych o, 5 € K, v,w € V.
Przyktlady

1. Przyktad kanoniczny: K" = K x K x --- x K (n razy) — iloczyn kartezjanski n
egzemplarzy ciala K. (W dalszym ciagu bedziemy uzywa¢ jedynie cial R i C.)
Dodawanie wektor6w i mnozenie wektora przez liczbe definiujemy analogicznie jak
w przypadku trojwymiarowym:

vl wh
2 w?
Dla v = . , W= .

" w"
vl 4+ w! av?
v? 4+ w? av?

mamy : v+ w = . oraz Qv =

" + w" av™

Uwaga: v* oznacza tu k—ta sktadows wektora v, a nie k—ta potege v ! Okazuje sie,
ze numerowanie warto prowadzi¢ na dwa sposoby: Dla jednego rodzaju obiektow
indeksy (numery) piszemy z prawej strony na gérze (tu robimy to dla sktadowych
wektorow), a dla drugiego (numery elementoéw bazy) piszemy na dole. Niedtugo sie
okaze, dlaczego warto robi¢ takie rozréznienie.

2. C([a,b]) — przestrzen funkcji ciaglych na odcinku [a,b]. Majac dane dwie funkcje
fyg € C([a,b]) (tzn. patrzymy na funkcje f,g jako na wektory), definiujemy ich
sume jako funkcje f + g, ktorej warto$¢ w dowolnym punkcie z jest:

(f +9)(z) = f(z) +g(x);

oraz mnozenie wektora f przez liczbe A € R jest funkcja Af, ktorej wartosé¢ w
dowolnym punkcie x okreslamy jako:

(AS)(x) = Af(x).

3. K,[] - przestrzen wielomianow stopnia nie wigkszego nizn o wspotczynnikach z ciala
K. Dodawanie wielomiandéw oraz mmnozenie ich przez liczbe definiujemy analogicznie
jak dla funkcji.

4. Niech V™ — zbior wielomianoéw stopnia dokfadnie n. Czy V™ Jest przestrzenia
wektorowa? Odp. NIE. Rozwazmy dwa wielomiany v = 2" + 1 € Vv, w=—a" €
V(™). Natomiast ich suma nie jest wielomianem stopnia n: v +w =1 ¢ V™,



1.2.2 Kombinacja liniowa, liniowa niezaleznos§é

Def. Kombinacjq liniowg wektoréow X1, Xs, . . ., X, z wspOtczynnikami Ay, Ao, . .., A\, nazywamy
wektor
X1+ AoXo + -+ + A\ X,

Def. Uktad wektorow xi,xs, ..., X, nazywamy liniowo niezaleznym, gdy rownosé
/\1X1+)\2X2+"'+/\nxn:0

zachodzi tylko dla wspotezynnikow zerowych: Ay = Ay =--- = A\, = 0.

Przykt. Def. Mowimy, ze przestrzen wektorowa V' ma wymiar n, gdy kazdy uktad
n + 1 wektoréw z V' jest liniowo zalezny, zas istnieja w V uklady n wektoréow liniowo
niezaleznych.

Wymiar przestrzeni V' oznaczamy dim V' (od ang. dimension).

1.2.3 Baza

Def. Bazg w przestrzeni wektorowej wymiaru n nazywamy ukltad n wektoréw liniowo
niezaleznych.
Przykl. (kontynuacja powyzszych)

1. Przestrzen K" ma wymiar n. Jako baze mozna w niej wybra¢ ey, es, ..., e,:
1 0 0
0 1 0
€1 = . , €9 = . e € =
0 0 1

(tzn. w wektorze e; na k—tym miejscu mamy 1, pozostale sktadowe sa zerowe).
Wymiar przestrzeni K® wynosi n.

2. dim C([0,1]) = oo. Na tej konstatacji poprzestaniemy. Baze mozna wybra¢, ale
wymaga to duzego wktadu z analizy, wychodzacego poza ramy tego wyktadu.

3. dimK,[] = n+ 1. Bo: Z tego co ongis mowiliSmy o wielomianach, pamietamy,
ze wielomian jest okre$lony jednoznacznie przez podanie swoich wspotczynnikow
(przy potegach t od 0 do n — zakladamy, Ze mamy wielomiany od zmiennej t).
Jako baze mozna wybraé: eg = 1,e; = t, ey = t2,..., e, = t". Korzystajac z tego,
zinterpretujmy w jezyku wektorowym wzor na sume wielomianéw: Niech v = ag +
M+ asr? + - -+ a,z" € K[|, w = bg+ b1x + box® + - - - + b, 2" K, [-]. Wtedy wartosé
wielomianu v + w w punkcie z jest: (v + w)(x) = (ag + bo) + (a1 + by)z + (az +
bo)a? + -+ + (an + by)z"

Ale! W przyktadach 1. i 3. bazy mozna powybiera¢ inaczej. Wezmy np. V = R3. Mamy
tu baze standardowa:

1 0 0
€1 = 0 , €2 = 1 , €3 = 0 )
0 0 1



ale w niczym nie gorszy jest wybor:

1 1 1
Ei=|0|, Ba=|1]|, Bs=1]1
0 0 1

Sprawdzmy, ze jest to baza: Réwnosé
MEL+ MEy +A3FE35=0
jest rownowazna uktadowi rownan:

>\1+)\2+)\3:O
Ao+ A3

o

ktory ma jedyne rozwigzanie

1.2.4 Podprzestrzen wektorowa

Def. Niech bedzie dany podzbior W przestrzeni wektorowej V' (doktadniej, (V,K): W C V
Mowimy, ze W jest podprzestrzenig V', gdy sam jest przestrzenia wektorowa, tzn. gdy, dla
dowolnych u,w € W, a € K zachodzi: u+w € W, aw € W.

Uwaga. Podprzestrzeniami V' sa zawsze: 0 € V' oraz cala przestrzen V.

Przyktlady.

1. Niech V' = R". Zbior wektoréw W, ktorych pierwsza ze sktadowych jest rowna zeru,
jest podprzestrzenig V. Bo: Niech u,w € W. Mamy, dla dowolnego A € R™:

0 0 0 0 0
u? u? u? w? u? + w?

Au = . = . ew; w+u= . + . = . e W.
u" u” u" w" u 4+ w”

2. Niech V' = R". Zbior wektorow W, ktorych pierwsza ze sktadowych jest rowna 1,
nie jest podprzestrzenia V. Bo: Gdy jaki$ w € W pomnozymy przez liczbe \ # 1,
to pierwsza sktadowa Aw bedzie réwna A, zatem \w ¢ W.

3. Niech V' = C(R), i niech P bedzie zbiorem funkcji parzystych, tzn. spehiajacych
f(=z) = f(z). Latwo zobaczy¢, ze P jest podprzestrzenia wektorowa V' (bo suma
funkcji parzystych jest funkcja parzysta, oraz iloczyn funkcji parzystej przez liczbe
jest dalej funkcja parzysta).

4. Analogicznie, zbior funkcji nieparzystych, tzn. spemiajacych f(—z) = —f(x) dla
dowolnego z, jest podprzestrzenia C'(R).

5. Niech V = R3. Kazdy v € V mozna zapisa¢ w postaci:



Niech a1, ag, a3 — zadane liczby. Niech W bedzie zbiorem tych w € V, dla ktorych
zachodzi rownos¢
Oél’LUl + OéQUJQ + CK3’UJ3 = 0. (2)

Zauwazmy, ze mozna patrze¢ na roéwnanie (2) jako na uklad 1. rdwnania na 3.
zmienne. Latwo stwierdzi¢, ze W jest podprzestrzenig V. Niech bowiem w € W,
mamy wiec dla w spelniony warunek (2). Pomnozmy te roéwnosé przez A € R. Mamy

0 = Magw' + aow? + azw?) = ay(Aw?) + as(A\w?) + az(Aw?),

czyli rowniez dla sktadowych wektora Aw spelniony jest warunek (2), a to znaczy,
ze wektor A\w € W.
Podobnie, jesliu € W, w € W, tzn.

aw + aow® + asw® =0, agu! + awu? + asu® =0,
to dodajac obie réwnosci stronami dostaniemy rownosé
1 1 2 2 3 3
ar(u” +w') + ag(u” +w”) + ag(u’ + w’) =0,

co znaczy, ze u+w € W.

7Z geometrycznego punktu widzenia mozemy utozsamic¢ wektor v € R3 (1) z punktem

o wspotrzednych (vt v? v3) w R3. Zbior rozwiazan rownania (2) jest — z geometrycznego
punktu widzenia — plaszczyzng w R3, przechodzaca przez srodek uktadu wspoltrzednych.
(Tak jest w typowym przypadku, gdy przynajmniej jeden ze wspotezynnikow o, ao, arg
jest niezerowy. Gdy wszystkie sa zerowe, to zbiorem rozwigzan jest cata przestrzen
R3; ale nie psuje to faktu bycia podprzestrzenia R3).

. Niech teraz beda zadane 6 liczb {«a;;} (1 = 1,2, j = 1,2,3), ktore ulézmy w tablice:

a1 G2 (g3

Qg1 Qg (g3
Niech znowu W bedzie zbiorem tych wektorow w € V, ktorych skladowe w!, w?, w?
spehiaja uktad rownan (2 rownania na 3 niewiadome):

(3)

Oéuwl + OZ12UJ2 + a13w3 = 0
1 2
Qo1w! + aguw? + agguw® = 0

Analogicznie jak poprzednio, mozemy sprawdzié, ze jezelin € W, w € W, to rdwniez
e W, u+we W, tzn. ze W jest podprzestrzenig V.

Czym jest geometrycznie zbior rozwigzan ukladu (3)7 Zbiér rozwiazan kazdego
7z réwnan jest (w typowym przypadku) plaszczyzng. Uklad (3) jest warunkiem
nalezenia punktu do obu ptaszczyzn — a wiec do ich przeciecia; przeciecie zas (tzn.
cze$é wspoélna) jest na ogot prostg. (Znowu: Nie musi tak by¢ zawsze. Gdy oba
rownania definiuja te sama plaszczyzne, to przeciecie jest ta samg ptaszczyzng. Lecz
znowu, nie psuje to faktu bycia podprzestrzenia).

. Poprzednie dwa przyktady tatwo sie rozszerzaja na przypadek ogélny: Wezmy uktad
m roéwnan liniowych na n niewiadomych (z',2?%,...,2"), o prawej stronie rownej



zeru. Taki uklad nazywamy uktadem jednorodnym.
Konkretnie: Mamy dany zbiér n X m liczb aé» — wspotezynnikow uktadu. Ustawmy
je w tablice:

11 1
a% a% oo 043
of oy ... o

m m m
o oy ... ap

Te tablice nazywamy czasem macierzg uktadu.
Traktujmy zbior niewiadomych jako element R™:

Uktad rownan ma postaé:

ajr! +adx? + -+ alz® = 0

2.1 2.2 2. _

ojr ozt + -+ oz = 0 (4)
afzt +afa? + -+ ol = 0

Mamy proste
Stw. Zbior rozwigzan uktadu jednorodnego (4) jest podprzestrzenia liniowa R".

1.2.5 Podprzestrzenie — drugi sposéb opisu

Powyzsze Stwierdzenie daje jeden sposob opisu podprzestrzeni.

Istnieje tez drugi wazny sposéb opisu podprzestrzeni — przez generatory.

Def. Niech {vi,vy,...v,},vi € V — zbiér wektoréw nalezacych do przestrzeni V.
Powtokq lintowqg powyzszego uktadu wektorow jest zbior wszystkich kombinacji liniowych
A1V1 + Aava + -+ + \,v,, (tzn. zbior wektorow powyzszej postaci, gdzie Ai,..., A, sg
dowolnymi wspolezynnikami).

Powtoke liniowa uktadu wektorow oznaczamy (vi,ve,...,v,). Wektory {vy,...,v,}
nazywamy generatoramsi powtoki liniowej. (Mowimy tez na nie: wektory generujgce, lub
wektory rozpinajgce powtoke).

Mamy (raczej) oczywiste

Stw. Powtoka liniowa ukladu wektorow W = (vq,vs,...,v,) jest podprzestrzenia
liniowa.

Dow. Istotnie: Jesli x € W)y € W, to sa one kombinacjami liniowymi wektorow
vi,...,Vy,; tak wiec tezx + y tez jest kombinacja liniowa wektoréw generujacych, a wiec
elementem zbioru wszystkich kombinacji liniowych.

Podobnie, jesli x € W, to x jest liniowg kombinacja generatoréow, a wektor Ax — tak
samo, wiec rOwniez x € W.
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1.2.6 Uproszczenia sposob6w opisu

Wiemy, ze powloka liniowa uktadu wektoréw jest podprzestrzenia liniowa. Czasem jednak
potrzebujemy wiekszej ilosci szczegdtow. Wezmy taki typowy problem:

Problem 1. Znalez¢ wymiar i podaé¢ jakas baze podprzestrzeni, generowanej przez
uktad wektorow

e GNTAN
— W N
— Ot W

Y

3
5
2
1

—2 2 )

Mozna tez postawi¢ analogiczny problem dla podprzestrzeni, generowanej przez uktad
réwnan:

Problem 2. Znalez¢ wymiar i poda¢ mozliwie prosty opis podprzestrzeni, zadanej
przez uktad rownan o macierzy:

73 1 0
4 2 2 -1
0 2 10 -7
5 1 =5 4

1.2.7 Redukcja (wierszowa i kolumnowa) jako sugerowana metoda wyliczen

Zajmijmy sie najsampierw jednorodnymi ukladami réwnan, do rozwigzywania ktorych
stosujemy redukcje wierszowa.

Przy rozwiazywaniu uktadu réwnan liniowych, jedna z metod to dodawanie roéwnan
stronami, aby otrzymac prostsze (lub o bardziej pozadanej postaci) rownanie. Metoda
redukcji to pewne sformalizowanie i usystematyzowanie tej procedury — tak, by po kolejnym
jej stosowaniu otrzymac¢ mozliwie prosta macierz uktadu. Wykorzystujemy tu oczywisty
fakt, ze dodajac do jakiegos rownania kombinacje liniowg pozostatych réwnan, otrzymujemy
uktad rownowazny, tzn. majacy te same rozwigzania.

7 formalnego punktu widzenia, redukcja wierszowa jest kombinacjg nastepujacych
operacyi elementarnych, z ktorych kazda w oczywisty sposdb nie zmienia rozwiazan uktadu:

1. Mnozenie wiersza przez niezerowq stala.
2. Dodawanie jednego wiersza do drugiego.

3. Przestawianie dwoch wierszy.

1.2.8 Suma i przeciecie podprzestrzeni

Niech V' — przestrzen wektorowa, U, W — podprzestrzenie V.
Def. Sumq algebraiczng podprzestrzeni U, W (ozn. U+W) nazywamy zbior wszystkich
mozliwych sum wektorow z U i W:

U+W={s:s=u+w, uel, weW} (5)

Uwaga. Suma algebraiczna na og6t rézni sie od sumy mnogosciowej! Np. suma algebraiczna
dwoch nie pokrywajacych sie podprzestrzeni jednowymiarowych (prostych) to plaszczyzna
rozpieta przez te proste, za§ suma mnogosciowa to po prostu dwie przecinajace sie proste.

7



Def. Przecieciem dwoch podprzestrzeni U, W (ozn. UNW) nazywamy zbior wektorow
nalezacych jednoczes$nie do jednej ¢ drugiej podprzestrzeni:

UNW ={s:seU i seW}. (6)

1.2.9 Przyklady wyliczein sum i przecieé¢ podprzestrzeni
1.2.10 Wzér wiazacy wymiary podprzestrzeni oraz ich sumy i przeciecia

Tw. Niech U, W — podprzestrzenie (skonczenie wymiarowej) przestrzeni wektorowej V.
Zachodzi nastepujaca relacja miedzy wymiarami dim U, dim W, dim (U4+W) oraz dim (UN
W):

dimU +dim W = dim (U + W) 4+ dim (U N W) (7)

Dow. W podprzestrzeniach U, W oraz ich przecieciu mozna w nastepujacy sposoéb wprowadzi¢
bazy:

® Si,...,8, —bazaw UNW;

® Sy,...,Sk,Ul,..., Uy, — baza U,
® Sy,...,Sk,W,...,w, — baza W.
Zauwazmy, ze wtedy Si,..., 8k, Uty ..., Uy, W1, ..., W, stanowi baze w U + W. Bowiem:

Powyzszy uklad wektoréw generuje U + W. Ponadto, jest liniowo niezalezny. Zalozmy ze
jest przeciwnie. Woéwcezas w rOwnaniu

Msy+ -4+ Nosp + plug + -+ p™up, + 0wy + -+ 2w, = 0. (8)

w

ktores ze wspolczynnikow A;, 11, v, sg rozne od zera.

A dokladniej, musza by¢ rézne od zera ktore§ ze wspotezynnikow zaréwno p; jak i v
W innym bowiem przypadku otrzymaliby$my nietrywialna zaleznos¢ liniowa (tzn. brak
liniowej niezaleznogci) dla elementéw bazy U lub W.

Wobec tego niezerowy wektor w = 3°, vw; € W nalezy takze do U, gdyz mozna
(z rownosci (8) przedstawié¢ go w postaci: w = —(3; N's; + > Fuy,). Skoro w € U,
w € W, to nalezy tez do przeciecia: w € UNW, jest zatem kombinacja liniowa wektorow
S1,...,Sk A to znaczy, ze istnieje nietrywialna zalezno$é liniowa dla ukladu wektorow
S1y.. ., Sk, W1, ..., w; (tzn. zachodzi réwnosé:

Msp 4+ MNosp +vlwy + -+ 0"w, =0

7z pewnymi wspotczynnikami \; oraz v, roznymi od zera), co jest sprzeczne z zatozeniem,
ze stanowia one baze w W.

Pokazalismy wiec, ze wektory sy, ..., Sk, U1, ..., Up, W1, . . ., W, stanowiy baze w U+ W
Policzmy teraz wymiar U + W. Niech £ = dim (U N W); wtedy dimU = k+m, dim W =
k+n, dim (U + W) = k + m + n. Napiszmy liczbe k + m + n w postaci: k +m +n =
(k+n)+ (k+m)—Ek, co przepisujemy jako: dim (U+ W) = dim U +dim W —dim (UNW),
a to jest doktadnie wzor (7).
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1.3 Rozklad wektora w bazie

Mamy proste ale wazne
Stw. Niech w przestrzeni wektorowej V' bedzie zadana baza e = (e, e, ..., €,). Wtedy
kazdy wektor v € V ma jednoznaczny rozklad w bazie e:

v=uvle; + vy + - + V", 9)

tzn. wspolezynniki v, v?, ..., v" s3 jednoznacznie wyznaczone.

Dow. Zalozmy, ze rozktad v nie jest jednoznaczny, tzn. ze istnieje rozktad identyczny
jak (9), tyle ze z innymi wspo6tczynnikami:

v=s'e; + sPeg + -+ s"ep; (10)
odejmijmy stronami (9) i (10). Mamy:

(s —vhep + (s —vHeg + -+ (5" —v")e, = 0. (11)

Ale jezeli ktory$ ze wspotezynnikow s* ma byé rozny od ktéregos ze wspotezynnikow vF,

to s — vk £ 0, czyli jesli ktorys ze wspotezynnikow rownosei (11) jest niezerowy. A to
oznacza sprzeczno$¢ z zalozeniem o liniowej niezaleznosci e.

CBDO

Ozn. Czesto przydatne jest zaznaczanie, w jakiej bazie rozktadamy wektor. Jesli

rozkltadamy wektor v w bazie e i otrzymujemy przy tym rozktad (9), to ten fakt oznaczamy

jako:

we=1 . |; (12)

jest to po prostu inny zapis postaci rozktadu (9), z jawnym zaznaczeniem, ze sktadowe
wektora v to wspotezynniki rozktadu w bazie e.

Wspominalismy, ze w danej przestrzeni moze by¢ wiele réznych baz. Zatézmy, ze mamy
w danej przestrzeni V' dwie bazy. Jak sa powiazane wspolczynniki rozkladu jakiegos
wektora v w obu tych bazach?

W pelnej ogdlnosci na to pytanie odpowiemy nieco p6zniej, po podaniu kilku faktow
nt. odwzorowan liniowych. Na razie zauwazmy, ze majac wspotczynniki rozktadu w jednej
bazie e, mozemy uzyska¢ wspotczynniki rozktadu w innej bazie E przez rozwigzanie uktadu
rownan.

Przykl. Rozklad tego samego wektora w r6znych bazach.

Niech V' = Ry[:]. Jako pierwsza baze wezmy baze standardows e:

€y = 1, €1 = t, €g = t2 (13)
Wezmy tez druga baze E, zdefiniowang jako:
Ey=1, Ey=1+t FEy=1+t+1> (14)

. Analogicznie jak w przyktadzie sprzed dwoch stron, przekonujemy sie, ze E jest bazg.



Miejmy teraz zadany jakis wektor v € V; wezmy: v = v(t) = 3t? + 5t — 2. Rozklad
wektora v w bazie e jest natychmiastowy:

v = —2eg + de; + 3ea. (15)

Odwolujac sie do zapisu (9), mamy: v = vy +vle; +v2%eq, czyli: 00 = =2, v! =5, 02 = 3.
Stosujac sposob oznaczania (12), mamy:

—2
=1 5 (16)
3
Rozltézmy teraz wektor v w bazie E. Uczyrimy to na dwa sposoby.

e Pierwszy sposéb. Oznaczmy wspoOlczynniki rozkladu w bazie E przez o
Mamy wigc: v = a’Ey + ol By + o?E,. Korzystajac z definicji (14), mamy:

0 ot ol

v=a 1+a'(1+t)+?(1+t+t*) =+ a' +a?) -1+ (a' +a?) -t + a?t?

co daje uktad réwnan na wspoétczynniki:

A +al+a? = -2
at+a? =5
a? = 3
ktory tatwo rozwiazaé, i otrzymujemy
A’ =-7 a'=2 o*=3
Mozemy zapisa¢ otrzymany wynik jako
-7
wF =1 2 (17)
3

e o Drugi sposéb. Spojrzmy na definicje (14) bazy E jako na wyrazenie wektoréw bazy
E przez wektory bazy e:

E(]:]_:e(); E1:1+t:€0+61; E2:1+t+t2:€0+61+62.

Odwrdéémy teraz te zamiane zmiennych, tzn. wyrazmy wektory bazy e przez wektory bazy
E. W powyzszym przypadku tatwo ten uktad rozwiaza¢. Mamy:

eo = Eo;
e1 = By —eg = Ey — Ey;
es=Es—co—e1= By — By — (B, — Ey) = By — B
Skorzystajmy teraz z rozktadu (15) wektora v w bazie e; mamy:
v = —2ey+bey +3ex = —2- Ey+5(E, — Ey) +3(Ey — Ey)
— 3Es + (5 3)Ey + (2 — 5)Ey = 3B + 2, — TE,
= a’Ey + o' E| + o*Fy;
czyli otrzymalismy [v]¥ — rozklad (17) wektora v na skltadowe w bazie E — to samo co w

pierwszym sposobie.
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2  (Odwzorowanie liniowe

Def. Niech V., W — dwie przestrzenie wektorowe. Mowimy, ze odwzorowanie F' : V — W
jest lintowe, gdy dla dowolnych wektoréw x,y € V' i dla dowolnego elementu ciala o € K
spetnione sa warunki:

F(z+y) = F(x)+ F(y), (addytywnos$¢) F(av) = aF(v) (jednorodnosé). (18)
Crzasem te warunki zapisuje sie w postaci jednego (2 w 17)

V Y i Flax+ fy) = oF (x) + 8F(y). (19)

z,yeV a,feK
Przykl.

1. R,[-] — R: Branie wartosci wielomianu w (zadanym) punkcie .

zcwﬂyw&m@mafﬁlﬁwm
BiR e

Zanim zaczniemy pokazywac liniowos¢, wprowadzmy pojecie macierzy oraz mnozenia
macierzy przez wektor.

Def. Macierz A rozmiaru m x n (o m wierszach i n kolumnach) i elementach z ciata
K to tablica liczb postaci

3. Kot Arnolda: R? — RZ:

A=| : (20)

gdzie a'; (elementy macierzy) sa liczbami z ciala K. Dolny wskaznik numeruje
kolumny macierzy (przebiega wiec wartosci od 1 do n), a gorny numeruje wiersze i
przebiega wartosci od 1 do m.

Zwr6¢my uwage, ze na wektor tez mozna patrze¢ jako na macierz. Jest to macierz
o jednej kolumnie. Obserwacja ta przyda sie nam pdznie;j.

Dzialanie macierzy na wektor (tzn. mnozenie macierzy przez wektor) okreslamy
nastepujaco:

Niech A bedzie macierza dana przez (20) rozmiaru m x n. Niech x € R™. Mnozenie
macierzy A przez wektor x okreslamy jako

a'y, a'y ... ab, ! a1zt +alyx® + -+ al,a”

a’y a’y ... ad%, 2 a’1xt + aox? + -+ a? " .
. = ) e R™.

a™ amy ... a™, " a™azt + amyr? 4 -+ a™,z"”

e Stw. (na razie bardziej agitacyjne) Najogolniejsze odwzorowanie liniowe F': V —
W dane jest (po ustaleniu baz w przestrzeniach V' i W) przez pewna macierz.
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Drziatanie operatora liniowego F' na wektor v € V sprowadza sie do mnozenia tej
macierzy (macierz operatora ' w bazach w V' i W) przez wektor v.

Przykt.
2 1 zt || 22t + 22
11 22 | | 2t +a?
Sprawdzenie, ze tak okreslona operacja jest odwzorowaniem liniowym, jest natychmiastowe

. Rozniczkowanie wielomianow. Niech V' = R[-|. Nazwijmy odwzorowanie D : V — V
rézniczkowaniem 1 okreslmy je tak, jak to bylo na analizie (aczkolwiek ponizsza
definicja jest tylko algebraiczna, nie analityczna):

D(ag+ a1x 4 agx® + -+ + apx™) = ay + 2a97 + - - - + na,a" L. (21)

Pamietajac, jak sie dodaje wielomiany, sprawdzamy tatwo, ze D jest operatorem
liniowym.

. Obrot w R%. Rozwazmy operacje obrotu na plaszczyznie o kat o w kierunku przeciwnym
do ruchu wskazéwek zegara. Nazwijmy te operacje R,. Jej dzialanie na wektor x
mozna (w bazie standardowej) opisa¢ macierza

xt cos axt — sin ax? cosa —sina X!
ml )= - e e

sin Oé.%'l —+ cos Ck$2 sin « COs ¢

Jesli ktos tego nie pamieta (albo nie zna), wyprowadzenie pojawi sie wrychle (za
ok. 2 strony).

. Rozpatrzmy rzut wektora x € R3 na plaszczyzne zy wzdhuz osi z; oznaczamy go I1,.
(Dalej oznaczmy z,y, z jako x', 22, 23). Dzialanie takiego rzutu polega po prostu na
‘zapominaniu’ trzeciej (tzn. z—owej) sktadowej wektora:

x! x! 1 00 x!
I, |22 |=|2*|=]0 1 0| 2? (23)
x3 0 000 a3

Dla odwzorowar liniowych mamy dwie wazne definicje. Niech wiec F' : U — V — odwz.
liniowe.

Def. Jgdrem odwzorowania F' (ozn.Ker F'; oznaczenie jest skrotem od ’kernel’) jest

zbior wektorow z U, przeprowadzanych w wektor zerowy z V:

Ker F={ueU: Fu=0¢€eV}. (24)

Mamy proste

Stw. Ker F' jest podprzestrzenia U.
Dow. Dla x € Ker F, y € Ker F' mamy, z liniowosci F: 0 = Fx+ Fy = F(x+Yy),

zatem x +y € Ker F. Podobnie, dla A € K, x € Ker F: 0 = A\F'x = F(\x), zatem
Ax € Ker F.

CBDO
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Def. Obrazem odwzorowania liniowego F' (ozn. Im F'; oznaczenie jest skrétem od 'image’.
Zbiezno$¢ oznaczenia z czescig urojong liczby zespolonej jest czysto przypadkowa!) jest to
zbior tych wektorow z V', ktore daja sie zapisaé jako F'x dla pewnego x € U:

ImF={veV:v=Fx dlapewnego x € U}. (25)

Stw. Im F jest podprzestrzenia V.
Przykl.

e Dla operatora rézniczkowania, jadrem jest zbior wielomianow bedacych staty; obrazem
jest zbior wielomianéw stopnia mniejszego lub rownego n — 1.

Ker D = {v € R,[] : v(z) = const}; ImD =R, 4[]

e Dla operatora obrotu, jadro jest trywialne (tzn. Ker R, = 0), bowiem przy obrocie
nie zmienia si¢ dtugos¢ wektora, zatem dowolny niezerowy wektor przechodzi w
niezerowy. Obrazem jest cala przestrzen R2.

Ker R, = {0}; ImD =R

e Jadrem rzutu II, s wektory o sktadowych pierwszej i drugiej réwnej zeru. Obrazem
jest plaszczyzna xy.

0 0 1
KerHZ:< 0 >; ImD:Hz:< 11,10 >
1 0 0

3 Macierze odwzorowan liniowych

Rozpatrzmy teraz zbior wszystkich mozliwych odwzorowan liniowych z V' do W. Nazwiemy
go L(V,W).

Zbiorowi temu tatwo nadamy strukture przestrzeni wektorowej — podobnie jak to byto
w przypadku zbioru funkcji ciaglych. Tu definicja bedzie wygladata tak:

(F1 + Fy)(z) = Fi(x) + Fy(z), (aF)(z) =aF(x)

Przykl. L(R', R'): y = ax dlax € V = R!, y € W = R, Odwzorowanie takie jest
jednoznacznie wyznaczone przez jedna liczbe a. Suma dwoch odwzorowan: M, : y = ax
oraz M, : y = bx to odwzorowanie y = (a + b)z.

Jak bedzie w ogdélnym przypadku, tzn. ile jest odwzorowan liniowych z V do W?
Jak opisaé (czy tez: parametryzowac) ich zbior (bedacy — jak widzieliSmy — przestrzenia
liniowa)?

Przyklad. Jesli V = W = R, to odwzorowanie liniowe 7" : V' — W ma postac:
Vov—w=aveW (a €R), tzn. odwzorowanie to jest po prostu mnozeniem przez
liczbe. Odwzorowani liniowych z R do R! jest wiec tyle ile liczb «, a wiec zbior tych
odwzorowarn to R*: L(V,W) ~ R.

W og6lnym przypadku mamy

Stwierdzenie. Jeslie = (e,...,e,) —bazaw V oraz wy, ..., w, — jakiekolwiek wektory
z W, to istnieje doktadnie jedno T' € L(V, W) takie, ze Te; = wy,...,Te, = w,. Innymi
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stowy, odwzorowanie liniowe jest jednoznacznie wyznaczone przez swoje wartosci na wektorach
bazy.
Dowoéd: Zdefiniujmy dzialanie T € L(V, W) na wektorach bazy tak jak powyzej.

n

Wtedy dla dowolnego wektora v = Z v'e; mamy
i=1

=T v'e) => v'T(e;) = v'w;,
i=1 =1 i=1

do daje szukany wzor na T' (dokladniej, na T'(v)). Pozostaje upewni¢ sie, czy ten wzor

okresla odwzorowanie liniowe. Biorac v = Z v'e; 10 = Z v'e;, mamy: v+0 = Z(vl—i-ﬁl)ei

i=1 i=1 i=1
oraz

Tw+0)=> (v'+1)w val—l—val—T )+ T(0).
=1

Podobnie sprawdza sie jednorodnosé.
CBDO
Whiosek: Baza e w V' ustala wzajemnie jednoznaczng odpowiednio$¢ pomiedzy elementami
L(V,W) a ciagami (wy,...,w,) wektoréw z W. Innymi stowy, cala informacja o T jest

zawarta w ciagu [T,
[T)e = (Tey,...,Tey).

[T jest ciagiem wektorow, a kazdy z nich jest kolumienka liczb. Wyrazmy wiec [T, w
bardziej konkretny sposob (jako zbior liczb). Najsampierw, ustalmy baze f = fi,..., fu w
przestrzeni W. Kazdy z wektorow T'e; mozna zapisaé [Te;]/ € K™. Zatem cala informacja
o T jest zawarta w ciagu (dwuwskaznikowym) liczb [T/,

[T, = ([Tei)!, ..., [Ten)’).

Oznaczajac wspolrzedne wektora [Te;]/ przez T%; (tui = 1,...,m) mozemy zapisac:
T,
[Te;)t = | (26)
™,

J

a dla ciagu wektorow [T/

Tll Tln
[TV, = (Terl,... [Tea]’) = Do |
Tml Tmn
[lo§¢ nawiasow w tym ostatnim wyrazeniu jest zdecydowanie za duza; zapiszmy to wiec
inaczej:
T, ... T,
[TV, = ([Tei) ..., [Te,]') = | Co (27)
™y ... T,
To — po przypomnieniu sobie, co to jest macierz — w naturalny sposéb prowadzi nas do
definicji:
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Def. Macierz odwzorowania liniowego T' € L(V, W) w zadanych bazach: e w V oraz f
w W, to tablica liczb (macierz) [T}/ opisana wyzej.

Ustalenie baz w V' oraz W zadaje wzajemnie jednoznaczng odpowiednios¢ pomiedzy
elementami L(V, W) oraz macierzami m x n.

Podsumujmy zwiazki pomiedzy wprowadzonymi wyzej trzema pojeciami: (T' — odwzorowanie
liniowe V' — W; [T}, — macierz tego odwzorowania w bazach: e w V, f w W; T%; —
elementy tej macierzy.

Majac bazy e w V oraz f w W, elementy T%; mozemy liczy¢ na dwa sposoby:

1. Spos6b I (transformacja wektorow bazy):
Te;=T'fi+ - 4+T"fm = > T7: f; (28)
j=1

(rozwijamy w bazie f dzialania operatora T na poszczegolne wektory bazy e).

Jest to po prostu inna posta¢ wzoru (26).

2. Sposéb II (transformacja skladowych): Jesli Tv = w, gdzie V > v = ¥, v'e;,
Wawzzg’;lefj, to

w = Z T v (29)
i=1
Wynika to z poprzedniego sposobu przez proste przeliczenie:
To=T0 ve)=> v'T(e)=> 'O _T7:f;) => O T f;
i=1 i=1 =1 j=1 j=1 i=1
=w=3 wf
j=1

i skoro tak, to mamy na sktadowa w’ wzor (29).

Przykl. Policzmy macierz operatora rézniczkowania w bazie standardowej, tzn. niech

eo=1,e =z, e =22 ..., ogolie: e, = x*.

Popatrzmy, jak roézniczkowanie dziala na kolejne wektory bazy. Wynik zapiszemy jako
kombinacje liniowg wszystkich wektoréw bazy:

DeozD(l):O:Oeo+Oel+---+Oen,

De; = D(z)=1=1ey+ 0e; + - - + Oe,,
itd. Ogolnie dla ey:

Dey = D(2") = ko' = kep_y = Oeg + Oey + - - + keg_y + O + ...,
1 ostatnia rownosé¢ dla z™:

De, = D(2") = 2" ' = ne,_; = Oey + Oe; + - - + ne,_; + Oe,.
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Te wspotczynniki kombinacji liniowej musimy teraz kolejno poustawiac w kolumnach —
pamietajmy, ze we wzorze (28) sumujemy po pierwszym, tzn. kolumnowym, wskazniku!
Mamy wiec:

0100 0
0020 0

. 000 3 0

D=1 . . . . 0 (30)
0000 ...n
(0000 ... 0

Sprawdzmy wynik, poréwnujac, czy dzialajac operatorem roézniczkowania na dowolny
wielomian dostaniemy to samo w jezyku 'macierzowym’ oraz 'wielomianowym’. Najpierw
ten drugi jezyk: Dla dowolnego wielomianu v(z) = ag + a1 + a2 + - -+ + a,2™ mamy:
(Dv)(z) = a1 + 2asx + 3azx® + - - - + na,z" '

A teraz dzialajac macierza (30) na wielomian, zapisany jako wektor kolumnowy:
0100 07 [a ] [ a1 ]
00 20 0 ax 2a5
0003 0 az | | 3a3
e 0 -
0000 ...n : na,
(0000 ... 0] |aq 0

Wektor po prawej stronie odpowiada wielomianowi a; + 2asx + 3asz? + - - - + na,_ 12" L.

Otrzymalisémy wiec to samo — jak bylo trzeba.

4 Przestrzen wektorowa macierzy

Oznaczmy przez K™, zbior macierzy m x n o elementach z K.
Zbiorowi K™, mozna nada¢ strukture przestrzeni liniowej w nastepujacy sposéb: Dodawanie
macierzy okreslamy jako:

CLll CLln bll bln all —|—b11 aln—l—bln
: : + : 5 = : 5 5
a™y ... ad"y, T s L a™ +b" ... ad™, + 0",
a mnozenie macierzy przez liczbe jako:

CL11 N aln )\all ce )\aln

a™ ... ad"y, a1 ... Aad™y,

Takie zdefiniowanie dodawania macierzy i mnozenia ich przez liczbe zadaje izomorfizm
pomiedzy L(V,W) a K™,.

5 Macierz zlozenia odwzorowan

Niech U, V, W beda trzema przestrzeniami wektorowymi z wybranymi bazami: e = (eq, ..., e,)
—bazaw U; f = (f1,...,fn) —bazaw V; g = (g1,...,9m) — bazaw W. Jesli S € L(U,V)
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iTeL(V,W),to R=ToS e L(UW). Znajdzmy, jak macierz ztozenia odwzorowan 7'
iS:

C1 Cyp
(B, =C=] : :
™ "y
wyraza sie przez macierze tych odwzorowan:
ay ... a', b b,
[P, =A=] : 2|, [SY.=B=| : :
am1 e amn bnl Ce bnp
Wspétezynniki ¢’; macierzy C' = [R]9; sa okreslone przez: Jesli U > u = Y¥_; vle;,

Waw=Yr, wy, to
_ T i,
w=~Ruy <= w=)» .
=1

Poniewaz w = Tv, gdzie v = Su, to oznaczajac przez v*

e (mamy wiec v = Y7_, v f) mamy

wspotrzedne wektora v w bazie

Wspotezynniki ¢!; sa wiec dane przez
Cij = Z aikbkj. (31)
k=1

Def. Jesli A € K™, B € K", to macierz C' € K™, ktorej elementy ¢’; dane sa przez
wzor (31), nazywamy iloczynem macierzy A1 B (i piszemy: C' = AB).
Podsumowujac, macierz ztozenia odwzorowan jest iloczynem macierzy tych odwzorowan:

[T 08, =TV [5)

g

5.1 Wlasnos$ci mnozenia macierzy

Mnozenie macierzy jest {gczne, tzn. (AB)C = A(BC), jesli iloczyny AB i BC' sa okreslone
z sensem (taczno$é mnozenia macierzy wynika z tacznosci sktadania odwzorowan). Natomiast
mnozenie macierzy na ogot nie jest przemienne:

01} (1 0 |_ |0 -1

10 0O -1 |1 0 |’

L 0 01| _| 01
0 —1 10 | -1 0}
Jesli przez Idy oznaczymy odwzorowanie identycznosciowe V' — V todlaT € L(V, W)
mamy
[T]fe = [T © Idv]fe = [T]fe[:[dv]ee'
Podobnie
[T}, = [ldw o T}, = [ldw]’ [TV,
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dla Idy — odwzorowania identycznosciowego W — W.

Macierz
1 0 . 0
. . . o1 ... 01,
1], = (el [Mded) = |, |2,
0 0 . 1

nazywamy macierzq jednostkowg. Pomnozenie dowolnej macierzy A przez macierz jednostkowsa
(w przypadkach, kiedy jest to wykonalne) nie zmienia A (wlasnosé elementu neutralnego):
Dla A € K™, mamy

Al,=A=1,A.

Def. Méwimy, ze macierz A € K", jest odwracalna, jesli istnieje macierz B € K", taka,
ze AB =1, = BA. W takim przypadku B nazywamy macierza odwrotng do A.

Latwo zobaczy¢, ze powyzsza macierz B, jesli istnieje, jest okre$lona jednoznacznie.
Zapisujemy ja jako A~'. Zachodzi: (A~1)~! = A.

Gdy mamy odwzorowania (odwracalne) S, T, to odwzorowanie odwrotne do S o T
jest: (SoT)t=T7"10S5"t To daje wzér na macierz odwrotng do iloczynu: Jesli A, C' —
macierze (odwracalne), to (AC)™t = C~1A~L

Macierze izomorfizméw (tzn. odwzorowan liniowych odwracalnych) sa odwracalne:
Jesli T € L(V, W) jest odwracalne, e — baza w V, f — baza w W, to

TV Ty = [ToT™ = Mdw) ;= L., [T7')

=[T7'oT)°, = [ldv]°, = I,

e

gdzie n = dimV = dim W.

5.2 Zmiana baz i zmiana macierzy operatora przy zmianie bazy

Jesli T € L(V,W) oraz e, e’ — dwie bazy w V', zas f, f' — dwie bazy w W, to
71" = [ldw o T o Idy]”",, = [ldw]” [T}/ [Idv]°,.

Wzér ten pozwala obliczyé macierz odwzorowania T' w "nowych"” bazach €', f' majac
macierz T w "starych"” bazach e, f.
Macierz

[Idv] = ([e1]° -, [€n))

nazywa sie macierzq zmiany bazy. Macierz [Idy]°,, jest macierza odwrotna do [Idy] :

[Idy]e, [Idy], = [Idy o Idy]®, = [Idy]°, = I,

e

i analogicznie

[Idv]e/e[ldv]ee, = [Idv @) Idv]e/e, = [Idv]e/

Przyklad. Niech operator A w bazie standardowej e = (eq,e2)

I
N
L—
O =
| IS
L —
O =

}) bedzie dany

macierza:

Znajdzmy jego macierz w bazie e’ = (€], €}) ([ ? ] { ])



Mamy:
1), = (1) [e5)%) = [ - }

(poszczegodlne kolumny sa to sktadowe wektoroéw e; w bazie wektorow ey). Macierz [Id]e'e jest macierza
odwrotng do [Id]°,,. Niedlugo zobaczymy, jak si¢ liczy macierz odwrotng. W tym momencie jedynie

sprawdzimy, ze
s 11 2
e =7 [ 1 -2 }

RO SR B R B O Y S

Mamy wiec macierz operatora w bazie e’:

tzn.

A7, =[] [A]°, [1d)°,,

ST SR HE [ B TR Y

W tym przypadku, przez odpowiedni wyboér bazy, udalto sie wyrazi¢ operator A w postaci diagonalney,
taka postaé jest bardzo wazna przy badaniu macierzy.

5.3 Uklady réwnan liniowych

Uktad réwnosci

aliyxt + ... 4+ alyzt = b
a’ b + ...+ addat = b
(32)
a™zt + ... + a™,z" = b
dzie a';, b — dane liczby (z ciala K), za$ z',...,2" — liczby niewiadome, nazywa si
7 ) ) ) ’
uktadem m rownan lintowych z n niewiadomymi.
Przepiszmy lewa strone uktadu réwnan na trzy sposoby:
1 atizt + ...+ alyam
ay An 201 4 + a2 an
) ‘ . . a“1x e a°px
a™ a™ ' '
n amlxl + + amnxn
a'y al, x!
2 2 2
a a, x
a™ a™,, z"
Stad, wprowadzajac oznaczenia:
a'q a', a'y ... a',
CL21 Cbzn CL21 e azn
a; = ) , Ap = ) A:<6L1, 7an>: .
a™ a™, a™ a™,
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oraz

xt bt

x? b?
T = . , b=

" bm

uklad réownan (32) mozna zapisa¢ w postaci
ztag + -+ 2", =0

lub
Az =0b.

Macierz A nazywa sie macierzq uktadu réwnan (32).
Mozna rozpatrywac ja jako macierz pewnego operatora liniowego K” — K™,
Ze wzgledu na lewa czes¢ (33) mamy

(ay,...,a,) =ImA.

Def. Liczbe
rank(A) = dimIm A

nazywamy rzedem (kolumnowym) macierzy A. Jest oczywiste, ze jest to tez ilos¢ liniowo
niezaleznych kolumn macierzy A.
Zachodzi nastepujace stwierdzenie dotyczace istnienia rozwiazan uktadu (32).
Stwierdzenie. Nastepujgce warunki sa rownowazne:

1. Istnieje rozwiazanie uktadu (32).
2. beImA.

3. be(ay,...,a,).

4. {ay,...,a,,b) = {(a1,...,an)

5. rank(A,b) = rank(A)

Tutaj (A,b) = (ay,...,a,,b) oznacza macierz powstala z A przez dolaczenie jeszcze
jednej kolumny — wektora b. Macierz (A,b) nazywa sie macierzq rozszerzong ukladu
(32). Zawiera ona pelna informacje o uktadzie.

Uwagi.

e Rownowaznos¢ 1) i 5) nosi nazwe twierdzenia Kroneckera — Capelliego.

e Jesli prawa strona uktadu jest zerem (tzn. b = 0), to uklad nazywamy jednorodnym,
jesli b # 0), to uktad nazywamy niejednorodnym.

e Zbior rozwiazan uktadu jednorodnego jest przestrzenia wektorowa (podprzestrzenia
K™). Zbior rozwiazan uktadu niejednorodnego nie jest przestrzenia wektorowa.
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Mamy tez proste

Stwierdzenie. Jesli m = n, to rownanie Ax = b ma dla kazdego b doktadnie jedno
rozwigzanie wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje A~1. Wowczas x = A~1b.

W praktyce rzadko rozwigzuje sie uktady rownan przez znajdowanie macierzy odwrotne;j.
("‘Rzadko"’ nie znaczy "‘wcale"’; jest to sposob potrzebny gdy np. macierz A zalezy od
parametréw). Najczesciej robi sie znang nam juz metoda redukcji wierszowey.

Popatrzmy najsampierw, jak metoda redukcji pracuje w przypadku zwyktych uktadow
rownan. Przyklad.

1) Rozwigza¢ uktad rownan:

Piszemy rozszerzona macierz ukladu i redukujemy (wierszowo).

3 -4 1 | 2 oo -1 2] [-10 1 [-2
5 2 3 | 8|¥W| 90 9 [“18]%] 10 1 |2
2 -3 | 5 2 1 -3 | 5 2 1 -3 |5

Rownowaznosé (1) bierze sie stad, ze rownanie trzecie dodawalismy do pierwszego i drugiego z takimi
wspOtczynnikami, zeby w drugiej kolumnie pojawily sie same zera. Réwnowazno$¢ (2): Pomnozylismy
rOwnania: pierwsze i drugie przez odpowiednio 11 i -9, aby otrzyma¢é prostsza postacé. I dalej:

@[—1 0 ‘2}@[1 01 ‘2}@[1 10 ’1]

2 1 =3 1|5 -1 1 0 | -1 -1 0 1 | =2

Rownowaznosé (3): Skreslilismy jedno z powtarzajacych sie rownan. (4): DodaliSmy pierwsze réwnanie
do drugiego z takim wspoétczynnikiem, by wyzerowac¢ w nim trzecia kolumne. (5): PrzestawiliSmy wiersze,
aby uzyska¢ jawnie diagonalna podmacierz uktadu.

Ostatnia macierz uktadu oznacza, ze wyjsciowy uktad doprowadziliémy do postaci

—xr1 + 192 = -1
—X1 + T3 = -2
ktorego rozwigzanie od razu piszemy:
Tro = X1 — 1
r3 — X1 — 2

lub, w rownowaznej postaci (zmieniajac jeszcze nazwe x1 na \)

Iq 0 1
= |29 | =] =1 [ +X] 1
I3 —2 1
2) Uktad réwnan:
3 —4 1 1
-5 2 3 =1 2
2 1 -3 3

jest sprzeczny.

3) Beduzie tu jeszcze liczenie macierzy odwrotnej.

Metoda redukeji wierszowej (i kolumnowej, gdzie analogiczne operacje przeprowadza
sie na kolumnach macierzy) majg szerokie zastosowanie jako metody rachunkowe do
znajdowania jadra i obrazu operatora czy macierzy odwrotne;j.

W analogii do rzedu kolumnowego, definiuje sie tez rzqd wierszowy:

Def. Rzad wierszowy macierzy A: rank,,(A) to ilosé¢ liniowo niezaleznych wierszy tej
macierzy.
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Okazuje sie, ze zachodzi réwnosé tych dwu rzedow:
Tw. rank, (A) = rank,(A).
Dow. pomijamy.
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