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Matematyka I, lista zadan nr 2

. B Dla funkcji f(z) = 2% narysowa¢ wykresy funkcji f(z) + 2, f(z +2), f(z — 2), f(22),
—f (@), f(=x), |f(z) — 4]

Narysowa¢ wykres y(x) := asinbz, dla x > 0. Nastepnie narysowaé¢ wykres y(x) :=

a o3, bz
281112.

B Wykres funkcji y(x) = cosx przeksztalcono do wykresu funkcji y(r) = 8 — 2cos F.
Podaj proste przeksztalcenia geometryczne (translacja, skalowanie itp.), ktorymi w tym

celu mozna sie postuzy¢.

Wiedzac, ze cost = % oraz sin 6 < 0, znalez¢ wartosci: sin 6,sin 26, tg 6 oraz tg 26.
B Dla z € [0, 47| rozwiaza¢ rowwnanie sin z tgx = sin z.

B Rozwigza¢ roéwnanie tg? 20 = 1, -5 <0< 7.

B Niech f : R — R bedzie okreslona wzorem: f(z) = sinz + 1. Znalezé f([0, 37]),
fHo. 7}, f{gm gm. 57}, (5, +ool), fH(T = 00, 1)), fFH{OD).

Stojace na stole akwarium o szerokosci w, dtugosci [ i wysokosci h napelniono woda po
czym przechylono wzdtuz boku [ tak, ze podstawa akwarium tworzy ze stotem kat 6.
Znalez¢ wzor na ilo$¢ wylanej wody. Wsk.: nie zapomnieé, ze otrzymamy dwa przypadki
zalezne od tgf <> %

B Napisa¢ rownanie okregu i prostej w uktadzie biegunowym, narysowa¢ wykresy funkcji:

r(0) =sind, 6 € [0, 7], r(0) =sin26, 0 € [0, 7[, r(8) =0, 6 € [0,67].

B Narysuj wykresy f~!(z) dla:

a) f:[-2,%] —[-1,1], f(z) =sinz,
b) f:[0,7] — [-1,1], f(x) = cosx,
o) fi-T.3] -R, f(r) =tgs,

d) f:]0,71] =R, f(z) = ctgx.

B Oblicz:

a) arcsin(1), arctg(1), arcsin (—3), arccos (—3
b) arc cos (cos 4?“), arc sin (Sin %”), arctg (tg 4?”), arc cos (sin %’r),

I

Odp.: Otrzymujemy odpowiednio %”, £, —% oraz i’—g,
c) sinarctgx, tgarcsinz,
Odp.: Otrzymujemy odpowiednio \/1‘1 —, Oraz \/ﬁ =

B Wykaz, ze:

a) arctg ¢ + arcctg8 = I, b) 2arctg 1 + arctg o5 = 7.

(Wsk.: Metoda jest ta sama w przypadkach (a) i (b): Pokazujemy, ze oba sumowane katy
naleza do przedziatu [O, %] Nastepnie bierzemy tangens obu stron réwnania.)
B (Przypadki (b) i (c) tylko dla narzekajacych na nadmiar czasu)

Rozwiaz réwnania:

a) tg (3arcsinz) = 1, b) arcsin 2x + arcsinr = Z,

c) arcsin % —arcsiny/1 — x = arcsin %

Odpowiedzi: (a) —\/75 lub *2[3—\%1, (b) %\/g, (c) 2.
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Znalez¢ wyrazenia na sin 3z, cos 3z, tg 2z, sindx, cos4x (bez wykorzystywania liczb ze-
spolonych, z wykorzystaniem wyrazen na sin(x + y) i cos(x + y)).

7

Zmalez¢ wspolezynnik stojacy przy a®b’ rozwiniecia (a + b)'2.

L. . . . . . Coe . 31\9
B Znalez¢ wyrazenie nie zawierajace x w rozwinieciu (2z — 3)".

Znalez¢ wspolezynnik stojacy przy % oraz :%2 rozwiniecia (x + i)g.

B Znalez¢ n € N takie, ze wspolczynniki stojace przy wyrazeniu 22 w rozwinieciu
(1 + 2)?" oraz (1 + 152%)™ sa sobie réwne.

moet e (0) (1) + (5) +0 (0 0) < (1) =

Obliczy¢ ilorazy i reszty z dzieleni wielomianéw P przez wielomiany @) jezeli: a) P(x) =
201 — 5% + 2z, Q(x) =2 — 1, b) P(x) =2° — 1, Q(x) = 2° + 1.

Wiedzac, ze p(x) = 2® — 2? + 4o — 4, znalezé¢ p(1), rozlozyé p(x) na wielomiany proste.
t 8z2—Tx+14 Y
oy Ny
Uprosci¢ wyrazenie: )
B Sprawdzi¢, czy p = 2 jest pierwiastkiem troéjmianu p® + p?> — 5p — 2 = 0 i znalezé dwa
y J J
pozostate pierwiastki.

Gdy wielomian 6z* + 1123 — 222% + ax + 6 podzielimy przez (z + 1) otrzymamy reszte
wynoszaca —20. Znalez¢ wartoscé a.

Znalez¢ najmniejsza warto$é dla funkcji f(x) = 22 — 3z — 3, znalez¢ punkty, dla ktérych
2?2 —3x — 3 =5.

B Niech a i b beda pierwiastkami réwnania 22 — 5z — 3 = 0. Poda¢ wartosci ab i a + b,

znalez¢ rownanie kwadratowe o pierwiastkach ﬁ, #b

B Rownanie kwadratowe 42? + 4kz + 9 = 0,k > 0 ma dokladnie jedno rozwiazanie dla
x. Znajdz wartosé k.

Znalez¢ wszystkie mozliwe wartosci k, jezeli x = k jest rozwiazaniem réwnania z° + ka? —
xr—k=0.

Dla funkcji f(z) = z? + (2 — k)z + k? znalez¢ przedzial wartosci k, dla ktorego f(z) >
0,z € R.

Dla funkcji Q(z) = ka* — (k—3)x+ (k—8), k € R poda¢ wartosci k, dla ktorych rownanie
Q(x) = 0 nie ma rozwiazan rzeczywistych.

o d et i 1 4
B Rozwiaza¢ nier6wnosé: — NG > 1

B Czy istniejg takie A i B, by zachodzila réwnosé =4 4 %7

1
3x2—5x—2 — 3x+1 :

x2_1x_6 na sume odwrotnosci dwoch wielomianéw stopnia pierwszego.

FUNKCJA WYKLADNICZA I LOGARYTMICZNA

Roztozy¢

B W pewnym laboratorium zaobserwowano, ze ilo$¢ bakterii rozwija sie zgodnie ze wzo-
rem: N(t) = 150 x 2, gdzie N(t) opisuje ilos¢ bakterii a ¢ jest liczba godzin mierzong od
poczatku eksperymentu. Znalezé: iloé bakterii na poczatku eksperymentu, ilos¢ bakterii
po trzech godzinach, czas, po ktorym ilo§é¢ bakterii przekroczy 19200.
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W Niech f(z) := 3°5@) + , x € R. Zbadaé¢ czy funkcja f jest surjekcja lub injekcja.

Niech f(z) = 25"® — 1. Znalez¢ dziedzine i zbior wartosci f(z). Zbadaé¢ injektywnosé i
surjektywnos¢ f(x), znalezé maksymalny przedziat, dla ktorego f(x) jest injekcja, znalezé
f7Yz) i poda¢ jej dziedzine.

B Wiedzac, ze logs v = y, wyrazi¢ przez y wyrazenia: logs 2%, log ( ) log,s .

f

B Niech a =logz, b=logy, c=logz Wyrazi¢ log ( ) poprzez a, b i c.

| Udowodnlc ze dla dowolneJ llczby N>0iN #1,

1
log N + log N toee Tt logloN loglo.N

B Narysowac zbior punktéw plaszczyzny, (x,y), dla ktérych log, (log, y) < 0.

log(mz) __
log(z+1)

B Dla jakich x,m € R réwnanie 2, ma rozwigzanie?

B Potegowanie, logarytm (podstawowe wlasnosci) a®a? = a®*¥, log, x+log, y = log, xy,
(a®)Y = a™ # a®’, logab = log, clog. b, log,b" = xlog,b i konsekwencje log, ¥ =

log, x —log,y, log,b= logba

B Funkcja wykltadnicza, logarytmiczna (dziedzina, wykresy, monotonicznosé) Podaj dzie-
dzine naturalng funkcji y = 2logz, y = log 2

B Udowodnij, ze:
a) logg 2log, 3logs 4...log s 15 = 1; b) 251 7l0gs3 4 2. 77 losr9 — 3,

B Rozwigz: a) 2: = 41, b) 3% 43%F2 = 7, ¢) 9—3ot2 _ 32 4 g _
0,d) (3)" > 1024, e) 2%t 4=l 5 () f) 35 < 39, 8) log,a(r —
Vi+2) =3, h) 2log,z =log,(z+3)+1,i) a'°82"—4x =0, j) log4(log% x) >
1.

B Przy jakich wartosciach parametru a réwnanie

0 5x2fax+0,5a71,5 — (\/§> a1

ma dwa rézne pierwiastki dodatnie?

Udowodnié¢ indukeyjnie, ze: (1)(1!) 4+ (2)(21) + (3)(3!)) +-- -+ (n)(n!) = (n+ 1)! — 1, gdzie
n € Nt

(Bylo na wyktadzie, ale moze przyda sie powtorka) Indukeyjnie nieréwnosé Bernoulliego
czyliVe > —1,Vn e N: (14+2)" > 1+ nx.

n(n+1)

Udowodni¢ indukcyjnie, ze: 1 +2+3+ -+ +n = —5

2 _ n(n+1)(2n+1)

B Udowodnié¢ indukeyjnie, ze: 12 +22 + 32+ - +n 5

Udowodni¢ indukcyjnie, ze: 13 423 + 33 4 -+ 413 = (14243 + -+ 4 n)? = 0+D*

B Indukcyjnie ¢° +¢' + -+ ¢" = 11:qq"_
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Przyktad K. Napiorkowskiego przypominajacy o tym, ze bez sprawdzenia warunku dla
T'(1), mozna "udowodni¢" rzeczy nieprawdziwe (www.fuw.edu.pl/~ajduk/FUW/matnkf/
matematykaOl_nkf.pdf, str 17): Ciag (a,) spelnia warunki: a1 = 4, 4,01 = 2+ ay,.
Pokaza¢, ze jest rosnacy. Skoro ax_y < ax, to ar = 2+ ax_1, apr1 = V2 + ag, wiec
ap < a1, co konczy dowodd. Zauwazmy jednak, ze as = 2.45, a3 =~ 2.11 itd. czyli ciag jest
malejacy. Nie jest zatem speliony warunek dla 7'(1), czego wczesniej nie sprawdziliSmy.

3 —n, n € N jest podzielna przez 6.

B Udowodni¢ indukcyjnie, ze liczba postaci n
B Udowodnié¢ indukeyjnie, ze jezeli a,b > 0, to Vn € N, (“T“’)n < b

Udowodni¢ indukcyjnie, ze wielomian nz"* — (n + 1)z" + 1, n € N jest podzielny przez
trojmian 2% — 2z + 1.

Na ile maksymalnie czesci dzieli ptaszczyzne n prostych?

Na ile maksymalnie czesci dzieli sfere n okregow?



