MATEMATYKA II — liczby zespolone
lista nr 1, 15.10.2013

1. Pokazac, ze:

(a) Zbior liczb postaci: a + by/2, gdzie a,b sa liczbami wymiernymi, jest ciatem
liczbowym. Oznaczamy je Q(ﬁ), jest ono rozszerzeniem ciata liczb wymiernych.

(b) Zbiér liczb postaci: a+ by/2, gdzie a, b sa liczbami wymiernymi, nie jest cialem
liczbowym.

2. Przedstawi¢ w postaci a + b podane liczby zespolone:
a) (2+4)(3—1) +(2+31)(3+4i); b) (1—0)% ) (1+0)% d) (=1 £33 e)
(B+i)*+ (3= £)i% )™ h) i i) SO0 ) GO ne N k)
1+, neZ, 1)(1-0)"™ neZ;, ;

w

Rozwiaza¢ rOwnania:
a) 22 =14; b)22=3—-4i; ¢)22=5—-12; d) 22— (1+49)z+6+3i=0; e
22 —524+4+10i =0

W

. Wyznaczy¢ wszystkie liczby zespolone sprzezone do swojego kwadratu (czyli spetniajace
rownanie z = z2).
Wyznaczy¢ wszystkie liczby zespolone sprzezone do swojego szescianu (czyli spelniajgce
rownanie z = z%).

ot

Obliczy¢ moduly liczb:
a) V3—i; b) I NER; o) (1+40)%; d) (-1 ?i)mu

2

2

Rozwiaza¢ rOwnania:
a)2Z+(z—2)=3+2i; b)i(z+2)+i(z—2)=20—3. ;

~

Rozwiaza¢ rOwnanie:
(a) 25=(z+1)%

2003
(b (1 z) .Y

) 1+2

(c) z4+i)"+(2—i)"=0, neN
(d) 23+ 4i|z| = 0;

(e) 22 — 122+ 61 = 0.

8. Opisa¢ geometrycznie i narysowaé zbior:

(a) {z€Clz| <4}
(b) {z€C :|z—-142i| >9};
1+ 2



9. Rozwiagza¢ uklady rownan:

0) (14+d)z + (1—d)zg = 141
(1 — i)Zl + (1 + i)Zz = 1+3

2z - (2 + i)ZQ = —1
(4 — Zi)Zl — 522 = —1—2

10. Udowodnié¢ réwnosé:
Vu,o € C: |u+ 0|+ |u — vf* = 2|ul® + 2[v?|
Jakie jest jej geometryczne znaczenie?

11. Wyrazi¢ w postaci wielomianéw od sinz i cos z funkcje:
a) sin4x; b) cosdx; ¢) sinbx; d) cosbz.

12. Wykazaé¢ rownosci:

sin(nx/2) cos((n + 1)x/2)

(a) cosx + cos2x + -+ 4 cosnr = sin(z/2) , x #£2kw k € Z;
i 2)si 1x/2
(b) sinz + sin2x + - -+ + sinnx = sin(ne/ ).sm((n + 1)/ ), x #2kn, k € Z;
sin(x/2)
i 2
(¢) D cos(2k—1)¢p = sm. ngb) jesli ¢ # 0;
= 2sing
nL + 1)¢s1nn¢
4 2051 Cos(n |
();sm o 25 g jesli ¢ # 0;
e) cos8° 4 cos16° + cos24° + - - - 4+ cos 176° = —1;
) .

45
(f) sin?4° + sin®8° + sin®12° 4 - - - +sin? 88° = =

13. Poda¢ wzory dla sum:

(a) cosz +2cos2z + .-+ + ncosnz,
(b) sinx + 2sin2z + - - - + nsinnz

Wskazowka. Udowodnié najsampierw (przez indukcje lub inaczej — metody zapozyczone
z analizy sg dozwolone) wzor:

1—(n+1)z"+ nz"t!

24222+ n" =2 VneN, n>1.

(1-2)
14. Dowiesé, ze:
& k
2n+1 _ 1 . 2 ™ 1 .
(a) x (x kl;ll x? x0082n+1+ ;
o k
(b) 22 —1= (22— 1) (x —2xcos7r+1>
Paie} 2n



15.

16.

17.

Wyprowadzi¢ analogiczne rownosci dla wielomianow z?"* + 1 oraz z** + 1 (tzn.
przedstawic je jako iloczyny wielomianow rzeczywistych stopnia co najwyzej drugiego).

Wypisa¢ wszystkie pierwiastki: a) v/—8; b) v/—i; ¢) v/16. Zaznaczy¢ je na plaszczyznie
zespolone;j.

Pokaza¢, ze dla €g, €1, . . ., €,_1 (plerwiastkow n-tego stopnia z 1) zachodza nastepujace
réwnosci:

(a) eo+e1+ - +e,.1=0; Zilustrowaé geometrycznie te rownosc.
(b) €p- €1 ° €n—1 = 1.
Pokazac, ze
2?4yt 428 —Bryz = (r+y+2)(x+ ey +€2)(x + €y + €2)

@ .

gdzie € = —%—F 51



