
Lista 5: Kresy oraz ci¡gi
4.11.2013

1. Sprawdzi¢ sªuszno±¢ wzorów: Dla dowolnych x, y ∈ R zachodzi

max{x, y} = |x− y|+ x+ y
2

, min{x, y} = x+ y − |x− y|
2

2. Niech p oznacza dowoln¡ liczb¦ pierwsz¡. Pokaza¢, »e
√
p jest liczb¡ niewymiern¡.

3. Sprawdzi¢, czy nast¦puj¡ce liczby s¡ wymierne czy niewymierne:

√
3 +
√
2;

√
3 +
√
2√

3−
√
2
− 2
√
6, 4
√
2.

4. Czy suma, ró»nica, iloczyn i iloraz dwóch liczb niewymiernych musi by¢ liczb¡
niewymiern¡?

5. Pi¡ty, siódmy i dwunasty wyraz ci¡gu arytmetycznego a1, a2, a3, . . . tworz¡ kolejne
elementy ci¡gu geometrycznego. Znale¹¢ ogólny wyraz ci¡gu geometrycznego.

6. � m© Zysk �rmy wynosi zawsze o 8000 PLN wi¦cej ni» dwukrotny zysk z roku
poprzedniego. Je»eli po pierwszym roku dziaªalno±ci �rma uzyskaªa 30000 pln zysku,
znajd¹ wzór na zysk w dowolnym roku.

7. � (H8) Pokaza¢, »e zbiór warto±ci funkcji f(x) = x3

1+x2 , x ∈ R jest nieograniczony.
Rozwi¡zanie: z de�nicji, ∀M∃x∈Rf(x) > M czyli bierzemy dowolne M i pokazujemy, ze istnieje

takie x(M), »e warunek jest speªniony. x zazwyczaj zale»e¢ b¦dzie od M . Mo»na zadanie uªatwi¢

sobie wst¦pnie szacuj¡c funkcj¦ f przez ªatwiejsz¡ do analizy.

8. (H11) Pokaza¢, »e zbiór liczb postaci m
√
5 − n, m, n ∈ N jest nieograniczony z

góry. (Dowód np. jw.)

9. � Pokaza¢, »e funkcja f(x) = x sin x, x ∈]0,+∞[ nie jest ograniczona z góry ani
z doªu. Dowód przez sprzeczno±¢. Zakªadamy, »e f jest ograniczona z góry przez jakie± M i

pokazujemy, »e dla np. x = π2 + 2πn, n ∈ N tego warunku speªni¢ si¦ nie da. Podobnie robimy z

ograniczeniem z doªu dla np. x = 3π2 + 2πn, n ∈ N

10. � (H12) Wykaza¢, »e kres górny zbioru liczb postaci x
1+x , x ∈ R jest równy 1.

Rozwi¡zanie: a) Zauwa»amy, »e x
1+x < 1, x > 0. b) pokazujemy, »e dla ka»dej liczby postaci

1− ε, ε > 0 istnieje x0 takie, »e x0
1+x0
> 1− ε.

11. � (H18) Wykaza¢, »e liczba 2 nie jest kresem górnym zbioru liczb postaci 3n+12n+1 , n ∈
N. Dowód: wystarczy pokaza¢, »e ka»da liczba tej postaci jest np. mniejsza od 32 .

12. (H19) Pokaza¢, »e kres dolny zbioru liczb postaci −x
2

1+x4 , x ∈ R wynosi −12 .

13. � (H24) Podaj przykªady zbiorów A, dla których: supA ∈ A,supA /∈ A, inf A ∈
A,inf A /∈ A,supA = inf A.

14. � (H28) Zbada¢, czy ci¡g an = 1n jest monotoniczny i ograniczony. (Uwaga: Stosowa¢
rozumowanie 'wprost' � nie mamy jeszcze ci¡gªo±ci funkcji!).
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15. � (H29) Wykaza¢, »e ci¡g an =
∑n
k=1

1
k(k+1) jest ograniczony z góry przez 1. Rozwi¡zanie:

rozªo»y¢ 1
k(k+1) na ró»nic¦ dwóch uªamków i samo wyjdzie.

16. (H30) Wykaza¢, »e ci¡g an =
∑n
k=1

1
2k+1 −

∑n
k=1

1
2k jest malej¡cy i ograniczony.

17. � Bezpo±rednio z de�nicji pokaza¢, »e limn→+∞ 1
2n+1 = 0. (Wst¦pnie mo»na przypomnie¢

to co byªo na wykªadzie � »e limn→+∞ 1n = 0. z def.)

18. � (H39) Bezpo±rednio z de�nicji pokaza¢, »e limn→+∞ 1
2n+1 = 0.

19. (H44) Bezpo±rednio z de�nicji pokaza¢, »e limn→+∞ n+1n+2 = 1.

20. � Bezpo±rednio z de�nicji pokaza¢, »e limn→+∞ n2 + 3 = +∞.

21. � (K,2.17-2.40) Obliczy¢ granic¦ ci¡gu o wyrazie ogólnym (tutaj nie liczymy z
de�nicji lecz korzystamy z twierdze« o iloczynie, ilorazie itp. ci¡gów, których granice
juz znamy):

(a) un = n
n+1 , un =

n2−1
3−n2 ,

(b) un =
(2n−1)2

(4n−1)(3n+2) ,

(c) un = 3n −
10√
n
,

(d) un =
(
5n−2
3n−1

)3
,

(e) un =
(−1)n
2n−1 ,

(f) un =
2n+(−1)n
2n−1 ,

(g) un = 2−5n−10n
2

3n+15 ,

(h) un =
√
1+2n2−

√
1+4n2

n
,

(i) un =
√
n2+4
3n−2 ,

(j) un = n
3√8n3−n2−n .

22. � (K,2.41-2.46) Obliczy¢ granic¦ ci¡gu o wyrazie ogólnym:

(a) un =
√
n+ 2−

√
n,

(b) un =
√
n2 + n− n,

(c) un = 3n−
√
9n2 + 6n− 15,

(d) un =
3
√
n3 + 4n2 − n.

23. � (K,2.48-2.53) Obliczy¢ granic¦ ci¡gu o wyrazie ogólnym:

(a) un = 4
n−1−5
22n−7 ,

(b) un = 53
2n−1
49n+7 ,

(c) un = 2
n+1−3n+2
3n+2 ,

(d) un =
(
3
2

)n 2n+1−1
3n+1−1 .
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24. � (K,2.54-2.57) Obliczy¢ granic¦ ci¡gu o wyrazie ogólnym (typowe na trzy ci¡gi):

(a) un = n
√
3n + 2n,

(b) m© un = n
√
10100 − n

√
1
10100 ,

(c) un = n

√
(23)
n + (34)

n,

(d) un =
n
√
an + bn gdzie a, b > 0,

(e) un = n
√
an1 + an2 + · · ·+ ank gdzie a1, a2, . . . , ak s¡ danymi liczbami nieujemnymi.

25. Na odsapni¦cie od liczenia granic Niech Tn(x) = cos(n arcos x), x ∈ [−1, 1], n ∈ N+. Znale¹¢
T1(x). Posªuguj¡c si¦ to»samo±ci¡ trygonometryczn¡ cos(A + B) + cos(A − B) =
2 cosA cosB (kto nie udowadniaª tego to niech udowodni teraz; a z rozp¦du, analogicznie
dla sin(A + B) + sin(A − B) = . . . ; kto chce, niech powie tu gwoli komentarza o
dudnieniach) pokaza¢, »e T2(x) = 2x2 − 1 oraz, »e Tn+1(x) + Tn−1(x) = 2xTn(x).
Udowodni¢ indukcyjnie lub nie, »e Tn(x) jest wielomianem stopnia n (to te» jest
zadanie maturalne, maj 2004)

3


