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Lista 5: Kresy oraz ciagi
4.11.2013

. Sprawdzi¢ stusznosé¢ wzoréw: Dla dowolnych z,y € R zachodzi

r+y—|r—yl
9

[z —yl+tz+y
2 )

max{z,y} = min{z,y} =

. Niech p oznacza dowolng liczbe pierwsza. Pokazac, ze |/p jest liczbg niewymierna.

Sprawdzi¢, czy nastepujace liczby sg wymierne czy niewymierne:

S VBHV2 ’
V3 + V2 W—Q\@, V2.

Czy suma, roznica, iloczyn i iloraz dwoch liczb niewymiernych musi byé liczba
niewymierng?

Piaty, siodmy i dwunasty wyraz ciagu arytmetycznego aq, as, as, ... tworza kolejne
elementy ciggu geometrycznego. Znalez¢ ogblny wyraz ciggu geometrycznego.

B @ Zysk firmy wynosi zawsze o 8000 PLN wiecej niz dwukrotny zysk z roku
poprzedniego. Jezeli po pierwszym roku dziatalnosci firma uzyskata 30000 pln zysku,
znajdz wzor na zysk w dowolnym roku.

B (H8) Pokaza¢, ze zbior wartosci funkeji f(z) = 7,2, € R jest nieograniczony.
Rozwigzanie: z definicji, Vydper f(x) > M czyli bierzemy dowolne M i pokazujemy, ze istnieje
takie x(M), ze warunek jest spelniony. x zazwyczaj zaleze¢ bedzie od M. Mozna zadanie ulatwic

sobie wstepnie szacujac funkcje f przez tatwiejszg do analizy.

(H11) Pokazaé, ze zbior liczb postaci mv/5 —n, m,n € N jest nieograniczony z
gory. (Dowod np. jw.)

B Pokaza¢, ze funkcja f(r) = xsinz,z €]0, 400 nie jest ograniczona z gory ani
z dolu. Dowdd przez sprzecznosé. Zakladamy, ze f jest ograniczona z goéry przez jakie§ M i
pokazujemy, ze dla np. x = § + 2mn,n € N tego warunku spelni¢ si¢ nie da. Podobnie robimy z

ograniczeniem z dotu dla np. z = 37” +2m,n €N

B (H12) Wykaza¢, ze kres gorny zbioru liczb postaci —2,x € R jest rowny 1.

14z’
Rozwiazanie: a) Zauwazamy, ze 177 < l,z > 0. b) pokazujemy, ze dla kazdej liczby postaci

1 —€,e > 0 istnieje z( takie, ze 13;0 >1—e

3n+1
2n+17

B (H18) Wykazac, ze liczba 2 nie jest kresem gornym zbioru liczb postaci n €

N. Dowédd: wystarczy pokazaé, ze kazda liczba tej postaci jest np. mniejsza od %

1

(H19) Pokaza¢, ze kres dolny zbioru liczb postaci — . r€eR wynosi —s.

Tt
B (H24) Podaj przyktady zbiorow A, dla ktorych: supA € Asup A ¢ A, inf A €
Ajinf A ¢ Ajsup A = inf A.

W (H28) Zbada¢, czy ciag a, = = jest monotoniczny i ograniczony. (Uwaga: Stosowac
rozumowanie 'wprost’ — nie mamy jeszcze cigglosci funkcji!).
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B (H29) Wykazadé, ze ciag a, = >p_4 m jest ograniczony z gory przez 1. Rozwigzanie:

roztozy¢ m na réznice dwoch utamkow i samo wyjdzie.
(H30) Wykazac, ze ciag a, = Yj_; 505 — L1 55 Jest malejacy i ograniczony.

B Bezposrednio z definicji pokazaé, ze lim,,_, | o, TIH = (0. (Wstepnie mozna przypomnie¢
to co bylo na wykladzie — ze lim,,_ 4o =+ = 0. z def.)
B (H39) Bezposrednio z definicji pokazaé, ze lim, Q%H =0.

n+1_1

(H44) Bezposrednio z definicji pokaza¢, ze lim,, . 75 =

B Bezposrednio z definicji pokazaé, ze lim,_, o n? + 3 = +o0.

B (KK,2.17-2.40) Obliczy¢ granice ciagu o wyrazie ogblnym (tutaj nie liczymy z
definicji lecz korzystamy z twierdzen o iloczynie, ilorazie itp. ciagdéw, ktorych granice
juz znamy):

(a) un = 77w = 553,
(b) un = (4n(3711)7(;7)12+2)7

(c) up=2— 22,

(@) w, = (22,

(e) un = 5221,

(f) u, = 255"

(8) un = Zgrge™,

(h) u, = \/m;m’
(i) w, = Y2

(0) un = gt

22. B (K,2.41-2.46) Obliczy¢ granice ciagu o wyrazie ogdlnym:

a) u, =+vn+2—/n,
U, =Vn?+n—n,

d) u, = V/n3 +4n?2 —n.
(K,2.48-2.53) Obliczy¢ granice ciagu o wyrazie ogolnym
(a) un = 4,
(b) wn = 25,
(¢) un = 54,
(@) w, = ()" §rret



24. W (K,2.54-2.57) Obliczy¢ granice ciggu o wyrazie ogolnym (typowe na trzy ciagi):
) w, = VETT T
) @ u, = /10100 — C/loTOO’

() un = /(3" + (),
)
)
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(d) u, = va™ + b" gdzie a,b > 0,
(e

25. Na odsapniecie od liczenia granic Niech Tn(l’) = COS(n arcos I), T € [—1, 1], n c N+. Znalezé
Ti(x). Postugujac sie tozsamoscig trygonometryczng cos(A + B) + cos(A — B) =
2 cos A cos B (kto nie udowadnial tego to niech udowodni teraz; a z rozpedu, analogicznie
dla sin(A + B) + sin(A — B) = ...; kto chce, niech powie tu gwoli komentarza o
dudnieniach) pokaza¢, ze Ty(x) = 22* — 1 oraz, ze Ty1(z) + Th_1(z) = 22T, (z).
Udowodni¢ indukeyjnie lub nie, ze T, (z) jest wielomianem stopnia n (to tez jest
zadanie maturalne, maj 2004)

U, = ay +ay + -+ aj gdzie a1, ag, . . . , a; sa danymi liczbami nieujemnymi.



