10.

11.

Matematyka I — lista zadan nr 8.
Pochodne — cd.

In

.l Napisa¢ rownanie stycznej do wykresu funkcji f(z) = 2% w jej punkcie przegiecia.

x

(Plus definicja punktu przegiecia).

B Napisa¢ rownania stycznych do wykresu funkeji f(z) = e w jej punktach
przegiecia.
Pokaza¢, ze funkcja f(z) = ze™® jest roznowartosciowa na przedziale ]%,oo[.

Znalez¢ pozostale przedziaty, na ktorych jest roznowartosciowa.

Pokaza¢, ze dla dowolnego x € R spetniona jest nieréwnosé

2z arctg z > In(1 + 22).

Pokaza¢, ze dla dowolnego x € R spetniona jest nieréwnos¢

22
cosr =1 — DR

Pokaza¢, 7e jezeli x jest pierwiastkiem wielokrotnym wielomianu P(z), to xq jest
tez pierwiastkiem pochodnej P’(x) tego wielomianu.

Wykazaé nastepujace nierownosci (B — 4 podpunkty):
(a) Inz < y/z dla x > 0;
(b) In(1 + V1 +22?) < i +1Inz dla z > 0;

z—1
N

1
(d) 2lnz <z ——dlaz > 1;
T

1 1
<ln<1+> < —
x Vi +x

(f) sinz + tga > 2z dla z €]0, g[,

(c) Inx < dlaz >0,z #1;

(e)

20 +1

(g) sinx - tgx > 2? dla z €]0, g[,

B Pokazaé, ze

<ln(l+z)<z da z>-1.
r+1

B Pokazaé, ze
*—ar<l—a dlaz>0 i «a€]0,1]

1
Pokazaé¢, ze arctg — + arctgx = g dla x > 0.
x

B Wykazaé, ze zachodza réwnosci:



mzzdlax>—1;

a t t
()arcgzp+arcg1+x .

2
(b) 2arctgx + arcsin ﬁxﬁ = msgne dla |z] > 1;
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12. Obliczy¢ nastepujace granice (B — po 2 przyktady na typowe nieoznaczonosci):

(¢) 3arccosw — arccos(3z — 42°) = w dla z €

retgr — 1

7

x—0 xz
arcsin 2x — 2 arcsin x

Y
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. arctg x\ =2
(1) lim ;
x—0 x
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(m) lim ;
z—0 €T
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. /sinx) 2
(n) lim ;
x—0 x

9 m
T (arctgac—2 +x|.

13. (M - ze 3 przyktady porzadnie) Zbadaé przebieg nastepujacych funkcji. Tzn: Znalezé
dziedzine; zbadac cigglosé i rézniczkowalnosé; jesli funkcja jest nieciggta to znalezé
granice w punktach nieciggtosci; znalez¢ przedzialy monotonicznosci; znalez¢ punkty
krytyczne, sprawdzi¢, ktore sa minimami i maksimami; jesli istnieja, to znalezé

(p) lim

T—-+00

2



punkty przegiecia; przedziaty wypuktosci/wklestosci funkeji; jesli istnieja, to znalezé
asymptoty; na podstawie otrzymanych informacji naszkicowaé¢ wykres funkcji.
Inx
(a) f(z)= 7
r+1
T) = ;
T\/T
x

e

PR
(@) fla) =ae
() f(&) = 5

T

(f) f(z) =aie s

14. Do rzeki o szerokosci 30 m wpada pod katem prostym kanal o szerokosci 10 m. Jaka
jest najwieksza dlugosé¢ pnia drewna, ktory moze wplyna¢ z kanatu do rzeki (lub
vice versa)?

15. M Swiatto porusza sie tak, aby czas jego przejscia pomiedzy dwoma punktami byt
mozliwie najkrotszy. Pokazac, ze z tej zasady wynika:

(a) Gdy rozpatrujemy zjawisko odbicia Swiatta na granicy dwdch osrodkdw — wynika
zasada, ze kat padania jest rowny katowi odbicia;

(b) Gdy rozpatrujemy przejscie z jednego osrodka do drugiego— wynika prawo Snella.

16. Znalez¢ najwieksza warto$¢ funkeji f(x) na zbiorze liczb rzeczywistych: f(x) =

(7T+ x)v/11 — 3.
17. M Znalez¢ objetosé najwiekszego stozka wpisanego w kule.

18. M Znalez¢ objetosé najmniejszego stozka opisanego na kuli.



