NOTATKI DO CWICZEN Z ALGEBRY METODA FIZYCZNA
UPRAWIANEJ

Zadanie 1
Zbadaé czy wektor v € R3 mozna przedstawié jako kombinacje liniowa wektoréw e; i ey,
gdzie

1 4 7
i) v= 2], er= |51, e = (8],
3 6 9
oraz
1 1 —1
i7) v=|2], ee=1| 11|, e=]|1],
3 —1 1

Odpowiedz: i) tak: v =2e; — e, ii) nie.

Zadanie 2
Czy wektory

S 1+ 2 Wo — 7T—1
1 — i ) 2 — R )
s liniowo zalezne? Zbadaé sprawe nad ciatem R i nad cialem C.
Rozwigzanie: Pytamy, czy rownanie

T1W1 + T9Wg = 0,

(thuste zero oznacza zero przestrzeni wektorowej, czyli wektor zerowy!) ma rozwiazanie
dla z; € R, gdy nad R oraz x; € C gdy nad C. Rozwiazmy:

l’ll+l’2(3+2):0,

Z drugiego x; = (—1 + 3i)x2 i to do pierwszego, co da: [(1 + 2¢)(—1 + 3i) + 7 — i]Jzy = 0.
To istotnie jest zero, niezaleznie od wartoéci x,. Rozwigzaniami sa wiec dowolne xy i
r1 = (=1 4 3i)xs. Widaé jednak, ze jesli x5 € R to x; jest zespolone. Zatem nad R
wektory w; 1 wy sg liniowo niezalezne, ale nad C zalezne.

Zadanie 3
Zbada¢ liniowa niezaleznos¢ nad cialem R i nad C wektorow
1 0 1 1
Z) e = 1 > € = 1 y €3 = 1 y ey = 0 y
0 1 1 1



oraz

0 1 i
Z’L) f1 = 1 5 f2 - 1 y f3 - 1
2 —1 1

Rozwigzanie: W przypadku i) wida¢ goltym okiem, ze sa liniowo zalezne nad R bo
rownanie A\; e; + Ay €3 + A3 es3 + Ay e, = 0 ma rozwigzanie A\; = Ay = Ay = A\, A3 = —2)
dla dowolnego A, a skoro sa liniowo zalezne nad R to i nad C tez, bo R C C.

Uwaga: ustalona wyzej liniowa zaleznos¢ e;, es, es i e, oznacza, ze np. ez = —%el —
%e2 — %e4, tj., ze ez jest kombinacja liniowa pozostatych. W zasadzie zamiast badac
istnienie niezerowych rozwiazan réwnania A\ €; + Ay €3 + A3 e3 + Ay 4 = 0 moglibySmy
postawi¢ problem, czy wektor ez jest liniowo zalezny od pozostatych. To jest jednak
mniej ogbdlne: mogloby sie np. okazaé, ze sam wektor e3 nie daje sie przedstawi¢ jako
kombinacja liniowa ey, e; i e4, ale te trzy wektory sa liniowo zalezne. Np. gdyby badaé
problem liniowej zaleznosci wektoréw

0 0 1 0
V] = 1 y Vo = 0 y V3 = 0 y Vy = 1 y
0 1 1 1

to okazaloby sie (co w przypadku bardziej skomplikowanych wektoréw nie musiatoby by¢
od razu tak tatwo widoczne), ze vs nie jest kombinacja liniowa vy, vy i v4, niemniej te
trzy wektory: vy, vo i v4 sa liniowo zalezne i tym samym cztery wektory vy, vo, v3 i vy
sa liniowo zalezne. Badajac ich liniows zaleznos¢ przez pytanie o istnienie niezerowych
rozwigzan réwnania A\;vy + Aova + A\3vs + Ay vy = 0 dostalibyémy, ze niezerowym rozwia-
zaniem jest \y = Ay = =\ = A1 A3 =0, czyli vi + vo — vy = 0. Jest jasne, ze to nie
pozwala wyrazi¢ v przez pozostale (bo A3 = 0).

W przypadku i) rozwiazujemy rownanie &1f; + Eofy + E3f5 = 0, czyli uklad

§o 163 =10,
§1+i&+& =0,
26— &+ 8 =0.
Dodajac pierwsze pomnozone przez ¢ do trzeciego dostajemy & = 0. Uwzgledniajac to, z

drugiego dodanego do trzeciego znajdujemy 2&3 = 0 czyli £3 = 0 i wtedy (z pierwszego)
&o = 0 tez. Zatem wektory fy, fy, f3 sa linowo niezalezne nad obydwoma ciatami, R i C.

Zadanie 4
Zbadaé liniowa zalezno$é wektorow.

2 21
W1 = { ) Wy = -1 ’ W3 =

W DN =



Rozwigzanie: Rozwigzujemy réwnanie x1w; + xowo + 23wz = 0, czyli uktad

2$1+2i$2+l’3:0,
il’1—$2+2$3:0,
—il’1+l’2+31’3:0.

Dodanie drugiego do trzeciego daje x5 = 0. Wtedy pierwsze sprowadza sie do x1+ixy = 0,
a drugie do izy — 9 = 0, czyli do pierwszego pomnozonego przez ¢. Zatem szukanym
rozwigzaniem jest xo = ixy, 3 = 01 ;1 dowolne. Poniewaz albo z; albo x5 jest zespolone
(albo nawet oba) to wektory wy, wy oraz ws sa liniowo zalezne nad C, ale nie nad R.

Zadanie 5
Dowiesé, ze jesli wektory e, ey oraz e sa liniowo niezalezne (nad R lub C) to takimiz sa
i wektory

f1 = e1+e2—|—e3,
f, = el +ey,

f3 = e +e3.

Rozwigzanie: Jak zwykle pytamy, czy z faktu, ze A\if; + Aofy + A3f5 = 0 wynika, ze
A1 = Ay = A3 = 0. Wiemy teraz takze, iz rownanie £1e; + 60 + £3e3 = 0 ma tylko
rozwiazanie & = & = & = 0. Piszemy wiec:

0= )\1f1 + )\gfg + >\3f3 = )\1(61 +es + eg) + )\2(81 + 82) + )\3(62 + 83)
= ()\1 + )\2)61 + ()\1 + )\2 + )\3)62 + ()\1 + )\3)63 .

Zatem na mocy zalozenia musimy mie¢ Ay +Xy = 0, Ay + A2+ A3 = 01 A\; + A3 = 0. Drugie
z pierwszym daje A3 = 0, wtedy trzecie daje \; = 0 i na koniec z drugiego wynika wtedy
ze 1 )\2 = 0.

Zadanie 6
Dowiesé, ze nastepujace zbiory wektorow-funkeji (tj. wektoréw z przestrzeni V- = Map(R, R))
sa liniowo niezalezne

a) sinx, cosw,

b) 1, sinz, cosz,

c) sinz, sin2z, ..., sinnz,

d) 1, coswx, cos2x, ..., cosnx

e) 1, cosz, sinz, cos2r, sin2x, ..., cosnx, sinnz.

Rozwigzanie: W przypadku a) jest jasne, ze Asinz + {cosz = 0 moze dla wszystkich
z € (a,b) C R zachodzi¢ tylko dla A = £ = 0: jesli # = ki 2 = I7 + 37 nalezg do (a,b)
to jest to trywialne, jesli nie, to mozna zrézniczkowaé i ma sie¢ Acosx — Esinx = 0 oraz
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Asinx+€ cosx = 01 znéw jedynym rozwigzaniem obu dla wszystkich z-6w jest A = & = 0.
To samo w przypadku b): n1 + Asinz + {cosx = 0 dla wszystkich x € (a,b) C R tez
wymagan = A = £ = 0 (aby to zobaczy¢, mozna znéw zrozniczkowaé i dostaniemy ten sam
problem, co w punkcie a). W przypadku ¢) mozemy postuzy¢ sie indukeja. Zakladamy, ze
wektory te sa liniowo niezalezne dla jakiegos n (dlan = 1 jest to oczywiste) i sprawdzamy,
czy z tego wynika to samo dla n + 1, to znaczy, ze

f(z) = Aysine + Agsin2x + ...+ Ay sinne + A\ g sin(n+ D)z =0,

(symbol = przypomina, ze ma to by¢ 0 dla wszystkich x) tylko dla Ay = Ag = A, =
Ant1 = 0. Skoro ma to zachodzi¢ dla wszystkich = to znaczy ze i

d2
da?

Mnozymy f(z) przez (n + 1)? i dodajemy do tego tu wyzej, co da

() = —Aisinz — 22 X\gsin2x + ... — n?A\,sinnz — (n+ 12\ sin(n + Dz =0 .

[(n4+1)* =1\ sinz + [(n 4+ 1) —4]dosin 2z + ... + [(n + 1) — n?|\,sinnz =0,

To za$ na mocy indukcyjnego zalozenia o liniowej niezaleznosci wektoréw sinx, .. ., sin nx
oznacza, ze [(n+ 1)? — 1]\ = [(n+1)2 =4\ = ... = [(n+ 1)> — n*]\, = 0. Stad
zeru musza by¢ wszystkie \; o ¢ = 1,...,n z wyjatkiem ewentualnie k-tej, o takim k,
ze (n + 1) — k? = 0. Ale to sie nie moze zdarzyé¢, bo w indukcji rozpatrujemy tylko
n+1> k. Zatem \; = Ay = ...\, = 01 z tozsamosciowego znikanie f(z) wynika, iz
takze A1 = 0. W przypadku d) takze postugujemy sie indukcja. Zaktadamy, zZe teza
(liniowa niezaleznos¢) jest prawdziwa dla n mamy pokazaé, ze

g(x) =n+ Acosx + Aycos2x + ...+ A\, cosnz + A1 cos(n+ 1)z =0,

pociggazasoban = A = ... =\, = A\py1 = 0. Mnozymy g(x) przez (n+1)? i odejmujemy
od tego dwakro¢ zrozniczkowane g(x) = 0. Jak wyzej wynika stad, ze \y = Ao = ...\, =0
i zostaje nam w g(z) = 0 tylko n+ X\, 11 cos(n+1)z = 0, co znéw wymaga by n = A\, = 0.
Wreszcie w przypadku e) takze zaktadamy, ze n+\; cos x+&; sin x+\, cosnz+&, sinnz =
Otylkodlan =X\ =& = ... =\, =&, = 01 robimy dla n 4+ 1 sztuczke z druga
pochodna, co zostawia nam 7+ A, cos(n + 1)z + &,+1sin(n + 1)z = 0. To tez wymaga,
by 7 = As1 = &1 = 0 (choéby na mocy tego, ze teza jest prawdziwa dla n = 1, a
czymze si¢ rozni x od (n+ 1)z? - tylko dziedzina...)

Zadanie 7
Dowies¢, ze wektory

fi =sinz, f, = sin® x| f3 = sin 3z,

z przestrzeni wektorowej V' = Map(R, R) sa liniowo zalezne.
Rozwigzanie: To proste

sin 3x = sin(2z + x) = sin 2z cos x + sin x cos 2z

= 2sinx cos® z + sinz(1 — 2sin’ ) = 3sinx — 4sin®x.
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Czyli f3 = 3f; — 4f;, co dowodzi, ze fi, f5, f3 sa liniowo zalezne.

Zadanie 8
Dowies¢, ze wektory
1 3 2
e — 2 s €y = 1 y €3 = 3 y
3 2 1

tworza baze przestrzeni wektorowej R3.

Uwaga: jesli w wektorach, tj. w tych kwadratowych nawiasikach, maja by¢ tylko liczby
rzeczywiste - bo tak sobie definiujemy te przestrzeni - to musi to by¢ przestrzen wektorowa
nad cialem R; gdybysmy bowiem dopuscili mnozenie wektoréw przez liczby zespolone, to
w nawiasikach wystapityby z koniecznosci takze liczby zespolone whrew naszemu okre-
Sleniu tej przestrzeni. W druga za$ strone rzecz jest mozliwa: mozemy sobie arbitralnie
okredli¢ przestrzen wektorowa w taki sposob, ze w nawiasikach moga wystapic¢ takze liczby
zespolone, ale dopuszczaé tylko kombinacje liniowe o wspotczynnikach rzeczywistych. W
takim przypadku stosuja sie uwagi o bazie i wymiarze takiej przestrzeni umieszczone na
koncu tego zadania.

Rozwigzanie: Trzeba pokazaé, ze dowolny wektor w mozna przedstawic¢ jako kombinacje
liniowa tych trzech, tj. w postaci zie; + zoes + x3e3 = w. Niech w = [a, b, ¢|]. Trzeba
pokazaé, ze uktad réwnan

1+ 39 + 223 = a, 2r9 +4r3 =a+b—c,
2LL’1—|—SL’2+35L’3:(), 41’1 +2x3:—a+b+c
31’1—'—21’2—'—5{73:0, 25(71—'—41’2 :CL—b+C,

ma rozwigzanie. Mnozac pierwsze rownanie przez —2 i dodajac je do trzeciego

209 +4x3 = a+b—c,

dr1 4223 = —a+b+c,

2r1 — 8r3 = —a—3b+ 3c.
Teraz trzecie razy —2 i doda¢ do drugiego. Otrzymujemy 18x3 = a+ 7b—5c. Czyli mamy
x3. W podobny sposéb mozna znalezé 18z, = —ba + b + 7Tc oraz 18z, = Ta — 5b + ¢
(symetria rownan!). Latwo sprawdzié¢, ze to dobry wynik. Skoro jest (jednoznaczne) roz-

wigzanie dla dowolnego wektora w to (eq, ey, e3) tworza baze.
Uwaga: Wyjasnijmy sobie na najprostszym przyktadzie jeszcze jedna sprawe: dwa wek-

tory
|1 10
€ = 0 ) €2 = 11’

rozpinaja calg przestrzen wektorows V nad cialem R sktadajaca sie z wektoréw postaci

xy
W = , o x1,r3€R,
T2
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bo dowolny taki wektor mozna przedstawi¢ jako w = x; e; + x5 €9, tj. jako kombinacje
liniowg e i e, z rzeczywistymi wspotczynnikami. Przestrzen ta jest zatem dwuwymiarowa,
bo jej baza sktada sie z dwu wektorow. Te same dwa wektory e; i e; nie rozpinaja jednak
calej przestrzeni wektorowej W, tez nad ciatem R, sktadajacej sie z wektoréw postaci

z
w:{l], o 21,20 €C,

Hl

nie mozna dosta¢ z kombinacji linowej x1 e; + 22 €3 0 rzeczywistych wspotczynnikach z i
x2. Do tego trzeba wzia¢ wieksza baze, np.:

R e e}

Czyli taka przestrzen wektorowa (nad ciatem R) jest czterowymiarowa. Oczywiscie, jesli
przestrzen wektorowa jest nad cialem C to te cztery powyzsze wektory sa parami do siebie
proporcjonalne (e, =iep, e, = ies), czyli liniowo zalezne. Wtedy baza ma dwa wektory
i ta przestrzen wektorowa (nad ciatem C) jest tylko dwuwymiarowa.

bo np. wektora

Zadanie 9

Znalez¢ wymiar i jaka$ baze podprzestrzeni wektorowej £ C R* rozpinanej przez wektory

Vi, ... ,V5

3 -1 2

-1 1 3
7

-1 9 Vy =

3 1 -2

Vi = V3 =

— N = DN
DN = W W

Rozwigzanie: Poniewaz R* ma wymiar 4, zatem przynajmniej jeden z tych wektoréw
musi by¢ liniowo zalezny od pozostatych. Odrzuémy ostatni (bo ma brzydkie liczby). Aby
zobaczy¢, czy pierwsze cztery sa liniowo zalezne sprobujmy (troche na “chybil -trafial”)
zapisa¢ czwarty jako kombinacje liniowa trzech pierwszych, tj. jako vy, = x1vy + 29vy +
x3vs. To daje uktad réwnan

201 + 319+ 33 = —1,
1 +35L’2 — X3 = 1,
2LL’1+4SL’2—LL’3 = —1,

T, +2x5+3x3 = 1.

Wezmy trzy pierwsze na razie. Odjaé¢ od trzeciego pierwsze. To da xy = 4x3. Wstawiamy
to do dwu pierwszych i mamy uktad

2x1 + 153 = —1,
1+ 1leg = 1.

6



To tatwo rozwiaza¢ (drugie razy dwa i odjac¢ od pierwszego). Stad mamy jako rozwiazanie
uktadu trzech pierwszych réwnan

26 12
7’ 7

r1 =

Teraz mozemy sprawdzi¢ ostatnie

26 12 3

——+2-=+3-=

7 7 7

(Cztery rownania na trzy zmienne - trzeba mie¢ szczescie zeby tak sie udato!!) To dowodzi,
ze cztery pierwsze wektory sa liniowo zalezne bo

26 12
—7V1—|—7V2—|—?V3—V4—0.
Zarazem 7z jednoznaczno$ci tego rozwiazania wynika, ze jak bysSmy wzieli ktorekolwiek
dwa wektory z vy, v, v3 to sie nie uda, tzn. v4 nie jest kombinacja liniowa tylko dwu z
nich. Zatem wymiar podprzestrzeni F jest rowny conajmniej 3. Skoro jednak si¢ okazato,
ze 7 czterech wektorow vy, vy, v3 i v4 tylko trzy sa liniowo niezalezne, to trzeba wroécié
i zapyta¢, czy nie jest w takim razie mozliwe dotaczenie vy, tzn. trzeba sprawdzi¢ czy
uktad wektoréw vy vs, v4 i vs, nie jest przypadkiem liniowo niezalezny. Jedli jest, to vy
sie powinnien daé¢ zapisa¢ jako x1 vi + x3vs + x4 v4. Sprawdzmy to:

25(71+35L’3—SL’4 = 2,

Ty — T3+x4 = 3,
21’1— T3 — Ty = 7,
LL’1—|—3LL’3—|—SL’4 = —2.
Najpierw rozwiazujemy pierwsze trzy: od pierwszego trzecie da 4x3 = —5, czyli 3 = —%.
To do drugiego i trzeciego:
7
Tyt x4 = 1
23
2:171 — T4 = Z .
Dodanie stronami da z; = % i wtedy z pierwszego wyzej x4 = % — 1740 = —%. Latwo
sprawdzié¢, ze to jest dobre rozwiazanie trzech pierwszych réwnan. Sprawdzamy teraz
ostatnie, czwarte: x; + 3x3 + x4 = 17? -3 Z — % = —% = —2. Czyli to czwarte tez jest

wtedy spelnione! Zatem ostatecznie vj jest kombinacja liniowa vq, vs, i v4 czyli jest od
nich liniowo zalezny. Poniewaz juz wiemy, ze vi, v3 i v4 tez sa liniowo niezalezne, wiec
baze podprzestrzeni £ moga tworzy¢ wektory vy, vs, vy.



Zadanie 10
Jak w zadaniu 9 tylko z wektorami

1 2 1 1 0
Vi = 0 \P] L V3 = ! Vy = 2 ) V5 = L )

01|’ 11’ 1]’ 3 2

—1 0 1 4 3

Rozwigzanie: Jakipoprzednio (nawet nad ciatem R, bo wszystkie liczby w kolumienkach
sa czysto rzeczywiste) pie¢ wektorow nie moze by¢ liniowo niezaleznych. Teraz jednak
postapimy bardziej regulaminowo i zbadamy warunek

)\1V1 + )\2V2 + )\3V3 + )\4V4 + )\5V5 =0.
Mamy zatem uktad réwna?
M A2+ A3+ N\ =0,
A+ A3 +2\+ A5 =0,

A2+ A3+ 3N +2X5 =0,
-\ + A3+ 4N+ 305 =0.

Drugie od trzeciego daje Ay + A5 = 0; pomijajac trzecie piszemy wiec pozostate réwnania
(eliminujac z nich As):
M+2X+ A3+ =0,
)\2 + )\3 + )\4 =0 ,
—)\1 + )\3 + )\4 - 0 .
Teraz ostatnie minus przedostatnie da A\; + Ay = 0. Po wykorzystaniu tego pierwsze i
trzecie staja sie tozsame z drugim. Zatem zostaje do spelnienia tylko Ao + A3 + Ay = 0;

mamy wiec jedno réwnanie na trzy niewiadome! Widac, ze rozwigzanie mozna napisa¢ w
postaci

AM=E&, ==, MN={-n, M=n, A=-0n.

¢ 1 m sa tu zupelnie dowolnymi liczbami. Mamy zatem dla dowolnych wartosci £ i n
zwigzek

Evi—&va+(§—n)vs+nva—nvs; =0.
Mozemy tu np. potozy¢ E =0in=1albo & =11in=0, coda zwigzki
Vs = —V3 + Vy, Vi = —V3 + Vg3,

pokazujace, ze np. v; oraz vs mozna przedstawi¢ w postaci kombinacji liniowych vy, vs i
vy. Te trzy wektory moga wiec stanowi¢ baze caltej podprzestrzeni rozpietej przez vy, vo,
V3, V4 i V5.



Zadanie 11
Znalez¢ sume prosta i przeciecie dwu podprzestrzeni w R3 rozpinanych przez dwa zbiory
wektorow:

1 1 1
v=<13], | 1], |3]|3},
1 ~1 3
1 2 1
w=<{12|, | 3], |1
3 ~1 —4

Rozwiazanie: Najpierw znajdziemy ich sume prosta. Jesli 3 wektory V' (lub W) sa
liniowo niezalezne, to rozpinaja cala przestrzeri wektorowa R? i V = R? (W = R3) i
wtedy w oczywisty sposob V @& W = R3. Sprawdzmy wicc liniowa niezaleznosé wektorow
z V. Uktad

Ty + 29 +T3 = 0,
3$1+$2+3$3 0,

1’1—1’2+3{L’3 = 0,

ma jak latwo sprawdzi¢ tylko rozwigzanie x; = xo = x3 = 0, zatem rzeczywiscie V = R3
iV eW =R3 Jedli zas chodzi o W to goltym okiem widaé, ze wi = —w; + W, wiec
podprzestrzen W jest tylko dwuwymiarowa i jest rozpinana np. przez wi i wo. Poniewaz
V = R? to przeciecie V z W, tj. poprzestrzeri utworzona przez wyktory takie,ze nalezg
one jednoczesnie do V' i do W jest sama podprzestrzenia W (bo W C V = R3).

Zadanie 12
Znalez¢ wymiar i podaé¢ jakas baze podprzestrzeni £ C R* rozpietej przez wektory

Wo = W3 =

)-Jkoil\arA
}—‘CJ:D'HH
W~ N O
N W w =

Zmalez¢ takze ogolna postaé wektora z E.
Rozwigzanie: Znow zobaczmy, czy si¢ da przedstawi¢ w, w postaci x1Wi + ToWy + T3W3.
Aby sie dato musi by¢ spetniony uktad rownan:

T, + To =
201 + 19 + 223 =
3r1+ 30+ 13 =
dxy + 19+ 323 =

N W W =



Rozwiazmy trzy pierwsze, a potem sprawdzimy ostatnie. Drugie minus pierwsze daje
x5 =1— 3x1. To do trzeciego i mamy razem z pierwszym uklad (kolejny!)

1+ Xy = 1,

5
= 3 = 2.
21’1+ i)

Stad juz tatwo i mamy jako rozwiazanie trzech pierwszych
r1 =2, To=—1, rx3=20.
(Latwo sprawdzi¢, ze to rozwiazuje trzy pierwsze rownania). Teraz sprawdzamy czwarte:
2. (4)—1-(1)+0-(3)=7.

Hurra! Znow sie udato! Czyli wy jest liniowo zalezny od wy, wo 1 W3: Wy = 2w — Wo.

Co wiecej znéw rozwiazanie jest jednoznaczne, wiec wszystkie trzy, wi, wo i w3, sa juz

liniowo niezalezne. Zatem wymiar dimFE = 3, a jej baza moga by¢ te trzy wektory.
Oczywiscie dowolny wektor nalezacy do E ma postaé

T+ T a
201 + 72 + 22 b
41’1 + Ty + 35(73 d

Na uzytek zadania 14 wygodnie bedzie przedstawi¢ ten wektor tak, ze trzy jego pierwsze
sktadowe beda dowolne, a czwarta bedzie sie wyrazata przez trzy pierwsze. W tym celu
zastepujemy w drugim i trzecim wierszu z; + x5 przez a, tak by zniklo z nich x;

a a

2a — T2 + 25(73 . b
3a + x3 e

4a — 31’2 + 31’3 d

W nastepnym kroku zastepujemy 3a + x3 przez ¢ a w drugim i czwartym wierszu zaste-
pujemy x3 przez ¢ — 3a. W ten sposob

a a
—4da + 2¢ — 9 b

c e
—ba + 3¢ — 3z, d

Wreszcie, w drugim wierszu zastepujemy —4a + 2c¢ — x9 przez b, a w czwartym zamiast
xro dajemy —4a + 2¢ — b. W ten sposob postaé¢ wektora z E jest taka

a
b
c

Ta + 3b— 3¢
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Zadanie 13
Zmalez¢ wymiar i baze podprzestrzeni F' C R* rozpietej przez wszystkie wektory postaci

20—22—1t=0
’ r—A4dy+4z+2t=0"

+ N8

Rozwigzanie: dwa razy pierwszy warunek plus drugi da x = 0. Z pierwszego za$ mamy,
ze t = 2y — 2z. Wektory rozpinajace F sa wiec postaci

0 0 0

Yy - 1 0] _

i =Yy +z 1 =ye +zey.
2y — 2z 2 —2

Wektory ey i e; sa ewidentnie liniowo niezalezne. Zatem dimF = 2 i jej baza moga by¢
(S31 i €9.

Zadanie 14

Zmalez¢ wymiary i podaé jakies bazy sumy oraz przeciecia podprzestrzeni F z zadania 12
i podprzestrzeni F' z zadania 13.

Rozwigzanie: Conajmniej jeden z pieciu wektorow

0
0
Wo = W5 — 1

)

N O = O

1
1
3 )
1 —2
rozpinajacych E @ F' musi by¢ liniowo zalezny od pozostatych. Wyrzuémy pierwszy bo
najbardziej skomplikowany. Zobaczmy nastepnie, czy wy sie da zapisa¢ jako kombinacja
liniowa w3, wy i ws. Golym okiem wida¢, ze sie nie da. Co wiecej, tatwo sprawdzié, ze
réwnanie r ws +ywy + 2wy = 0 ma tylko rozwigzanie x = y = 2z = 0. Zatem £ F = R,
bo jest rozpinana przez cztery wektory wo, ws, wy i ws, ktore mozna przyjac za jej baze.
Teraz przeciecie i F. Tworza je wektory nalezace i do E i do F. Oznacza to, ze
wektory te musza sie da¢ jednoczesnie przedstawi¢ w dwu postaciach

a 0

b _ y

c n 2
Ta+3(b—c¢) 2y — 2z

Widag¢, ze aby tak bylo musi by¢ a = 0, b = y, ¢ = 2 i do tego jeszcze musi zachodzié
rownosé 7a+3(b—c) = 2(y — z). Ale skoro a = 0, b = y, ¢ = z to moze tak by¢ tylko dla
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b = c. Zatem ogodlng postacia wektora nalezacego do przeciecia podprzestrzeni E i F' jest

o ot o O

Zatem przeciecie F i F' jest podprzestrzenia jednowymiarows rozpinang przez jakikolwiek
wektor powyzszej postaci (np. z b = 1).

Zadanie 15

Pokazaé, ze podprzestrzeii liniowa £ C R* zlozona z wektoréw postaci

3z—4t=0
’ r—y+z+t=0"

SRS IEN ]

jest rozpinana przez dwa wektory.

Rozwigzanie: Warunki sa dwa na cztery skltadowe. Wezmy x i z jako niezalezne. Wtedy
t = %z oraz (po wstawieniu tego do drugiego warunku) = — y + %z =0,cyliy=2+ Zz.
Zatem kazdy wektor z F musi mieé¢ postaé

1 0
1 117
A ol * A3 114
0 3
Zadanie 16
Pokazaé, ze podprzestrzen E rozpicta przez wektory vy, vy, v, v, postaci
1 0 2 3
0 1 —1 0
Vi = 2| Vo = 1 ) V3 = 1 9 Vy = 41
) 1—1 0 1
zawiera wektory
1 2
w i oraz  Wg = 0
1 — 3 ) 2 — 2 )
1 1—1

oraz, ze wektory wi, wa, V3, v4 rozpinaja te sama podprzestrzen F.
Rozwigzanie: Najpierw trzeba pokazac, ze rownania x, vy + To Vo + T3 V3 + T4 vy = Wy

12



oraz yi Vi + Ya Vo + Y3 V3 + Y4 V4 = W9 maja rozwigzania. Pierwsze daje uktad rownan

T 4+ 234314 = 1,

1T — 123 = 1,
211 +xo+a3+4ry = 3,
iy + (1 — i)z +x4 =

7 drugiego x9 — x3 = 1, czyli x5 = 1 + x3. To do pozostatych trzech, co da uktad

T +2x3+3x4 = 1,
2!13'1 + 2:13'3 + 4:13'4 2 s
il’1+(1—i)$3+l’4 = 1.

Od drugiego odjac pierwsze: 1 = 1 — 4. To do pierwszego i trzeciego

2(5(73 + LL’4) =0 3

(1 —i)(l’g —I—ZL’4) = 0.
Czyli da si¢ przedstawi¢ wq, z tym, ze nie w spos6b jednoznaczny. To zas oznacza, ze
same wektory vy, va, V3 i vy sa liniowo zalezne (czyli dimE < 4). Istotnie, wida¢, ze vy =
v1+Ve+vs. Zatem by dowiesé, ze wy € E, wystarczy pokazad, ze Wy = Y1 Vi +yaVo+y3Vs.

Widaé, ze wy = vy + v3 po prostu. Ogolniej, mozna zauwazyc¢, ze

W1:V1+V2+>\(V1+V2+V3—V4),

Wo :V2+V3+£(V1+V2+V3—V4),
dla dowolnych A i £ poniewaz v +vy+v3—vy = 0. Stad dla A\ = —1 uzyskujemy zwigzek
V4 = Wi + V3.

Nastepnie ktadac raz A = 1, € = 2, a drugi raz A = 1, £ = 1 dostajemy dwa uktady
rownan

W1:2V1+2V2+V3—V4, W1:2V1—|—2V2+V3—V4,

W2:2V1+3V2—|—3V3—2V4, W2:V1+2V2—|—2V3—V4.
7 pierwszego uktadu, odejmujac pierwsze od drugiego otrzymujemy
Wo — W3 :V2+2V3—V4:V2+2V3—W1 —V3:V2—|—V3—W1,

gdzie w drugim kroku wykorzystany zostal otrzymany juz wyzej zwiazek v, = wy + vs.
7 drugiego za$ uktadu, odejmujac od pierwszego drugie, dostajemy

W1 — W9g = V] — V3.
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Tak wiec mozemy wyrazi¢ vy i vy przez wy, Wy oraz vs:

Vo = Wg — V3,

Vi =W — Wy + V3,

(co tatwo sprawdzi¢). Zatem kazdy wektor postaci avy + vy + yvs € E mozna napisaé
jako

a(wy —wy +v3) + B(wWa —v3) + vy =aw; + ( — a)ws + (o — B+ 7)ws.

Zatem wektory wy, wy i v3 takze rozpinaja E. Zauwazmy jeszce na koniec, ze nie za-
stanawialiSmy sie tutaj, nad jakim cialem rozpicta jest przestrzen wektorowa, do ktorej
naleza rozpatrywane tu wektory. Poniewaz liczby wystepujace w wektorach vy, v3, wy i
Wy sa zespolone, a priori odpowiedZ na postawione pytania mogltaby zaleze¢ od tego, czy
cialem tym jest C, czy tylko R. Wyszlo nam jednak, ze wektory w; i wy sg kombina-
cjami liniowymi o wspotczynnikach czysto rzeczywistych wektorow v;, a to oznacza, ze
odpowiedz nie zalezy od tego, czy ciatem jest C czy R.

Uwaga. Jak dotad liniowa (nie)zaleznosé zbioru wektorow sprawdzaliémy badajac bez-
posrednio warunek zerowania si¢ ich kombinacji liniowej. Pdzniej nauczymy sie robié¢ to
badajac rzad odpowiedniej macierzy utworzonej z tych wektorow.

Zadanie 17
W pewnej bazie pewnej przestrzeni wektorowej (o ktorej charakterze nic nie musimy w
zasadzie wiedzie¢) wektory vy, vy v3 maja wspotrzedne (sktadowe)

1 1 1
Vi = 1 s Vo = 1 s V3 = 2
1 2 3

Pokazaé, ze vy, vo v3 sa takze baza tej przestrzeni i poda¢ w tej nowej bazie wspotrzedne
wektora w, ktory w pierwotnej bazie ma wspotrzedne (6,9, 14).

Uwaga: UzyliSmy wyzej symbolu := aby podkresli¢, ze w zasadzie nie nalezy utozsa-
mia¢ wektora z jego sktadowymi: wektor pozostaje soba niezaleznie od naszego wyboru
bazy; sktadowe zas od tego wyboru jak najbardziej zaleza! W tych notatkach sktadowe
wektoréw bedziemy zawsze pisa¢ w nawiasach okragtych aby podkreslié, ze nie nalezy
ich myli¢ z wektorami z przestrzeni R", ktore zawsze pedantycznie piszemy w nawiasach
prostokatnych. Np. jeden i ten sam wektor w z R?

SR
w= 2],
_3_
ma w kanonicznej bazie e;, 1 = 1,2, 3
1 [0 ] 0
e = 0 y € = 1 > €3 = 0 >
0 | 0] 1



sktadowe (1,2,3),bow=1-e;+2-e,+3-e3,aw bazie f;, i =1,2,3

1 0 1
f1: 1 ) f2: 1 ) f3: 0 ;
0 1 1

sktadowe (0,2, 1) bo, jak tatwo zobaczyé¢, w = 0-f; +2-f5,+1-f3. Zauwazmy jednak, ze w
zadaniu, w odroznieniu od tego przyktadu (w ktorym wektory sa kolumnami liczbowymi,
na ktorych umiemy bezposrednio wykonywaé¢ dzialania), nie mamy dostepu do “zZywych”
wektorow: nie wiemy, czym sa e, ez, e3 (moga one by¢ strzatkami w przestrzeni, wie-
lomianami, albo zyrafami, jesli komus sie uda nada¢ zbiorowi zyraf strukture przestrzeni
wektorowej) i jedyne czym dysponujemy, to informacja, ze e, es, e3 sa wektorami liniowo
niezaleznymi oraz sktadowym wektoréw vy, vo, v3 i w w bazie tworzonej przez wektory
e, €, €3.

Rozwiazanie: Niech wyjsciowa baza beda wektory eq, e;, e3. Zatem

Vi = e + e+ e3,
e| + 82—|—283,
Vg = el—|—262+3€3.

Vo

Odejmijmy pierwsze od drugiego:
€3 = —Vy|+Vy.
To do dwu pozostatych:

Vo = e1+ 62+2(—V1+V2),
V3 = el+2€2+3(—V1+V2).

czyli

e + e = 2Vvy— Vs,

81—|—2€2 = 3V1—3V2+V3.

Od drugiego pierwsze oraz od dwa razy pierwszego drugie. Razem wiec mamy

€ = Vi +Vy—Vsg,
€y = V1—2V2—|—V3,
€3 = —Vi+Vs.

Udalo sie jednoznacznie wyrazi¢ trzy liniowo niezalezne (z zalozenia) wektory e;, e, i e3
przez wektory vy, vy i v3, co oznacza, ze te drugie tez sa liniowo niezalezne, czyli tez
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moga by¢ baza przestrzeni.! Mozemy teraz przerobi¢ wektor w:

w = 661 —|—962—|—1463
6(V1 —|—V2 —V3)+9(V1 —2V2—|—V3) —|— 14(—V1—|—V2)
vi+2vy+3vs,

czyli wspohrzedne w w bazie vy, vo 1 v3 to (1,2, 3). Zapiszmy uzyskany wyzej zwiazek za
pomoca macierzy:

(e1,e2,e3) = (V1,Va,V3) I =21

Mnozenie “paluchowe” podrazumywajetsia. Stojaca tu macierz jest tzw. macierzg zmiany
bazy lub macierzq przejscia; doktadniej, jest to macierz przejscia z bazy e;, i = 1,2,3 do
bazy v;, i = 1,2,3. Macierz taka bedziemy oznacza¢ R, ., aby podkresli¢, ze pozwala
one ze sktadowych wektora w bazie e, e; i e3 otrzymac jego sktadowe w bazie vy, va, v3.

Stosujac konwencje sumacyjng wujka A.E. mozna powyzszy wzor z macierzg zapi-
sa¢ jako e, = v;[R,—.,. Konwencja polega na niepisaniu w prawej stronie sumy po
wartoéciach wskaznika j od 1 do 3. Jawnie wzor ten moéwi, ze np. e; = vy [Ry ] +
Vo [Rye)?) + v3 [Roc]?y, gdzie [R,_o]'; = 1, [Ry—e]?; = 1, [Ry—e]?; = —1, ete.

Jesli teraz napiszemy wektor w w postaci w = eiwfe) (indeksik e u wfe) ma przy-
pominaé ze wée) = (6,9,14) to sa wspolrzedne tego wektora w bazie e;), to bedziemy
miec:

W = ¢ wfe) = Vi, [Roe]’ wfe) = v}, wfv) .
gdzie (R,_.)¥ jest macierza zmiany bazy,? a zwiazek wfv) = [Rm_e]kiwfe) jawnie wyglada
tak:

W) 11 -1 6 1
wy =11 -2 1 9 =12
w? -1 1 0 14 3

(v)

W dalszym toku éwiczen zobaczymy, ze liniows niezaleznosé wektoréw vi, v i v3, mozna sprawdzié
badajac rzad macierzy utworzonej z postawionych obok siebie ich sktadowych (w dowolnej bazie), co z
kolei mozna sprowadzi¢ do sprawdzenia, czy wyznacznik takiej macierzy jest niezerowy. Tu jednak dzieki
przyjetemu sposobowi sprawdzania mamy od razu wynik przydatny dalej w tym zadaniu.

2Matematycy z Katedry Metod Matematycznych Fizyki zwykli macierz R,. . oznaczaé Id (w ich nota-
cji jest to [Id]Y,), co jest dobrze uzasadnione, jako ze (jak to sie stanie dalej jasne) jest to w istocie rzeczy
macierz odwzorowania identycznosciowego - tj. liniowego odwzorowania Id: V — V., ktére kazdemu
wektorowi v € V' przypisuje ten sam wektor v € V| tylko zapisana “z dwu stron” (co to znaczy wyjasni
sie dalej) w dwu roznych bazach; poniewaz fizycy musza sie jednak rézni¢ od matematykow (niechby i
mniejsza logika stosowanych oznaczen!), w tym skrypcie macierz zmiany bazy w przestrzeni wektorowej
oznaczam R, a macierz zmiany bazy w przestrzeni kowektorow (pojawi sie dalej) P.
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Takie wtasnie sktadowe wée) otrzymaliSmy juz wczesniej (w istocie rzeczy w ten sam spo-
sob, tylko bez tego sztafazu, ktory jednakowoz na dtuzsza mete jest niezwykle wygodny).

Jak juz wszystko “rozebraliémy” w szczegoétach, to mozemy teraz macierz R,. . otrzy-
macé prostszym sposobem. Roztézmy najpierw catkiem ogélny wektor w = ae; +bes+ces
na wektory vi, vy i v3. Sprowadza sie to do rozwigzania ukladu réwnan:?

1 1 1 a
al1]|+6(1]+v[2]=1|0
1 2 3 c

Rozwiazujemy i znajdujemy: o« = a+b—c¢, § = a —2b+c¢, v = —a + b. Liczby te
sa skltadowymi wektora w w bazie wektorow v;. Powinno si¢ je otrzymywaé z dziatania
macierzy R,. . na skladowe wektora w w bazie e;:

a a+b—c 1 1 -1 a
Roe- | b ] =|a—-2b+c | = 1 -2 1 b
c —a+b -1 1 0 c

W drugim kroku po zapisaliémy wynik dziatania (nieznanej jeszcze!) macierzy R, . na
sktadowe (a, b, ¢) w postaci konkretnej macierzy dziatajacej na (a, b, ¢). Poniewaz sktadowe
te sa dowolne (za a, b i ¢ mozna podstawi¢ dowolne liczby), to co sie otrzymuje musi by¢
wlasnie macierza R, !

Zadanie 18
Jak w zadaniu 17 tylko teraz

2 3 1
V] = 1 s Vg = 2 s V3 (= —1 s
—3 -5 1

a wektor w w pierwotnej bazie ma wspotrzedne (6,2, —7).
Rozwigzanie: Znéw piszemy

Vi = 261—|— €9 —383,
Vo = 361—|—262—563,
V3 = e — ey + es3.

Trzecie dodac¢ do pierwszego, a potem dwa razy trzecie do drugiego

vi+ vy = 3e —2es,

V2—|—2V3 = 561—363,

3Po prostu skladowe wektora w w bazie e; ale potraktowane tu jakby byly wektorami z R3, musza
by¢ kombinacjami liniowymi sktadowych wektoréw v; (w bazie e;) tez potraktowanych jak wektory z R3.
Trzeba jednak pamietac, ze to nie sg wektory tylko sktadowe. I jak tu nie dostaé algebraicznego kreckal!?
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Teraz pierwsze razy 3, drugie razy 2 i odjaé, oraz pierwsze razy 5, a drugie razy 3 i odjac:

e = —3V1+2V2—|—V3,
€3 — —5V1+3V2—|—V3.
Do tego jeszcze
e; = € —Vztes

(—3V1 —|—2V2+V3) —V3—|—(—5V1 +3V2+V3)
= —8V1+5V2—|—V3.

Razem wiec

e = —3vi+2vy+vs,
€y = —8V1+5V2—|—V3,
e3 = —Hvi+3vye+vs.

Czyli macierz R,. . zmiany bazy ma postaé¢

-3 -8 =3
Ryee=| 2 5 3
1 1 1

a wspolrzedne wév) wektora w w bazie v; i = 1,2, 3 to

Wi, -3 -8 -5 6 1
wi | =2 5 3 2 | =11
wl 1 1 1 —7 1

Oczywiscie majac wyjsciowe wzory wyrazajace wektory vy, vo i vy w postaci kombina-
¢ji liniowych bazowych wektoréw e, e; i e3, mamy od razu “za darmo” macierz przejscia

Re<—v:

-3 =5 1

Macierze R.., i R,_. musza by¢ ze soba oczywiscie jakos zwiazane. Zwiazek ten jest
oczywisty: skoro macierz R, . robi ze sktadowych Wiy W bazie e; dowolnego wektora
w jego sktadowe W,y W bazie e;, a macierz R.., zamienia na powrdt sktadowe W,y W
sktadowe wze), to powinni$my mieé

Wiey) = [R%v]ijw(v) = [Reca] j[Roel 0y -



tj.4 [Ra_v]ij[Rm_e]jk = ¢',. Macierzowo:

2 3 1 -3 -8 -5 1
Rey  Rye = 1 2 -1 2 3 3 |1=160
-3 =5 1 1 1 1 0

oS = O

0
0
1
(Zachecam do sprawdzenia, ze istotnie iloczyn daje macierz jednostkowa!). Oczywiscie

mamy takze

-3 -8 =3 2 3 1
Ryce Recy=1| 2 D 3 1 2 -1\ =
1 1 1 -3 -5 1

Tak wiec [Rye] ™ = Recy, a [Rec o] ™t = Ryce.

OO =
O = O
= O O

Uwaga: W zwiazku z powyzszym zadaniem zauwazmy, ze znalezliémy sposob odwraca-
nia macierzy kwadratowych.® Inny bardziej “teoretyczny” sposéb zostanie podany dalej.
Niemniej sposob tu znaleziony pozostanie i tak naogot najuzyteczniejszym z praktycznego
punktu widzenia.

Zadanie 19
Zmnalez¢ macierze odwrotne do macierzy

b 1 2 -3
(“), 01 2|,
c d

00 1

Rozwiagzanie: Zacznijmy od drugiej macierzy (wymiaru 3 x 3) wykorzystujac to, co
ustaliliémy wyzej: interpretujemy sobie te¢ macierz jako macierz zmiany bazy R.. ., co
pozwala napisac

1 1 1
1 -1 -1
-1 1 -1
-1 -1 1

—_ = = =

vy = €1,
vy = 2e;+ ey,
V3 :—3e1—|—2e2+eg.

Uktad ten traktujemy jak uklad rownar na e; i rozwiazujemy wzgledem e;, co tu akurat
jest proste:

€ = Vi,
€9 :—2V1—|—V2,
e; — 7V1—2V2—|—V3.

Definicja symbolu ¢°, czyli tzw. delta Kroneckera: ', =1 gdy i = kid*; =0 gdy i # k. Kronecker
to ten, co mowit, ze dobry Pan Boég stworzyl liczby naturalne, a inne to juz ludzie.

5Tzw. nieosobliwych macierzy kwadratowych. Nie kazda macierz kwadratowa daje sie odwrécié
(macierze niekwadratowe oczywiscie nie maja odwrotnych). Ale macierze zmiany bazy z samej swojej
istoty sa zawsze odwracalne, czyli naleza do pospolitego gatunku macierzy nieosobliwych.
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Stad odczytujemy, ze

1 -2 7
Rv<—e [Re<—v]_1 = 0 1 —2 )
0 O 1
Sprawdzamy:
1 2 -3 1 -2 7 1 0 0
0 1 2 0O 1 -2]=101 0],
0 0 1 0 0 1 0 0 1

tak jak by¢ powinno.

W przypadku trzeciej macierzy postepujemy analogicznie:

Vi = e1+e2+eg+e4,
Vo = e t+e —e3—ey,
V3 = €] —ete3—ey,
V4 = el—eg—e3+e4.

Biorac sume i réznice pierwszego i trzeciego roéwnania oraz sume i réznice drugiego i
czwartego (jak kto woli, mona tez réwnania dobra¢ w pary inaczej) otrzymujemy

vi+vy = 2e;+2e3,
Vi—Vy = 2ey+2ey,
vo+vy = 2e; —2e3,
Vo—Vy = 2ey—2ey.

Robiac to samo raz jeszcze znajdujemy, ze

1
61:1(V1+V2+V3—|—V4),
1
6221(V1+V2—V3—V4),
1
63:Z(V1—V2+V3—V4),
1
64:—(V1—V2—V3—|—V4),

4

Mamy wiec (mnozenie macierzy przez liczbe to oczywiscie mnozenie przez te liczbe kazdego
elementu owej macierzy):

1 1 1 1 1 1 1 1 10 0 0
11 -1 1|11 1 -1 -1 010 0
Re<—v . Rv<—e - 1 _1 1 _1 Z ]_ —]_ 1 —1 0 0 ]. O
1 -1 -1 1 1 -1 -1 1 0 0 0 1
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(z doktadnoscia do czynnika 1/4 macierz odwrotna jest tu rowna macierzy wyjsciowej).

Wreszcie, w przypadku pierwszej macierzy 2 x 2 mozna by robi¢ tak jak wyzej, ale
prosciej (i na przysztosc bardziej przydatnie) jest zapamietaé regutke:

a b\ ' 1 d b
c d Cad—be\—c a )’

Zaktadamy tu, ze ad—bc # 0; jesli ad—be = 0, to macierz jest osobliwa i nie ma odwrotnej.
(Wyrazenie ad — bc jest to jej wyznacznik - bedzie o nich dalej).

Zadanie 20
Sprawdzi¢, ze wielomiany

wi=x+1, wy=x—1, wi =2+,

tworza baze przestrzeni wektorowej wielomianéw stopnia nie wiekszego niz dwa i znalezé
wspoltrzedne (skladowe) w tej bazie wielomianu v = 222 + 3z + 1.
Rozwigzanie: Trzeba sprawdzi¢, ze wi, Wy, w3 s3 liniowo niezalezne, czyli, ze réwnos¢

>\1W1+>\2W2+)\3W3:0,

dla wszystkich wartosci = zachodzi tylko gdy Ay = Ay = A3 = 0. To widaé¢ (tu znoéw
mozemy operowaé na “zywych” wektorach): zachodzenie dla dowolnego x réwnosci

ME+D+X@-—D+ME2+2) =0 =)+ M+ A+ X))+ X322 =0,
wymaga by A3 = 0, oraz by Ay — Ay = 01 Ay + Xy = 0. A to rzeczywiscie zachodzi tylko
dla Ay = Ay = 0. Czyli sa liniowo niezalezne, a zatem tworzg baze. Chcemy teraz napisaé

v=22"+3r+1 = Wi, + Watl, + W3l
= (@4 1)Vl + (@ = 1) 0}, + (2 + 1) v, -

Czyli U?w) = 2 oraz v(l )+v(2w)+vg’ y =31 v(lw) —vfw) = 1. Stad v} =1, v(2 ) = 0. Istotnie

w w (w w

L (z+1)+2 (2*+2)=22"+3x+1.

Zadanie 21

W bazie e, e, e3 wektory vq, v, v3 maja sktadowe (wspotrzedne) (1,2,1), (2,3, 3) oraz
(3,8,2), zas wektory wi, wy, w3 maja w tejze samej bazie sktadowe (3,5, 8), (5,14, 13) i
(1,9,2). Sprawdzi¢, ze trzy wektory vy, va, v3 lub trzy wektory wy, wo, w3 takze tworza
dwie inne bazy tej samej przestrzeni i znalezé macierz przejscia z jednej z nich do drugie;j.
Rozwigzanie: Tu z kolei nie wiemy, czym sa w istocie te wektory i operujemy wytacznie
na sktadowych. Mamy

vi = e +2e+ e3,
Vo = 261+362+363,
V3 = 361—|—862+2€3,
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Drugie od 2xpierwszego: 2vi — vy = €3 — €3, czyli e3 = €5 — 2v; + vy, To do pierwszego
1 trzeciego:

Vi = 81+282+82—2V1+V2,
V3 = 361—|—862+2(62—2V1—|—V2),

czyli
3V1—V2 = el+3€2,
4V1 — 2V2 +vy = 361 + 1082,
Teraz 3x pierwsze od drugiego i mamy e; = —5H vy + vy + v3. Zatem
e = 3vy—vy—3(=Hvy+vy+vsy),
€3 = —bvi+vVve+vy—2Vv|+Vy.

Reasumujac: trzy liniowo niezalezne wektory ey, e;, es da lo sie wyrazi¢ przez trzy wektory
Vi, V2, V3

e = 18V1—4V2—3V3,
€ = —90Vi+Vy+tvz,
es = —7vi+2vy+vs,

wiec vi, Va, V3 tez moga by¢ (sa) baza. W podobny sposob mozna wyrazi¢ e; takze przez
w;, ale juz nie bedziemy tu tego robi¢ (w zasadzie trzeba by, aby dowies¢, ze w; tez sa
baza). Mamy teraz zwiazki (w konwencji sumacyjnej):

ej =V [Rw—e]lj , Ww,; = ej [Rehw]ji .

R,_. jest macierzg przejScia z bazy e; do bazy v;, ktorg odczytujemy ze wzoréw wyra-
zajacych wektory e; przez wektory v;, a macierz R..,, jest macierzg przejscia z bazy w;
do bazy e;, odwrotna do macierzy R,.. przejscia z bazy e; do bazy w; (ktérej tu nie
wyliczylismy). Laczac te wzory otrzymujemy

W; =V [Rm—e]lj [Rehw]ji .

7

Zatem jesli X = w; X(iw), to X =v; Xév), gdzie le) = [Rm_e]lj [Ra_w]ji X{y): Przy czym

18 =5 -7 3 95 1 =27 =71 —41
Ryce Recy=| -4 1 2 5 14 9| = 9 20 9
-3 1 1 8§ 13 2 4 12 8

Macierz ta jest oczywidcie macierza zmiany bazy R, .
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Zadanie 22
Znalez¢ wspolhrzedne (skladowe) wektora z R*

)
v 1
=11
1
w bazie
1 0 0 1
—1 1 0 0
fl - 0 9 f2 - -1 ) f3 - 1 ) f4 - 0
0 0 —1 1
Nastepnie znalezé macierze przejécia z bazy fi, f5, f3, f; do bazy “kanonicznej”
1 0 0 0
e = 0 € = L e; = 0 e, = 0
1 0 ) 2 0 7 3 1 7 4 O )
0 0 0 1

i z powrotem. Znalez¢ wspotrzedne wektora v w bazie kanoniczne;j.
Rozwigzanie: Tu znéw wiemy, czym sg “zywe” wektory. Trzeba rozwigza¢ uktad v =
Z’fl +yf2 —|—Zf3—|—tf41

T+t 3,
—r+y = 1,
-y+z = 1,
—z4+t = 1.

To sie tatwo rozwiazuje bo z trzech ostatnicht =14+z2=14+14y=2+14+2=3+=.
Czyli20+3=5ix=1,y=2, z=3,t=4. Wspélrzednymi v w bazie f;, f;, f5, f; sg
liczby (1,2,3,4).

Teraz zmiana bazy. Mamy oczywisty zwiazek f; = e;(R.— f)j ;» czyli jawnie

1 0 0 1
-1 1 0 0
(fi, f2,£3,£1) = (e1, €2, €3, €4) 0 -1 1 0
0 0 -1 1

Aby mie¢ to samo w druga strone trzeba albo odwroci¢ stojaca tu macierz (czego bezpo-
srednio jeszcze robi¢ nie umiemy), albo po prostu rozwiazac cztery rownania (na szczescie
sa one proste). Pierwsze z nich, e; = xq f; + y; f5 + 21 3 + ¢ £4, daje uktad
1+ tl =1
—r1+y1 = 0
—-yn+xn = 0,
—z1 + tl =0
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ktorego jednoznacznym rozwigzaniem sg ry = y; = 21 = t; = % (wida¢ gotym okiem, ze
to jest ok.). Drugie, ey = o f] + yo £ + 25 f5 + 5 4, daje uktad

To+1ts = 0,
—ra+ys = 1,
Y2tz = 0,
—29+1ty = 0,
0 rozwiazaniu xry = —%, Yo = 29 = lg = % (tez widaé, ze to ok.). Trzecie e3 = x3f; +
ys o + 23 f3 4+ t3 £, prowadzi do
T3+ 13 0,
—x3+ys = 0,
—Y3 + 23 L,
—23+t3 = 0,
1 ma rozwiagzanie rs = y3 = —%, z3 =13 = % Wreszcie, czwarte ey = x4 f) +ysfo + 24 f3 +
tafy, czyli
Ty + 14 0,
—x4+ys = 0,
—Yst+z = 0,
—z4+ty = 1,

daje vy = ys = 24 — %, ty = % Mozemy wigc napisa¢ zwiazek e; = fj, [Rﬁ_e]kj jawnie:

1 -1 -1 -1
1 1 -1 -1

1
(e eneye) = (BB )0 | | |

1 1 1 1
Sprawdzmy, ze to jest istotnie macierz odwrotna
1 -1 -1 -1 1 0 0 1 1 0 0 0
111 1 -1 -1 -1 1 0 0 01 0 0
Rree Becp=g 11 1 1 0 -1 1 0] oo 10
1 1 1 1 0o 0 -1 1 0 0 0 1

Czyli jest ok. Teraz wspotrzedne v w bazie e;. Mamy v = f; vff) = e; [R@_f]jivff), czyli

Uy = [Reys)’; v{y)- Jawnie:

1 0 o0 1\ /1 5
-1 1 0 o2 [1
0 -1 1 o3| [1])
0 0 -1 1) \4 1

co powinno bylo od poczatku by¢ oczywiste.
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Przypomnienie.
Odwzorowanie F' z p. wektorowej V w inna (lub te sama) p. wektorowa W (oczywiscie
w ogolnosci przestrzenie V' i W moga mie¢ inne wymiary), F': V. — W jest liniowe jesli

F()\lvl + )\QVQ) = )\1F(V1) + )\QF(VQ) .

Zadanie dziatania takiego odwzorowania na (wszystkie) wektory bazy e; p. V wyznacza
jednoznacznie jego dziatanie na dowolny wektor v z tej przestrzeni.

Przyktady

i) Odwzorowanie F' : V — W dane wzorem F(v) = a, gdzie v € V, a a jest ustalo-
nym wektorem z W nie jest liniowe; ii) F'(v) = v + a roéwniez nie jest; iii) odwzorowanie
F(v) = av, gdzie « jest liczba z ciata jest liniowe; iv) F(v) = (a]v)b, gdzie a i b sa
ustalonymi wektorami, a (-|-) jakim§ iloczynem skalarnym® jest liniowe, v) za$ odwzo-
rowanie F'(v) = (a|v)v nie jest. Jeszcze inny przyklad: niech V' = Map(R,R) bedzie
przestrzenia wektorowa funkcji odwzorowujacych R w R (to jest przestrzen wektorowal).
Niech F' odwzorowuje V' w V w taki sposob, ze kazdej funkcji f € V' przypisuje funkcje
g € V zdefiniowana wzorem ¢(z) = f(x + 1) — f(x); w innym zapisie (zgodnym z bardzo
wlasciwym widzeniem funkcji jako maszynek z dziurkami - dwiema, jesli to sa funkcje
z V = Map(R,R) - do pierwszej z ktorych wrzuca sie liczbe z R i otrzymuje z drugiej
dziurki inng liczbe z R) wyglada to tak: F[f(-)] =g¢g(-) = f(- +1) — f(); kropka oznacza
wtasnie dziurke do ktorej wsadza sie liczbe. Odwzorowanie F' tez jest liniowe.

Zadanie 23
Czy odwzorowanie V = R3 w W = R? zadane wzorem

I “ @+ 2)2—2—2—4
Z - 4 + 2y + 62

jest odwzorowaniem liniowym? Jesli jest, znalezé¢ jego macierz w kanonicznych zero-
jedynkowych bazach R? i R2.
Rozwigzanie: Pytamy, czy

x To A1T1 + Aoz
HlX |y | +X | 2 =H Ay1 + Aayo
21 Z9 A121 + Aazo

()\1113'1 + )\21’2 + 2)2 — ()\1!13’1 + )\21’2) — ()\121 + )\222) —4
4(A1m1 4 Aawa) + 2(Myr + Aay2) + 6(Aiz1 + Aazo)

jest tym samym, co

T i)
AN H Y1 + M\ H Y2
21 zZ9

60 iloczynach skalarnych jeszcze nie bylo wiec powiedzmy tu, ze jest to maszynka, do ktérej wsadza
sie dwa wektory i otrzymuje liczbe z ciala, przy czym maszynka ta dziala liniowo (jak u Lema: “sepulki -
patrz sepulkowanie” przeciez wlasnie usitujemy ustali¢, co to znaczy “liniowe”...) w kazdym z wektorow.
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:>\1 (LL’1—|—2)2—:(:1—22—4:| +>\2 |:(LL’2—|—2)2_;(:2—22—4

dx + 2y + 62 4xg + 2ys + 629

Oczywiscie nie jest, bo tu np. nie wystapi wyraz A\ Aox122. To zamyka sprawe.

Zadanie 24
Wzbér
I T
F ) = |z + 25(32 ,
X3 T2 + 35(33

zadaje odwzorowanie liniowe przestrzeni wektorowej R® w nig samg: F : R3 — RS,
Znalez¢ macierz tego odwzorowania w bazie kanonicznej (zero-jedynkowej) e, es, es,
oraz w bazie tworzonej przez trzy wektory vy, v, vs:

Vi = e+ e + e3,
Vo = e} + e —|—283,

Vg = e1—|—2e2+393.

Sprawdzi¢ dziatanie otrzymanych macierzy na wektorze w, ktéry w bazie kanonicznej ma
sktadowe (3,2, 1).

Rozwigzanie: W tym zadaniu mamy do czynienia z “zywymi” wektorami, tj. mamy
jawny przepis na znalezienie obrazu dowolnego wektora bez odniesienia do jakichkolwiek
baz. Podanie macierzy jest wiec tu sztuka dla sztuki. Poniewaz F odwzorowuje R? w
te samg przestrzen R? naturalne (ale nie obowigzkowe!) bedzie znalezienie najpierw jego
macierzy w tej samej kanonicznej zerojedynkowej bazie e; “z obu stron”. Aby ten wybor
byl jasny bedziemy t¢ macierz oznacza¢ Fe)e). W celu znalezienia tej macierzy Fiee)
odwzorowania liniowego F' w bazie kanonicznej obliczamy F' na wektorach tejze bazy:

R 8
F(e))=F 0 =1|1]| =e; + ey,
o e
F(eg)EF 1 =12 :2€2+63,
o 0]

Fle3)=F | |0 =10 =3es.

Nastepnie otrzymane wspolczynniku rozktadu F'(e;) na wektory bazy tej drugiej prze-
strzeni R?, tj. trojki liczb: (1,1,0), (0,2,1) oraz (0,0,3), stawiamy po kolei “na sztorc”.
Otrzymujemy w ten sposob macierz F(e;) = e; F7(e;) = e; [F(e))|;. Jawnie:

10
Fee=(1 2
0 1

w o O

26



Jesli teraz chcemy znalezé wartosé F' na wektorze w (“wartos¢” tzn. wektor bedacy
obrazem odwzorowania F' dzialajacego na wektor w) o sktadowych (3,2, 1) w bazie e;, to
dzialamy na te sktadowe macierza Fie).):

1 0 0\ /3 3
1 20]|(2=1(7],
01 3/ \1 5

tj. F(w) = 3e;+7ex+5es. W zapisie wskaznikowym: F(w) = e; F'(w) = e; [F(e)(e)]ijw{e).
Poniewaz znamy v; jako kombinacje liniowe e;, mamy tez od razu macierz przejscia

R._,:

Re<—v -

— =
N =
W N =

a odwrotna do niej macierz R,. . rowniez nietrudno znalezé (patrz zadania 18 i 19):

Ry .= 1 -2 1

Dzialajac na sktadowe wektorow w bazie v; macierz I, powinna dawac¢ sktadowe
obrazow tych wektorow w bazie v;. Zgodnie z logika musi wiec ona by¢ dana iloczynem
macierzy Ry Feye)  Re—y:

1 1 -1 1 0 0 1 1 1
Floyw) = Roce  Fleye)  Rew = 1 -2 1 1 2 0 1 1 2
-1 1 0 0 1 3 1 2 3

1 1 -1 1 1 1 0 -3 -5

= Ryce Floyw) = 1 -2 1 3 3 5 |=|-1 2 2

-1 1 0 4 7 11 2 2 4

“Po drodze” powstala macierz Fl)«), ktorg skadingd tatwo mozna dosta¢ bezposrednio
dziatajac odwzorowaniem F' wedlug podanego przepisu na “zywe” wektory v;

SR R

F(vi)=F 1 =|3| =e;+3ey+4e;3,
= 1

F(ve) =F 1 =|3| =e;+3ey+ Tes3,
(1] [ 1

F(vy)=F | |2 =|5|=e +b5e+1le;.
_3_ _11
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Bezposrednie znalezienie w ten sposoéb macierzy F,,) wymaga dalszego roztozenia wekto-
rOw po prawej stronie na wyktory bazy v;. Zamiast tego tatwiej patrzac na juz otrzymana
macierz F,y. sprawdzic¢, ze jest dobrze:

1 1 1 1

3 :0V1—V2—|—2V3:0 1 - 1 —|—2 2 5
| 4] 1 2 3
(1] 1 1 1

3| =-3vi+2ve+2vy=-3 |1 +2|1|+2|2],
| 7] 1 2 3
[ 1 1 1 1
5 :—5V1—|—2V2—|—4V3:—5 1 —|—2 1 —|—4 2
11 1 2 3

Uwaga: Tak jak wspotrzedne (sktadowe) wektora V piszemy w tym skrypcie jako V(Ze)
lub V(if), aby pamictac¢, w jakiej bazie sa to wspotrzedne, tak tez i macierz odwzorowania
liniowego opatrujemy’ symbolami méwigcymi w jakich bazach jest ona dana. Zauwazmy
przy tym, ze wprowadzona tu notacja jest niezwykle sugestywna: symbole przypomina-
jace, co jest w jakiej bazie oraz symbole na macierzach przejécia ukladajg sie w logiczne
ciagi, nie pozostawiajac miejsca na watpliwosci, przez jaka macierz, z ktoérej strony trzeba
pomnozy¢, by przej$¢ z jednej bazy do drugie;j.

Zadanie 25

W przestrzeni wszystkich odwzorowan R w R (matematycy oznaczaja ja Map(R, R), ale
jak ja zwal tak ja zwal...) podprzestrzen wektorowa V jest rozpieta przez funkcje fi(x) =
sinz i fo(r) = cosz. Czy odwzorowanie wektorow tej podprzestrzeni zadane wzorem
F[f(z)] — f(z + a) jest odwzorowaniem liniowym? Jesli jest to podaé jego macierz

o N
Rozwiazanie: Odwzorowanie F'* jesli liniowe, bo

F¥A\gsinz 4+ A\ cosz] = Agsin(x + ) + A, cos(z + «)
= A\ F[sinx] + A\ F*[cos z] .

Aby znalez¢ macierz F&) ()’ znajdujemy dziatanie F'* na wektory bazowe i wynik rozkta-
damy znéw na te wektory:

F*(f)) = Fsinz] = sin(z + o) = cosasinz + sina cos z,

F(f;) = F®[cosz] = cos(x + o) = cosacosz — sinasina.
Stad, stawiajac wspotczynniki “na sztorc”,

g _ [ cosa —sin«
DN~ \sinae  cosa ) -

"Przynajmniej dopoki jestesmy w matematycznym “przedszkolu”.
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Zadanie 25’

Niech V,, bedzie przestrzenia wektorowa wielomianéw stopnia < n i niech odwzorowanie
F bedzie operacja wziecia pochodnej wielomianu: F[W (x)] = W'(z). Traktujac tu F jak
odwzorowanie V;, w V,, poda¢ jego macierz Fi.)) w bazie kanonicznej (e,, e,_1, ..., e, €,
gdzie e, = 2* oraz jego macierz Fipyr) w bazie

1 1 "
fop=1, fi=z-1, fzzi(g;—n2 o = (= 1)"

Rozwigzanie: Jak tatwo sprawdzic,

0 0 0 0 0

n 0 0 0 0

0 n—1 0 0 0

Feye) =

0 0 0 1 0
Istotnie: w rozpatrywanej bazie ogolny wielomian W (x) = a,z™+...a;x+ ay na sktadowe
(Gpy Qp-1, ..., a1, ag), a F[W] ma sktadowe (0, na,, (n—1)an_1,...,a1), ktore oczywiscie
dostaje sie dziatajac podana tu macierza na sktadowe (a,, a,_1, ..., a1, ag). Oczywiscie,
gdyby wektory bazy uszeregowaé¢ odwrotnie, tj. (e, €y, ... ,€e,_1, €,), to macierz F)

miataby postac

0 1 0 0 0
0 0 2 0 0

Fleye) = S
00 0 ... 0 n
0 0 0 0 0

Dzialajac odwzorowaniem F' na wektory bazy f; znajdujemy, ze F(fy) = f;_1 (przy
czym f_; = 0). Stad macierz F' w bazie (fy, fi, ... ,f,_1, £,), ma postac

0 1 0 0 0
0 0 1 0 0

Finn = :
0O 00 ... 01
0O 00 ... 00

Zauwazmy na koniec ze de facto F' odwzorowuje V,, w V,_; w zwiazku z czym, jesli
potraktowa¢ F' w ten sposob, to macierz F{s) s bedzie wymiaru (n —1) x n (tj. skroci si¢
o pierwsza (zerowa) kolumne.
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Zadanie 26
Mamy przestrzen wektorows wielomianéw stopnia < 3. Definiujemy odwzorowanie F' z
tej przestrzeni w przestrzenn wektorowa wielomianéw stopnia < 2 wzorem

FIW (z)] = W(z) + 22W(0) + 12z / ldtW(t)

Sprawdzi¢, czy odwzorowanie F' jest liniowe. Jedli tak, to znaleZé jego macierz w bazach
kanonicznych (eg, €1, €3, €3) przestrzeni wielomianéw stopnia < 3 i (eg, e;, e2) przestrzeni
wielomianéw stopnia < 2, gdzie e, = x".
Rozwigzanie: F jest liniowe bo jesli mamy wielomian W (z) = oy WM (x) + auW @ ()
to

F[W(z)] = %[alW(l)(I) + WP (2)] + 22, WD (0) + a, WP (0)]

1
+12z / dt [, W () + aaW P (1)]
0

d 1
= %W(l)(z) + a2 WD(0) + oy 12:17/ dt WO (t)
0

1
+a %W@) (2) + ap®WP(0) + ay 12x/ dt W®(t)
0
= FWW(2)] + o F[W 3 (z)] .

Teraz mozemy znalezé macierz odwzorowania F' w bazach kanonicznych. Dowolny wielo-
mian stopnia < 3 jest postaci:

_ 0 1 2 3 — 0 1 2,2 3 ,.3
W = e +eiWi) + el + esWig) = Wiy + Wipyz + Wiga™ + Wga™.

gdzie W(ie) € R sa sktadowymi wielomianu W w bazie e;. Co F robi z wektoréw bazowych?

Fleo)) = F[1] = 2°+ 127 =12e; + ey,
Fle;)=Flz] = 146z =¢;+ 6eq,
Fle;] = F[z®] = 6x = 6ey,

Fles) = F[z’] = 32 + 3z = 3e; + 3ey.

Z liniowosci F' mamy wiec (w konwencji sumacyjnej: powtarzajace sie wskazniki sa wy-
sumowane):

FIW] = Flei] W) = e [Fyo]" Wie)
; = Fle;]. Korzystajac ze znalezionego wyzej dziatania F' na wektory bazy

e; latwo znajdujemy macierz [F{.)))*; (k numeruje wiersze, a i kolumny) odwzorowania

F:

gdzie (S73 [F(e)(e)]k-

0 1 0 0
[Fowl=112 6 6 3
1 00 3
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Sprawdzmy jak to dziala. Niech W (z) = 223 — 32% + 7. Dzialanie F na W mozemy latwo
znalez¢ bezposrednio ze wzoru:

1
F[W] = 627 —6x+x2~7+12x/ dt (2t> —3t* +7) = 722 + 132> = T2e; + 13 e,.
0

Wspoétrzednymi W(ie) wielomianu-wektora W w bazie (eg, €1, €5, €3) sa

0100\, 0
126 6 3)| ,|=(72],
100 3)|7 13

czyli istotnie wspotrzedne X (ke) wielomianu X = F[W]| w bazie (eg, €1, €2).

Przypomnienie.

Obrazem® (imF) odwzorowania liniowego F' : V — W nazywa sie¢ zbior wszystkich wek-
torow w € W, dla ktorych istnicje takie v € V, ze w = F(v). Jadro (kerF') odwzo-
rowania liniowego F' tworza wszystkie te wektory v € V., na ktorych F' daje zero (tzn.
przeprowadza je na wektor zerowy przestrzeni W). Zaréwno obraz, jak i jadro F' sa
podprzestrzeniami wektorowymi odpowiednio w W i w V. Zachodzi tez zwiazek

dimV' = dim(ker /") + dim(imF) .

Zadanie 27

Znalez¢ jadro (ker) i obraz (im) odwzorowania F' trojwymiarowe]j przestrzeni wektorowej
V w inna (a moze te sama - nie jest to istotne) przestrzen wektorowa W majaca roéwniez
wymiar 3; w bazach v; € V i w; € W macierz F' ma postac

12 3
Faywy =14 56
78 9

Rozwigzanie: Znajdzmy najpierw jadro. Szukamy zatem wszystkich takich wektoréow
u=v; u’('v), ze F'(u) = 0. Jest to rownowazne zadaniu, by

1 2 3\ [uly 0
45 6| |uy =101,
78 9) \u 0

(v)

8Nie myli¢ symbolu “im” z czedcia urojona (oznaczana “Im”) liczby zespolonej!
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czyli, by

1 2 3 _
U(U) + 2 U(v) + 3 U(v) =0 s

1 2 3 _
4U(v) +5U(v) ‘I‘GU(U) = 0,

1 2 3 _

Odejmujac od trzeciego trzy razy pierwsze, a od drugiego dwa razy pierwsze dowiadujemy

sie, ze 2 u%v) + u?v) = 0, a stad, po wstawieniu tego do pierwszego, ze u:()’v) = u%v). Zatem

wszystkie wektory jadra sa postaci
A(vi—2vy 4 vy) € kerF,

z czynnikiem A\ dowolnym. Zatem dim(kerF') = 1, co oznacza, ze dim(imF') = 2.

Szukamy nastepnie obrazu (kerF'), czyli pytamy, jakie wektory t = w; t%w) daje sie
otrzymac z jakiegos u € V. Inaczej mowiac, dla jakich ¢, istnieja jakies u(,, z ktorymi
spelniony jest zwigzek

1 1
1 2 3 Ugv) tgw)
4 5 6 ugv) - tgw) 5
T8 9\, bw)

lub, co rownowazne, uktad

u%v) + QU?U) + 3u‘?v) = tw)>
4u%v) + 5u?v) + GU?U) = tlw)>
7u%v) + 8u?v) + 9u?v) = t?w) .
Znoéw odejmujac od trzeciego trzy razy pierwsze, a od drugiego dwa razy pierwsze dosta-
jemy réwnania:
2uy Futy = ) = 2t
4u%v) +2 u%v) = t:()’w) — 3t%w) .

Wida¢ z nich, ze aby istniato jakie$ rozwiazanie, sktadowe wektora t (w bazie w;) musza

spetnia¢ zwigzek 2 t%w) — 4t%w) = tf’w) — Bt%w), czyli t%w) — 22 )+ t3 ) = 0. Jesli jest on

(w (w
spetniony, to mozemy rozwiazywaé¢ dwa pierwsze rownania (drugie przerobione jak wyzej)

1 2 3 o 1
Uty +2U(y) 33Uy = ),
1 2 o 2 1
2Uy) T+ Ufy) = tw) — 2w -

Widag¢, ze dla dowolnego u?v) (i dowolnych t%w) i t%w)) mozna tak dobraé¢ u%v) i u%v), by te
rownania byty spetnione. Zatem jesli sktadowe wektora t € W spelniaja zwiazek

1 2 3 o
twy = 2tw) T tw) =0,
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to t jest obrazem jakiego$ wektora z V. Co wiecej, wektor, ktérego t jest obrazem, nie jest
wyznaczony jednoznacznie; wynika to jasno choéby z tego, ze mozna sobie wybra¢ dowolne
u?v) i znalezé rozwigzania na u%v) i u%v). Jest to oczywiscie zwiazane z tym, ze kerF jest
nietrywialne (nietrywialne tzn. zawierajace wiecej niz tylko wektor zerowy)! Poniewaz
sktadowe wektora t, ktory moze byé¢ obrazem jakiegos u wiaze tylko jeden warunek, imF
jest podprzestrzenia 3 — 1 = 2 wymiarowa; jako jej baze mozna wybra¢ np. liniowo
niezalezne wektory

h) =w; —w3, hy=wy+2ws,

ktorych sktadowe (w bazie w;) spelniaja powyzszy warunek.

Alternatywnym spojrzeniem na problem wyznaczenia obrazu F' jest zauwazenie ze
skoro F(v;) = W; [Flu)w)!’;, to obraz F' ma zawsze posta¢ kombinacji liniowej wektorow

n = wj [F(w)(v)]jl = wi+4wy+ 7Twg,

np = w; [F(w)(v)]j2 = 2W1 + 5wy + 8W3 ,

nz = w; [F(w)(v)]jg = 3W1 + 6W2 + 9W3,

i problem wyznaczenia obrazu F' sprowadza si¢ do ustalenia czy wektory n; sa liniowo
niezalezne czy nie. To za$ jest réwnowazne sprawdzeniu, czy kolumny macierzy [,
potraktowane jak wektory z R3 sa liniowo zalezne, czy nie, a jedli tak, to ile z nich
jest liniowo niezaleznych (wtedy te liniowo niezalezne kolumny przemnozone odpowiednio
przez wektory w; stanowia dobra baze podprzestrzeni imF').

Zadanie 27’
Znalez¢ jadro (ker) i obraz (im) odwzorowania F' z R* w R* zadanego w bazach kanonicz-
nych (zero-jedynkowych) e; macierza

Fleye) =

[ J S G S
— N O
O =

(el RN

Rozwigzanie: Nietrudno zobaczy¢ (golym okiem!), ze macierz Fi.).) daje zera, gdy
dziata na kolumienki

1 0
0 1
-1’ -2
0 1

Zatem jadro kerF' rozpinaja dwa liniowo niezalezne (wida¢, ze one takie sa!) wektory

J1i =€ —es3, J2282—263+e4.
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Aby znalezé wektory rozpinajace obraz imF wystarczy zauwazy¢, ze kolumienki sktado-
wych wektorow bedacych obrazami F' sa kombinacjami liniowymi kolumienek C; (zar6wno
kolumienki sktadowych wektoréw jak i kolumienki macierzy mozemy przez chwile potrak-
towa¢ jak wektory z R*Y) macierzy F| (e)(e)

)

) = Cﬂ)(le) + CQ’U(26) + Cg’(]?e) + C4U?e) y
)
)

gdzie vée) sa skltadowymi wektora v, na ktory dziata F. Z kolei z tego, ze jadro roz-
pinaja podane wyzej wektory j; i jo wynika, ze jako wektory cztery kolumienki C; sa
liniowo zalezne; liniowo niezalezne sa tylko dwie z nich: np. Cy i C3. Zatem wszystkie
kolumienki-wektory sktadowych wektoréw bedacych obrazami F' mozna dostac¢ takze jako
kombinacje liniowe tylko kolumienek C, i C3 macierzy Fl.).). Stad juz wynika, ze za
wektory rozpinajace imF mozna np. przyjaé¢ wektory

o) =e;+2e3+ ey, 0] =e; + e +e;s,

tj. kombinacje liniowe wektoréow bazy, wspotczynnikami ktorych to kombinacji sa elementy
kolumienek C, i C3 macierzy Fle))-

Zadanie 28

Znalez¢ jadro (ker) i obraz (im) odwzorowania F' z Zadania 26.

Rozwigzanie: Jadro jest to w tym przypadku podprzestrzenn liniowa przestrzeni wie-
lomianéw stopnia < 3 tworzona przez takie wielomiany W(z), ze F[W (x)] = 0 (zero 0
oczywiscie rozumiane jako wektor-wielomian zerowy). Niech W (z) = azz3+ayx®+ayz+ag.
Zobaczymy, jakie musza by¢ wspotezynniki as, as, a1, ag, zeby W (x) nalezal do jadra F.
Zazadajmy by

1 1 1
F[W] = 3@31’2 —+ 2a2:c + a1 + CL(];L’2 + 12z <Za3 + §a2 -+ 5@1 —+ ao) =0.

Wymaga to, by a; = 0, 3as + ap = 0 oraz 3az + 6as + 6a; + 12a9 = 0, czyli by cztery
wspotczynniki a; spetniaty trzy réwnania. WeZzmy aq jako niezalezng wielko$é. Wtedy
Lag i ay = —ilay. Zatem jadro odwzorowania F jest w przestrzeni wielomianéw

3 6
stopnia < 3 podprzestrzenia jednowymiarowa rozpieta przez wektor o sktadowych

as = —

1
0
_u |

1
3

w bazie e, = 2", takiej jak w poprzednim Zadaniu. Mozemy teraz skorzysta¢ ze znale-
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zionej tam macierzy [F(e)(e)]j ; odwzorowania F' by sprawdzi¢, ze istotnie

0 100 é 0

126 6 3| _u,|[=1{0].

1 00 3 G 0
—1ix

11 1 11 1
)\(eo - — = 2

Jesli chodzi o obraz odwzorowania F', to odpowiedz zalezy od troche akademickiego
problemu, co uznamy za przestrzen wektorowa, w ktora wielomiany stopnia < 3 odwzo-
rowuje F. Jedli umoéwimy sie, ze jest to przestrzen wielomianéw stopnia < n o n = 2,
to musimy zbadaé, czy kazdy wielomian postaci by + b1z + boz? jest F-obrazem jakiego$
wielomianu stopnia < 3. W tym celu musimy zbadaé, czy uktad réwnan

aq = b()

1
4(1,0 + 2(1,1 + 2(1,2 +a3 = gbl
ag +3az3 = b,

ma rozwigzanie wzgledem a;, dla zupetnie dowolnych b;. Z pierwszego a; musi byé¢ réwne
by, to nastepnie do drugiego i przenosimy na druga strone. Mamy wtedy

1
4a0 + 20,2 +as = —260 + gbl
4a0 + 12&3 = 4()2 s

i stad 2ay — 1lag = —2by + %bl — 4by. Wybrawszy dowolnie np. a3 mamy stad, dla
dowolnych by, b; i by, wyznaczone potrzebne as, a z pozostalych rownan a; i ag. Jak
wiec wida¢ rozwigzanie zawsze istnieje, czyli obrazem F', tj. imF', jest cala przestrzen
wielomianéw stopnia < 2. To, ze rozwigzanie jest niejednoznaczne (tylko 2as; — 1lag jest
wyznaczone), tzn. ten sam wielomian stopnia < 2 mozna dosta¢ jako obraz F' z roznych
wielomianéw stopnia < 3 jest oczywistym wnioskiem w tego, ze kerF' jest nietrywialne,
tzn. nie sklada sie wytacznie z wektora (wielomianu) zerowego.

Oczywiscie jesli dla jakiegos kaprysu zechcemy uznaé, ze F' odwzorowuje wielomiany
stopnia < 3 w przestrzen wektorowa wielomianéw stopnia < n o n > 3, to oczywiscie
imF juz nie bedzie caly ta przestrzenia, bo np. wielomianu W = 5z° nie da si¢ nijak za
pomoca F' z wielomianu stopnia < 3 otrzymac.

Zadanie 29

Niech wektory fo = 1+ z, f; = 2 + 2%, f; = 2% + 23, f3 = 23 beda inng baza przestrzeni
wektorowej wielomianéow stopnia < 3 (istotnie, mozna sprawdzi¢, ze sa one baza). Znalezé
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tej bazie macierz odwzorowania F' z Zadania 26. Wyznaczy¢ takze posta¢ wektorow-
wielomianéw nalezacych do jadra odwzorowania F'.

Uwaga: w przestrzeni wielomianéw stopnia < 2 trzymamy starg, “kanoniczng” baze
e, = 2", tj. chcemy by nowa macierz odwzorowania F' dziatajac na skladowe wielo-
mianu stopnia < 3 w bazie f;, dawala sktadowe odpowiedniego wielomianu stopnia < 2 w
bazie e,,.

Rozwigzanie: To zadanie mozemy wykonaé¢ postugujac sie¢ bezposrednio procedurag wy-
znaczania macierzy w danych bazach obu przestrzeni: po prostu dzialamy po kolei odwzo-
rowaniem F' na nowe bazowe wektory-wielomiany f; i wynik takiego dziatania rozpisujemy
w bazie kanonicznej ey:

3
F(f)= F(l+z) = 1+x2+12x§:eo+18e1+e2

F(fy)

5
F(z+2%) = 1+2x+12x6:e0—|—12e1

7
F(fy) = F(2* +2%) = 2:c+3:c2+12:cE =9e; +3e;

1
F(f3) 3:,;3+12xZ =3e; +3e,.

I
3
&
Z
I

Stad od razu, stawiajac odpowiednie wspotczynniki na sztorc, dostajemy

1 1 0 0
Fop=|18 12 9 3
1 0 3 3

W celach pedagogicznych otrzymamy teraz Fie)s) innym sposobem. Bedziemy po-
trzebowa¢ macierzy przejscia R..y z bazy f;, do bazy e, odwrotnej do macierzy Ry. .
przejscia z bazy e, do bazy f,. Te¢ pierwsza, tu wiasnie potrzebna, R..y, znajdziemy
tatwo bo mamy

fo = e+ey,

fi = e + e,

f2 = e €3 )
f3 = e3.

Stad

(f07f1,f27f3) = (90791782783)

O O ==
S = = O
= O O
_— o O O

czyli, w zapisie na wskazniczkach, f, = e; [R. f]j - Jesli mamy teraz dany wektor (wie-
lomian) V w postaci V = f; V(]f) (gdzie V(’f) sa sktadowymi V w bazie f;), to

V=16V =e;[Resl Vi = e V)
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gdzie V(]6 ) = [Re s, V('Ji) Niech teraz X = F[V]. Macierz odwzorowania F' zapisana “z
obu stron” w bazach kanonicznych e,, zarowno w przestrzeni wielomianéw stopnia < 3
jak 1 wielomianéw stopnia < 2, dziata tak, ze jesli X = e; X (ie), to

e; X{oy = FIV] = Flex] Vig) = e [Floyo)) s Vo) -
Wyrazajac tu V(’Z) przez V(”f) za pomoca macierzy [Re. f]kj dostajemy
€i X(o) = €i [Floo] x [Rees]"; Vi) -

Tak wiec wspolrzedne w bazie e; wielomianu X (otrzymywanego jako obraz wielomianu
V przy odwzorowania liniowym F') ze wspolrzednych V w bazie f; daje nam macierz

[Fown]'; = [Feye) & [Re—ysl; -

Tak wiec

Jawnie macierzowo:

1000
0100\ ([, oo 1 1 00
Fop=112 6 6 3|, [ | o= 1293
Loos)\y . 1 0 3 3

Oczywiscie jest to ta sama macierz, ktora juz otrzymaliSmy na poczatku.

Sprawdzmy teraz to wszystko na wielomianie W = 223 — 322 + 7, ktory juz nam stuzyt
za przyktad w zadaniu 26. Zapiszmy go najpierw w bazie f;. W tym celu wyrazamy
najpierw wektory e; przez f;. Idac “od dotu” mamy: e; = f35, e; = f; —e3 = f;, — f3, etc.
Latwo wiec znajdujemy, ze

eg = fo—f +1£, -1,

e = f; —f, + 13,
€2 f, — 13,
€3 f3 .
ZnalezliSmy zatem macierz Ry,
1 0O 0 0
-1 1 0 0
Rpee=1 1 1 1 o
-1 1 -1 1



odwrotng do R._. Istotnie,

1 00 0 1 0 0 0 10 0 0
11 0 0 -1 1 O 0 (0 1 00
01 1 0 1 -1 1 0o |00 10
0 011 -1 1 -1 1 0 0 0 1

Mozemy teraz roztozyc¢ wektor W w bazie f;:

W:2€3—362+760:2f3—3(f2—f3)+7(f0—f1+f2—fg)
:7f0—7f1—|—4f2—2f3

W bazie f; wielomian W ma wiec sktadowe

Jesli na te skladowe podzialamy macierza Fi.)s) to dostaniemy

1 100 _77 0
1812 9 3| l=[72],
1o 33/ 13

czyli to samo, co poprzednio (bo to co wychodzi to maja by¢ sktadowe F[W]| w tej samej
bazie, co poprzednio, czyli w bazie e;).

Wektory nalezace do jadra odwzorowania F' musza mie¢ takie sktadowe V(Zf) = a;, na
ktorych zeruje si¢ macierz Fiey(s):

Qo

L1 00\ [, 0

18 12 9 3 alzo

1 0 3 3 2 0
as

Nietrudno ustali¢, przyjmujac np. sktadowa ag = A jako dowolna, ze sa to wektory o

sktadowych a; = — A\, as = —%)\, asz = %)\, czyli wektory-wielomiany postaci
5 1 oy Do o3y, L3
)\(fo—fl—6f2+§f3):>\[1+x—($+x )—é(x + )+§x]
11 1
E)\[l—gag—gxg],
takiej samej, jak ustalilismy to w Zadaniu 28. Oczywiscie te same skladowe V((}) = ),
V(}) = -\, Vé) =—2) V(i}) = 1 )\, mozna bylo tez otrzymac¢ dzialajac macierza Ry . na

sktadowe V(g) =\, Vé) =0, Vé) = —% A V(?;) = —% A znalezione w Zadaniu 28.
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Zadanie 30
Zapisa¢ macierz odwzorowania F' z zadan 26 i 29 w bazie e, = 2", n = 0, 1, 2, 3 przestrzeni
wektorowej wielomianéw stopnia < 3 oraz w bazie g;, j = 0, 1,2 danej wzorami

gy = ey+2e +3ey,

g = e +4ey,

g2 = 2 (SHI
(tj. w bazie tworzonej przez wielomiany gy = 1 + 2z + 32%, g, = 3z + 42? i gy = 22?)
bedacej baza przestrzeni wielomianéw stopnia < 2.

Rozwigzanie: Znéw musimy znalez¢ macierz przejscia z bazy e, do bazy g;. Z trzeciego
zwiazku mamy e, = %gg. Z drugiego wtedy 3e; = g1 — 2g,. W koiicu

2( 22) 3 2 1
ey = —_ = — — — = — = —_ = .
0= 80 3 g1 g2 ng £o 3g1 6g2
Ostatecznie wiec mamy
1 0 0
(80,81,82) = (€0,e1,e2) | 2 3 0
3 4 2
czyli gj = €; [Re—y|"; oraz
1 0 0
(e, €1, e2) = (80,81, 82) _§ %2 (1] )
6 3 2

<.

czyli e, = g; [R‘m_e]jk. Musi oczywiscie by¢ e, = g; [Ryce)’), = €i [Recg]'; [Rge)’ s, czyli

[Rey]’j [Rge)’ i = 6" Mozna to jawnie sprawdzic:

J

10 0
Recy-Ryee=12 3 0| [ -
3 4 2

1 0 O 1 00 1 0 0
Ryce  Recy= —% % 0 23 0l=1010
1 2 1
-5 —3 3 3 4 2 0 0 1
Mozemy teraz zapisywaé sobie zwiazek X = F[V] w dowolnych bazach:
e X = € [Flowl'; Vi » czyli Xl = [Flo@l'; V)
lub, wyrazajac e; przez g;,
gj [Ry—el; [Fleyo)'; Vi) = 8 [Flo); V) » vl X{y = [Foel'; Vi
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gdzie [Fig)))'; = [Rg—e]’ s, [Fle)e))¥;. Jawnie (macierz Fi..) jest podana w zadaniach 26
i 28):

1 0 0 0 100 0o 1 0 0
Floye) = —% 5 0 12 6 6 3= 4 5§ 2 1
2 1 1 2 1

5 T3 2 1003 -5 % 4 -3

Mozna tez mie¢ macierz odwzorowania F' w bazie fj, przestrzeni wielomianéw stopnia < 3
i bazie g; przestrzeni wielomianéw stopnia < 2. W tym celu trzeba V(je ) zapisaé¢ jako
V(’e) = [Rehf]]kV(’}), co da [Figyply = [Floye) s [Reesl's, czyli jawnie (biorac macierz
[Re—y]', 7 poprzedniego zadania)

1 0 0 O
! 1o, 1) (01 10 I TR R |
2 6 2 00 1 1 3 6 2 T2

Te sama macierz Fi, sy mozna takze otrzymac z macierzy Fi.) sy znalezionej w poprzednim
zadaniu: [Fig) )y = [Rgeel’; [Fleyp)]'y czyli

1 0 0\ /1 1 00 1 1 0 0
Fopn=|-2% 3 0 18 12 9 3= % & 3 1
5 SR N B P SR T R

6 3 2 3 6 2 2

SprawdZmy to wszystko na naszym wielomianie W = 22% — 322 + 7, ktory w bazie e;
mial sktadowe (7,0, —3,2). Dzialajac na te sktadowe macierza F{4 ) dostajemy

0 1 0 0 g 0
4 3 2 1 = 24 |,
15y 1 3 83
2 6 2 9 2

to jest sktadowe F[W] w bazie g;. Zatem
83 . 83 ,
F[W]:0-g0—|—24-g1—?-g2:24-(3z+4x)—?-(21'):7293%—13:17 ,
tak, jak by¢ powinno (F[W] jest wektorem i nie moze zaleze¢ od wyboru baz, ktore sa

czyms$ pomocniczym jedynie). Podobnie, dziatajac macierza Fig) ;) na znalezione w po-
przednim zadaniu sktadowe (7, —7,4, —2) naszego wielomianu W w bazie f; otrzymujemy

1 1 0 0 7 0
16 10 -
100 3 — | 24 |,
A w9 1 4 8
2 6 2 T2 _9 2
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czyli te same skladowe F[W] w bazie g;.

Zadanie 31

Pewne odwzorowanie liniowe G' z R? w R3 jest takie, ze
1 3 1 -1 —1 -1
1 2 -1 4 0 -3

Zmalez¢ macierz G .)) tego odwzorowania w bazie kanonicznej

1 0 0
er= (0], e=|1], e = |0
0 0 1
Zmalez¢ takze wynik dziatania
2
G 0
—1

Rozwigzanie: Dla porzadku trzeba najpierw sprawdzié¢, czy wektory

1 1 -1
f1 - 1 y f2 - 2 5 f3 = 1 5
1 —1 0

na ktorych zadane jest dzialanie GG, sa liniowo niezalezne. Jesli sa, to rozpinaja cala
przestrzen R3 i moga by¢ jej bazg. W takim przypadku zadanie odwzorowania G na
tych trzech wektorach wyznacza juz dziatanie G na kazdy wektor z przestrzeni bedacej
dziedzina G, bo kazdy wektor z tej dziedziny mozna zapisa¢ jako kombinacje liniows trzech
wektorow, na ktorych dzialanie G jest znane. Gdyby sie okazalo (ale sie nie okaze), ze
trzy wektory f;, na ktorych dziatanie G jest zadane, sa liniowo zalezne, to trzeba by
sprawdzié¢, czy takie zdefiniowanie G jest niesprzeczne, tzn. czy spetniona jest liniowosé;
nie datoby si¢ jednak wtedy znalezé calej macierzy odwzorowania G w zadnej bazie.
Niemniej, nawet jesli trzy wektory f; nie rozpinalyby calej dziedziny G, nie przekreslatoby
to z gory mozliwosci znalezienia wartosci G na podanym w zadaniu wektorze: mogloby
sie bowiem okaza¢, ze akurat ten wektor jest liniowa kombinacja tych, na ktoérych G
jest zadane. Dopiero, gdyby ten wektor nie byl liniowo zalezny od tych, na ktoérych
dziatanie G jest zadane, druga czes¢ zadania nie moglaby by¢ rozwiazana. Roéwnanie
)\1f1 + )\gfg + )\3f3 =0 daje uktad réwnan

)\1+ >\2—>\3 = 0,
MA+20t) = 0,
A= Ao -
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7 trzeciego Ay = \; do pierwszego i drugiego, co da uktad dwu réwnan 2A\; — A3 = 0 oraz
3A1 + A3 =0, czyli b\ = 0 ete. Widaé, ze jedynym rozwiazaniem jest \y = Ay = A3 = 0,
czyli wektory f; sa liniowo niezalezne. To samo mozemy sprawdzi¢ gdy chodzi o wektory

3 —1 -1
g1= 12|, g=|1/|, g=|1
2 4 -3

Roéwnanie £1g1 + €280 + 383 = 0 daje uklad rownan

36+ & — & = 0,
260+ &L+ & = 0,
26 +46—-35 = 0,

ktory tez ma tylko rozwiazanie & = & = &3 = 0, czyli - jak sie tego kiedy$ dowiemy
- odwzorowanie G jest nieosobliwe bo przeprowadza R® w cate R3 (ma wigc trywialne
jadro do ktorego nalezy tylko wektor zerowy). Zatem w bazach: f; dla wektoréw odwzo-
rowywanych i g; dla wektoréw bedacych wynikiem odwzorowania, macierz G ma postac
trywialng

0
G = 0
1

OO =
O = O

Oznacza to, ze jesli G[v]| =wiv =f; véf), aw=g,; wgg), to macierz G4 (y) robi sktadowe
wég) ze sktadowych vff) wedlug przepisu: wgg) = [G(g)(f)]]ivéf)'

Jesli teraz f; = ey [Ref]"; to v‘('“e) = [ReyJF
Ik

ivff) i odwrotnig, vff) = [Rﬁ_e]ik' vfe).
wég) i odwrotnie, wég) =

W podobny sposob, jesli g; = e [Re—g]";, to wé“e) = [Reyl®

[Ryel’ s wéfe). Jesli wiec znajdziemy macierze [R.. 4| i [Rf—.], to bedziemy mogli napisac

wéfe) = [Reﬁg]ki wég) = [Reﬁg]ki [G(g)(f)]ijvgf)
= [Bey]s (i)' [Brel 1 v1e) = [Groyo]1 Vi) -
Zatem [G(¢))]") = [Req®; [Gio)(p)] [R;_.)’;,. Aby wiec znalezé¢ macierz Gy odwzoro-

wania G w bazie kanonicznej trzeba znalez¢ macierze [R.4| oraz [Ry_.|. Pierwsza jest
banalna, bo mamy dane wektorki g; = F[f;]: np. g1 = 3e; + 2es + 2e3, etc. Stad

3 -1 -1
[Rey]=12 1 1
2 4 -3

Podobnie banalnie jest dana macierz [R;]:

1 1 -1
Resj=11 2 1],
1 -1 0
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ale my potrzebujemy [R;_.]. Musimy wigc rozwiaza¢ uktad réwnan wektorowych
f1 = e+ ey +e;s,
f, = e +2e;—es,
f3 = —e; + ey.
Od drugiego odjaé pierwsze: es—2e3 = foy—f;. Do drugiego dodaé trzecie: 3e;—e3 = fo+15.
Dalej juz tatwo:
382—663 = 3f2—3f1, 62—263 = f2— fl,
382— ey — f2—|— fg, 682—263 = 2f2+2f3

Stad: bes =3f; —2f; + f3 oraz bey = f; + £, + 215 i teraz e; =
3f; + 2f, — f3). Ostatecznie mamy

(5F —f; — f, — 25 —

1
5

1
e = g(fl—l—fg—Bfg),
1

€y = g(fl+f2+2f3)>
1
ey — g (3f1 — 2f2 + fg) y
czyli macierz Ry._. ma postac
1 1 1 3
[Rf—c] = R 1 1 =2
-3 2 1

Aby sprawdzié¢, czy sie nie pomyliliSmy w rachunkach i przeé¢wiczy¢ mnozenie macierzy
sprawdzamy

11 -1 1 1 1 3 1 0 0
[Ref| - [Rp—e] =1 2 1 T 1 1 =2|=(01 0
1 -1 0 -3 2 1 0 0 1
W druga strone tez mozna sprawdzic:
1 1 1 3 1 1 -1 1 0 0
[Rfe] - [Rey| = R 11 -2f-11 2 1 |=10120
-3 2 1 1 -1 0 0 0 1

No to $wietnie. Zatem mozemy juz znalez¢ macierz Gy odwzorowania GG w bazie kano-
nicznej e;: [Goye)]*s = [Reegl’s[Goy(p)] jRr—el s = [Reg]’i[Rye]’, poniewaz [Grg )] ; =
¢*;. Czyli macierzowo

3 -1 -1\ (/1 1 3 10 2
Gow=(2 1 1 ]-z[1 1 —2)={01 1
2 4 -3 -3 2 1 3 0 —1



Jesli mamy juz [Ge)] W bazie kanonicznej ey, ¢ = 1,2,3, to mozemy tatwo znalez¢
dziatanie G na wektor

W bazie kanonicznej ma on oczywiste sktadowe (2,0, —1) a zatem wspotrzedne (sktadowe)
wektora G(w) w bazie kanonicznej sa dane przez

10 2 10 2
det{0 1 1 |=l01 1|=-7,
3.0 —1 3.0 -1

czyli jest rozny od zera. W konsekwencji (jak sie tego dowiemy) ker(G) = {0} (jadro
odwzorowania jest trywialne).

Innym (szybszym) sposobem znalezienia G(w) jest roztozenie w w bazie wektorow f;,
1 = 1,2,3, na ktorych dziatanie G zostalo zadane, tzn. znalezienie wspotczynnikow y;,
1 =1,2,3 we wzorze

1 1 -1 2
|l 4+ye| 2 | +ys| 1 | =10
1 -1 0 -1
Latwy rachunek daje y, = —%, Yo = %, Y3 = —%. Zatem korzystajac z liniowosci odwzo-
rowania G mozemy napisac:
2 1 1 [—1
1 4 7
-1 1 -1 | 0
3] —1 —1 0
2 | 4 -3 7]

tak jak poprzednio.

To co zrobiliémy w ostatnim punkcie podpowiada pewien szybki sposéb znajdowa-
nia macierzy odwzorowania G'.).) (podobny do podanego na koiicu Zadania 17 sposobu
znajdowania macierzy przejscia z bazy do bazy). Rozlézmy ogolny wektor z R3 na trzy
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liniowo niezalezne wektory f;, na ktorych dziatanie odwzorowania G jest znane. Latwo
znajdujemy, ze

a 1 1 1 1 1 -1
bl ==(a+b+3c) 1| +=(a+b—2¢) | 2 | +=(=3a+2b+c)| 1
c] ° 1] 0 “1] 0 0

Dziatajac zatem na ten ogélny wektor odwzorowaniem G mozemy tak jak wyzej na-
pisac:

a 1 3 1 -1 1 -1
Gl|b| ]| ==(a+b+3c) 2| +=(a+b—-2¢) | 1 | +=(=3a+2b+c)| 1
5 5 5
c 2 4 -3
Zbierajac to do kupy mamy
a 1 5a + 0b + 10c
G| |b = —| Oa+5b+ 5c
c 15a + 0b — 5c¢

Ekstrahujac zuriick ogélny wektor mozemy prawsg strone przedstawi¢ w postaci

a 1 5 0 10 a
G b = R 0 5 5 b
c 15 0 =5 c

Weiggajac 1/5 widzimy, ze otrzymaliSmy macierz G(e.). Jest tu jednak pewna poje-
ciowa trudno$¢ polegajaca na tym, ze (zgodnie z przyjetym przez nas sposobem zapisu)
liczby w kwadratowych nawiasach oznaczaja “Zywe” wektory z R™ (a nie nie ich skla-
dowe), a macierz odwzorowania powinna by¢ macierza w jakiej$ bazie. Tu oczywiscie,
poniewaz “zywy’ wektor z R™ wyglada dokladnie tak, jak jego sktadowe w kanonicznej
zero-jedynkowej bazie, nalezatoby najpierw zapisa¢ przedostatnia réwnosé w postaci

a 1 5a + 0b + 10c¢
c 15a + 0b — 5¢

i czytaé¢ ja: “dzialajac na wektor, ktorego sktadowymi w kanonicznej zero-jedynkowe;j
bazie R? sg (a, b, ¢) odwzorowanie G daje taki wektor z R3, ktorego sktadowymi sa réwne
(5a + 0b 4 10¢, 0a + 5b 4 5¢, 15a + 0b — 5¢).” Po czym zrobi¢ to co zrobilismy wyzej i
uzyska¢ macierz, ktéra wobec tego jest macierza G ey ) odwzorowania G' w kanonicznych
zero-jedynkowych bazach (z “obu stron”).
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Zadanie 32
O odwzorowaniu liniowym H z R® w R?® wiadomo, zZe

1 2 0 -1 1 ~1
o3 ]=10], Hl|-1]||=|1], gl |o|l]|=13
0 1 1 -3 3 -8

Zmalez¢ wynik dziatania odwzorowania H na wektor

-1
)
2

Czy da sie znalez¢ macierz H.) tego odwzorowania np. w bazie kanonicznej (zero-
jedynkowej)?

Rozwigzanie: Zadanie to ma zilustrowa¢ uwagi poczynione na poczatku rozwigzania
poprzedniego zadania. Nietrudno sprawdzié, ze trzeci z wektoréw, na ktérych znane jest
dzialanie odwzorowania H, jest liniowo zalezny od dwu pierwszych:

Trzeba wiec najpierw sprawdzié, czy rzeczywiscie jest to odwzorowanie liniowe. Na szcze-
Scie jest:

1 1 0 2 -1 -1
H{]0 =H| |3 +3H -1 =|0(+3] 1 |=]3
3 0 1 1 -3 -8

Poniewaz znamy dziatanie H tylko na dwa liniowo niezalezne wektory, a przestrzen jest
trojwymiarowa, wiec zadanie mogloby nie da¢ sie rozwigza¢. Ale sie daje, bo akurat

-1 1] 0
v=|-5|=—=—|3|+2] -1
2 0] 1
Zatem
-1 1 0 ] 2 -1 —4
H| | -5 =—H| |3 +2H| | =1 =—|0|+2| 1 |=1] 2
2 0 1 1 -3 -7

Oczywiscie wektor v mozna by roztozy¢ inaczej na trzy wektory, na ktérych dziatanie H
jest zadane. Najogolniej:

-1 1 0 1
v=|-5|=(—-1)|3]|+Ba+2)|-1|—-a |0
2 0 1 3
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Mozna sprawdzi¢, ze niezaleznie od wartosci a, ktéra jest tu dowlna, otrzyma sie to samo
G(v), co wyzej.

Jako ze nie znamy dziatania H na wystarczajacej liczbie liniowo niezaleznych wekto-
row, powinno by¢ jasne, ze nie uda sie podaé catej macierzy tego odwzorowania (w zadnej
bazie). Jesli do dwu pierwszych (liniowo niezaleznych) wektorow fj i fy, na ktérych zadane
jest dziatanie H dokooptowaé jakis trzeci f5 - dowolny, byle liniowo niezalezny, a do dwu
wektoréw g i go bedacych H-obrazami f; i f; tez dokooptowadé jakis trzeci gz liniowo
niezalezny od g; i go, to mozna powiedzieé¢ tyle, ze w tak utworzonych bazach (f;, fs, f3)
oraz (g1, g2, g3) macierz odwzorowania H ma postac:

10 ?
Hgppn=10 17
00 ?

O jej elementach oznaczonych znakami zapytania nic nie mozemy powiedzie¢. Jesli przejscé
do innych baz, np. do kanonicznych, to po pomnozeniu H )y z lewej i z prawe]j strony
przez odpowiednie macierze przejScia, nieznane elementy H,) ) “rozpropaguja’ si¢ po
calej macierzy i naog6t nie bedziemy znaé¢ zadnego z jej elementow.

Zadanie 33
Odwzorowanie liniowe F : R? — R3 dzialajac na trzy wektory

1 2 1
fl =12 > f2 =10 s f3 = |4 ,
1 3 1
daje
_1 2 T _3
Ff)=11|=g., F(fy;)=|-3| =g, Ffs)=1| 3 | =g3.
0 1 0

Zmalez¢, jesli to mozliwe postac¢ macierzy Fie)(.) tego odwzorowania w bazach kanonicznych
(zero-jedynkowych).

Rozwigzanie: Po pierwsze sprawdzamy, czy trzy wektory fi, f5 i f3 sa liniowo niezalezne.
Sa. Moga wiec stanowié¢ baze przestrzeni R3. Nastepnie sprawdzamy, czy trzy wektory
g1, g oraz gz sa liniowo niezalezne. Oczywiscie nie sa: gz = 3g;. Czy tak moze by¢? tzn.
czy odwzorowanie F' jest naprawde liniowe? Z liniowo$ci wynika, ze gdyby trzy wektory
fi, f5 i f5 byly liniowo zalezne, to ich obrazy, tj. trzy wektory g, g oraz gz tez musiatyby
by¢ liniowo zalezne (zob. uwagi w rozwiazaniu zadania 31). Na szczescie w druga strone
stwierdzenie nie zachodzi: z liniowej zaleznosci wektorow g, g2, g3 nie wynika liniowa
zaleznosé wektorow fy, f5 i f3. Jesli jadro odwzorowania F'| kerF, jest nietrywialne (tj.
nie sktada sie wylacznie z wektora zerowego), to istnieja jakies wektory z # 0, takie ze
F(z) = 0. Wowczas

F()\lfl + )\ZZ) = )\1F(f1) + )\ZF(Z) = )\1F(f1) 5
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ale same wektory f; i A\ifj + A,z sa liniowo niezalezne (musza byé¢, bo gdyby byty li-
niowo zalezne, to f; by musial naleze¢ do jadra) i tak tez musi by¢ w rozpatrywanym tu
przypadku.®

Mozemy teraz dokooptowaé jakis wektor gf, ktory jest liniowo niezalezny od g1 i g
i razem z tymi dwoma bedzie tworzy¢ drugg baze przestrzeni R3. Moze to by¢ dowolny
wektor

pod warunkiem, ze a + b+ ¢ # 0 (jest to warunek liniowej niezaleznosci g od g; i g9
znaleziony najprostsza metoda tj. wyznacznikowa - bedzie dalej). W bazach (g, go, g5) i
(f1, £5, f3) macierz odwzorowania F' ma postacé

o = O
S O W

1
Fon =10
0

Z kolei macierz F{)) otrzymamy obliczajac iloczyn macierzy:
Fleye) = Reeg * Fl)(s) * Rye-

Musimy wigc znalez¢ macierze przejscia R.4 oraz Ry_.. T¢ pierwszg mamy “za darmo”,
bo

(81,82,85) = (er,es,e3) [ 1 =3 b

Wystepujaca tu macierz jest wlasnie macierza R..,. Aby zas znaleZ¢ macierz Ry,
musimy odwrocié oczywiste zwigzki

f1 = e+ 2 €y 1+ e3
f2 =2 (S3] +3 €3
f3 = e1—|—4e2+e3.
Odejmujac od trzeciego pierwsze mamy natychmiast e;. Wstawiajac tak wyznaczone e,

do pierwszego i drugiego otrzymujemy rvwnania na e; i es, ktore juz tatwo rozwigza¢. W
ten spos6b znajdujemy, ze

e = 6f1—f2—3f3
e = 1f —l—le
2 9 1 9 3
ey — —4f1—|—f2—|—2f3.

9Zauwazmy, ze jest to typowa sytuacja, gdy F' odwzorowuje wektory z p.w. V w wektory z p.w. W o
wymiarze mniejszym niz wymiar V (tj., gdy dimW <dimV).
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Mamy wiec juze wszystkie potrzebne elementy:

-1 2 a 1 0 3 6 —% —4
F(e)(e) = Re<—g : F(g)(f) : Rf<—e = 1 -3 b 0 1 0 —1 (1) 1
0 1 ¢ 0 0 O -3 = 2
2
-1 2 =3 6 —1 —4
= 1 -3 3 -1 0 1
0 1 0 -3 3 2

Jak widac i jak sie nalezalo spodziewac, dowolne elementy wektora g nie wejda do kon-
cowej postaci macierzy Fe).). Wykonujgc ostatnie mnozenie macierzy, znajdujemy, ze

Majac Fle)e) nietrudno znalezé sktadowe zfe) wektora z nalezacego do jadra (in fatti,
rozpinajacego w tym przypadku cate kerF'), a tym samym jego jawna postaé¢ z = eizze):

1
z=|1]| €kerF'.
1

Oczywiscie f3 = 3f; — 2z.

Zadanie 34
Odwzorowanie liniowe F' : V' — W odwzorowuje wektory o sktadowych

(1) ()

4 -3
5 1, 0|,
~1 5

w bazie g;, i = 1,2, 3 przestrzeni W. Poda¢ macierz tego odwzorowania. Wyznaczy¢ jego
jadro i obraz.

Rozwigzanie: Sprawa jest banalna. Niech [F(g) )]’

i = aij (zeby mniej pisa¢). Mamy

a11 a2 4 ail a2 -3
3 7

a1 A2 =1 5 |, Ay Ao =1 0
1 2

as;  asz —1 asy  Asz 5
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Mamy wiec trzy niezalezne uktady réwnan, kazdy na dwa elementy odpowiedniego wiersza
macierzy (g ). Np. na elementy ai; 1 aj2 mamy

3ay + aip = 4,
7&11—|—2(L12 = —3,

itp. Rozwiazujac je znajdujemy, ze

—11 37
Flgye) = —710 35
—99

Poniewaz na dwu liniowo niezaleznych wektorach z V', vi =3e;+ ey i vy =Te; +2e5
odwzorowanie daje niezerowe wektory (z W), a dimV = 2, wiec jadro F' jest trywialne
(sktada sie tylko z wektora zerowego). Jesli za$ chodzi o obraz, to oczywiste jest, ze
skoro przestrzen W jest trojwymiarowa, a odwzorowywane sa tylko dwa liniowo niezalezne
wektory, to dim(imF') = 2 (to samo bardziej formalnie: dim(imF') =dimV —dim(kerF’) =
2 —0 = 2). Tymi dwoma liniowo niezaleznymi wektorami rozpinajacymi obraz sa np.
wektory o] = 4g; +582 — g3 102 = —3g; +5g3. Moglyby to tez by¢ wektory o] =
—11g; —10gy + 783, 0, = 37g; + 35 g2 — 22 g3 czyli kombinacje liniowe wektorow bazy
g ze wspotczynnikami bedacymi elementami kolumn macierzy F{g) ) (zobacz zadania 27
i 27). Oczywiscie 01 = 30} + 0}, a 0y = 70 + 20},

Zadanie 35
Zmalez¢ w zero-jedynkowych kanonicznych bazach przestrzeni R? i R? macierz odwzoro-
wania liniowego F' zadanego poprzez jego dzialanie na trzy wektory z R3:

1 1 1
F(BN -1 (D (B -1
3 1 0

Rozwigzanie: Najprostszym sposobem rozwiazania jest oczywiscie roztozenie ogélnego
wektora z R? na wektory, na ktorych dziatanie F jest zadane:

a 1 1 1
bl =(—a+b) 2| +Ba—-3b+c)|1|+(—a+2b—0c)|1],
c 3 1 0

(poniewaz sie to daje zrobi¢, wektory te sa liniowo niezalezne) i skorzystanie z liniowosci
E"

Fl|o| | =(-a+0) B] + (3a —3b+c) [(1)] +(—a+2b—c) “} = [_3a+a4b_c].
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Utozsamiajac nastepnie wektory z ich sktadowymi w bazach kanonicznych mozemy stad
natychmiast (tak, jak w zadaniu 17) odczyta¢ szukana macierz

1 0 0
F(e)(e>=<_3 A _1)-

Innym (wyjatkowo czesto praktykowanym przez studentéw na kolokwium) sposobem
jest po prostu rozwiagzanie (po mniej lub bardziej swiadomym utozsamieniu “zywych”
wektorow w R"™ z ich sktadowymi - litoSciwie nie nalezy wnika¢ w stopieni tej Swiadmosci...)

ukladéw réwnan:
(fn fio s )
for fao fo3
(fll Jiz fi3 )
for fao  fo3

( fu fiz fis )
far fa2 o fo3
Troche to zmudne, ale wychodzi.

Rozpatrzmy jeszcze metode wykorzystywana w zadaniach ... tj. przyjmijmy trzy

liniowo niezalezne wektory v;, na ktorych dzialanie I jest zadane za baze przestrzeni R3.
Mamy wtedy

O = = H = WN
Il
VR
O =
~

1 1 1
(Vi,va,v3) = (e, ez,e3) | 2 1 1
3 1 0

Macierz ta jest macierza R.._, zmiany bazy. Trzeba ja odwrécié, by znalezé macierz R,._..
Postepujac standardowo, tj. rozwigzujac uktad rownan na v; znajdujemy, ze

-1 1 0
(91762783) = (V17V27V3) 3 -3 1
-1 2 -1

Stojaca tu macierz to wlasnie R, ..
Poniewaz F' odwzorowuje w przestrzen o wymiarze réwnym 2, przeto jest oczywiste
(powinno by¢!), ze trzy wektory bedace obrazami wektoréw v; nie moga by¢ razem baza.

Musimy sobie wybra¢ dowolne dwa z nich (bo dowolne dwa juz sa liniowo niezalezne).
Wezmy zatem za baze

1 1 1 1
o O O]



i wtedy

1

W zwiazku z tym, ze F(vi) = —g1 + 282, F(v2) = g1, a F(v3) = g2, mamy macierz
odwzorowania F' w bazach v; i g;

—1 1 0
F(g)(m:(Q 0 1)-

Macierz Fie)) otrzymamy obkladajac powyzsza macierzami zmiany baz:

1 1 0

1 1\/-1 1 0
Fleye) = Reyg - Flg)w) - Boe = 3 -3 1
0 1 2 0 1)\ 5

(DS )= (500

Oczywiscie za baze R? moznaby przyjaé¢ inne dwa z trzech wektoréw bedacych obrazami
v;. Wtedy inng postac¢ by mialy macierze Fl ) oraz R._, ale konicowa macierz Fi.))
wysztaby taka sama.

Zadanie 36
Dane sa dwie macierze
1
F=(1 2 3), i G=|2
3

Znalez¢ iloczyny F -G i G - F.

Rozwiazanie: Macierz F' jest (moze by¢ traktowana jak) macierza jakiegos odwzorowa-
nia /' p.w. V o wymiarze 3 w jakas p.w. W o wymiarze 1, macierz za§ G - macierza
odwzorowania G : W — V'; obie one sa dane w jakich$ bazach. Aby mnozenia miaty sens
trzeba przyjaé, ze odpowiednie bazy sa zgodne. W notacji wprowadzonej w poprzednich
zadaniach powinno by¢ tak

1
F-G=Fygy Gpeg=(1 2 3)[2|=(>14),
3
1 1 2 3
G- F=Gyyg Gopn=12](1 2 3)=12 4 6
3 3 6 9

Macierz F' - G jest macierza odwzorowania z przestrzeni wektorowej W w przestrzen
wektorowa W i wtedy mozemy przyjac¢, ze bazami tej przestrzeni (“po prawej i po lewej
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stronie”) sa jakie§ bazy g;, gdzie i = 11 g} z i = 1; moga one (ale nie musza) by¢ tozsame;
a baza f; z i = 1,2,3 przestrzeni V' w ktorej dana jest macierz Gy musi by¢ (zeby
mnozenie macierzy mialo sens) ta sama baza w przestrzeni V, w ktorej jest dana macierz
Fgnp)-

Z kolei macierz G - F' jest macierza odwzorowania z V' w V' i zeby mnozenie miato sens
nie musimy zakladac, ze bazy f; z i =1,2,31f z i = 1,2, 3 sa ta sama baza, ale musimy
zatozy¢, ze baza w przestrzeni W w ktorej dane sa macierze F' i G jest ta sama.

Oczywiscie macierze jako takie mozna sobie mnozy¢ (jako sztuka dla sztuki) bez przej-
mowania sie bazami.

Zadanie 37
Jesli jest to mozliwe, znalez¢ iloczyny A - B oraz B - A macierzy:

o a=(0h) =5 1),

2 -3 5
.. 1 5 3
i1) A—<2 3 1), B=[-1 4 -2],

Rozwiazanie: i) Poniewaz obie macierze sa kwadratowe oba mnozenia sa wykonalne

- (1 n+m
N )
Tu akurat A- B = B - A, cho¢ naog6t tak nie jest.

Odp. ii) Mozna tylko obliczy¢ A - B:

2 -3 5
1 5 3 6 14 -2
A= N1 )= )
2 -3 1 3 1 1 10 —-19 17

Przypomnienie.

Odwzorowanie liniowe F': V — K, gdzie K jest jakims ciatem liczbowym, naogét R lub C,
zwie si¢ kowektorem albo (jedno)-forma liniowq.'® Przy ustalonej przestrzeni wektorowej
V mozna rozpatrywaé przestrzen wszystkich odwzorowan liniowych V w K. Ma ona takze
strukture przestrzeni wektorowej. Jest ona zwana przestrzenig dualng do V' i oznaczana
V*. Tak jak w kazdej przestrzeni wektorowej, mozna w niej wprowadzaé rézne bazy, np.
f'i, gdziei =1,2,...,dimV*. (W przypadku skoriczeniewymiarowej przestrzeni V' - a tylko
takie tu bedziemy rozpatrywaé¢ - dimV* =dimV’). W tym skrypcie elementy przestrzeni

10Qczywiscie, skoro istnieja jedno-formy, to nalezy domniemywaé, ze sa tez i dwu- i wiecej-formy;
istotnie, sa, 1 to prowadzi do teorii form rozniczkowych, twierdzenia Stokesa, kohomologii i innych cudow
matematyki z nimi zwigzanych.
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