1 Struktura endomorfizmu (operatora) liniowego

1.1 Algebra endomorfizméw. Wielomian od operatora

Definicja. Algebrg nad cialem K nazywamy zbiér A4 wyposazony w strukture
przestrzeni wektorowej nad K oraz mnozenie:

Ax A>3 (a,b) va-be A
ktore jest lgczne, tzn.
a-(b-¢)=(a-b)-¢ Va,bceA
oraz dwuliniowe (por. definicje k-formy), tzn.
a-(Ab+pc) = Aa-b)+p(ac), (Ab+uc)-a = A(b-a)+u(ca) Va,bce A, A\peK.

Méwimy, ze algebra A ma jedynke, jesli istnieje element I € A taki, ze I -a =
a=a-IVaeA.
Moéwimy, ze algebra A jest przemienna, jeslia-b=0b-a Va,b € A.
Przyklady:

1. Zbiér wielomianéw KJ[-] jest algebra przemienng z jedynka.

2. Odwzorowanie liniowe przestrzeni wektorowej V' w siebie nazywamy en-
domorfizmem przestrzeni V' (lub operatorem w V). Zbiér endomorfizméw
przestrzeni wektorowej V:

EndV = L(V,V) = L(V)

~

jest algebra nieprzemienng z jedynka. W szczegdlnodci, zbiér EndK™ =
K" macierzy kwadratowych jest algebra (nieprzemienng z jedynka).

Dla wielomianu w € K[],
w(\) = ag + ar A+ ap\? + ...+ a, A"
oraz operatora T' € EndV mozna utworzy¢ operator
w(T) = aol + a1 T+ axT? + ... + a,T".

(odtad mnozenie w algebrze bedziemy zapisywac bez uzycia -).

To formalne podstawienie 7' w miejsce A ma sens dla elementéw kazdej
algebry z jedynks (nad K), w szczegélnosci dla operatoréw. Operacje przejscia
od T do w(T) nazywamy wzieciem wielomianu w od operatora T'.



1.2 Wektory wlasne, wartosci wlasne i wielomian charak-
terystyczny operatora. Podprzestrzenie niezmiennicze

Definicja. Niech T' € EndV. Wektor z € V taki, ze Tx = Az dla pewnej liczby
A € K, nazywa sie wektorem wiasnym operatora T'.

Definicja. Dla niezerowego wektora wlasnego z, liczba A taka, ze Tx = Az,
jest wyznaczona jednoznacznie. Nazywamy ja wartoscig witasng operatora T,
odpowiadajaca wektorowi z.

Definicja. Zbiér wartoSci wlasnych operatora T' nazywamy widmem opera-
tora T i oznaczamy jako SpT: SpT = {A1,..., A\r}.

Jedli x jest wektorem wlasnym dla T, to Tx = Az, T?x = X2z, T3z = Mu,
.oy Tz = A"z i w konsekwencji w(T)z = w(A)z dla dowolnego wielomianu w.
Pokazuje to uzyteczno$é wektoréw wlasnych T' przy analizie w(T).

Jak znajdowaé wektory wlasne dla danego operatora T'?

Zakladamy, ze V (przestrzeni w ktérej dziata operator T') ma wymiar skoriczony:
dim V' = n. Skorzystamy teraz z faktu, iz r6wnanie

(T-Xz=0

ma niezerowe rozwigzanie (na z) stedy i tylko wtedy, gdy odwzorowanie: T'— AT
jest nieodwracalne, czyli wtedy i tylko wtedy gdy

det(T — AI) = 0,

gdzie przez wyznacznik operatora rozumiemy wyznacznik macierzy tego oper-
atora w dowolnej bazie. Aby to okreslenie miato sens, musimy sie upewnié, iz
nie zalezy ono od bazy; tak jest w istocie:

Stwierdzenie. Wyznacznik operatora nie zalezy od bazy.

Dowdéd: Pamietamy, ze przy zamianie bazy {e;} — {f;} macierz operatora
A zmienia sie w nastepujacy sposéb:

[A); = [1d,[A]"[1d)%

gdzie macierze [Id}%, i [Id]; s macierzami zamian bazy; sa one odwrotne
wzgledem siebie. Mamy wiec:

det[A]; = det([Id)’,[A]*,[1d]%) = det([Id]’,)det([A]",)det([d]) = det([4]",)

(ostatnia }ré.wnoéé wynika z faktu iz det([Id]%,) = 1/det([Id]%))-
Definicja. Funkcje zmiennej A:

wr(A) :=det(T — AI); (1)

nazywamy wielomianem charakterystycznym operatora T (widaé¢ bowiem, ze
funkcja wr(\) jest wielomianem stopnia n w zmiennej \).



W my$l powyzszego rozumowania, pierwiastki wielomianu charakterysty-
cznego pokrywaja sie z wartodciami wlasnymi operatora 7T'.

Stad mamy proste

Stwierdzenie: Widmo dowolnego operatora w przestrzeni skoficzenie wymi-
arowej posiada nie wiecej niz n wartosci.

Definicja. Podprzestrzen V; przestrzeni V nazywa sie podprzestrzeniq niezmienniczq
dla T, jezeli T(V;) C V4. Znajdowaniem podprzestrzeni niezmienniczych dla op-
eratoréw zajmiemy sie dalej.

Przykilady.

1. Rozpatrzmy: A = [ ? ; ] . Mamy: w4 () = det [ 21)‘ Zi)\ ] =22 4\43=
(A—1)(A—3), tak wiec pierwiastkami réwnania charakterystycznego sa: A1 = 1, A2 = 3,
a odpowiadajgcymi im wektorami wlasnymi: vy = Ker(A — MI) = [1,-1]T, vy =

Ker(A —XaoI) = [1,1]T. Tutaj wektory wlasne rozpinaja calg przestrzen. Podprzestrze-
nie rozpiete przez wektory vi,v2 s3 tez podprzestrzeniami niezmienniczymi operatora

1 1 2
2. Rozpatrzmy: A= | 0 1 1 |.Mamy:
0 0 2
1-—A 1 2
wa(A) = det(A — AI) = det 0 1-x 1 = (1 — N?%(2 — \), pier-
0 0 2-A

wiastkami réwnania charakterystycznego sa wiec: Ay = 1 (dwukrotny), A2 = 2 (jed-
nokrotny). Wektorami wlasnymi, odpowiadajacymi tym wartosciom wlasnym, s3: Dla
A1: v = Ker(A — A1) = ([1,0,0]7), oraz dla Aa: va = Ker(A — X2I) = ([3,1,1]).
Tutaj wektory wlasne nie rozpinaja calej przestrzeni. Operator A posiada dwie pod-
przestrzenie niezmiennicze: jedna jest rozpieta przez wektor v1, a druga - przez wektor
vy i dodatkowo przez wektor v, = [0,1,0]7.

1.3 Rzuty

Niech V bedzie suma prosta
V=Viel.

Znaczy to, ze kazdy v € V posiada jednoznaczny rozklad v = vy +wvs, gdzie v; €
Vi, i = 1,2. Przyporzadkowanie: v — Pyv := vy jest odwzorowaniem liniowym.
Nazywa sie ono rzutem na Vy wzdluz V. Podobnie mamy: v — Pyv := vy —
rzut na Vo wzdtuz V3. Operatory P, P, majg wlasnosci:

P+P,=I, P!=P, P}=P, PP, =PP =0. (2)

Na odwrét, jedli Py i P, sg jakimi$§ operatorami spelniajacymi warunki (2), to
V =Im P, @Im Py, i przy tym P, Py s rzutami zwiazanymi z tym rozkladem.
Zachodzi bowiem:

1. Kazdy v € V ma rozktad: v = Pyv + Pyv (wynika to z pierwszej réwnosci
sposréd (2)).



2. Rozklad ten jest jednoznaczny: jedli 0 = v1 + ve, gdzie v1 € Im Py, vy €
Im PQ, to

0= Pl(’Ul +’l}2) = Piv; =v,0= Pg(’l)l +’U2) = Pyvy = vq.

Powyzsza argumentacja pokazuje, ze mamy wzajemnie jednoznaczna odpowied-
niod¢ miedzy rozkadami przestrzeni V na sume prosta dwéch podprzestrzeni,
V =Vi @ Vs, a parami operatoréw P, P> spelniajacych warunki (2).

Uwaga: Jedli operator P € EndV speknia réwnoéé¢ P2 = P, to operatory
P, := P, P, := I — P spelniaja (2).

Operator P € EndV, spelniajacy warunek P2 = P, nazywamy operatorem
rzutowym.

Powyzszg konstrukcje operatoréw rzutowych latwo mozna uogdlni¢. Niech
V bedzie suma prosta:

V=Vie...eV,

tzn. kazdy v € V ma jednoznaczny rozktad v = vi + ... 4+ vg, gdzie v; € V;, ¢ =
1,...,k. Przyporzadkowanie v — P;v := v; jest rzutem. Operatory Py, ..., Py
maja wlasnosci:
I=Pi+...4+P, P!=P (i=1,...,k); PP;=0 (i#j). (3)
Na odwrét, jesli Py, ..., Py sa operatorami spemiajacymi (3), to V = Im P, @
...®Im Py, (dowdd jest analogiczny jak dla k = 2).
Uwagi.

1. Warunki (3) nie sg niezalezne. Np. warunki P? = P; wynikaja z po-
zostalych:
P=PI=P(P +...+P)=PP.

2. Niektére z rzutéw P; moga byé zerami (tzn. operatorami zerowymi); wt-
edy odpowiadajace im podprzestrzenie V; sa podprzestrzeniami zerowymi-
arowymi.

Uklad operatoréw spemiajacych (3) nazywamy rozktadem jedynki (na rzuty).
Przyklad. Niech V = R?, V4 — podprzestrzeri wektoréw, ktérych skladowe speiniaja
réwnanie: 1 + 2 + 3 = 0, za$§ Vo — podprzestrzen wektoréw, ktérych skladowe spelniaja
warunki: £1 = z2 = 3. Czytelnik moze przekonac si¢ (zachecam do tego), ze:
e podprzestrzen Vi jest rozpieta przez wektory: Ei = [1,—1,0]T, Ey = [1,0,—-1]T, zag V5 —
przez wektor E3 = [1,1,1]7;
ee V1 NVy =0,
zatem V = Vi @ Va. ZnajdZmy rzuty Pi, P» na podprzestrzenie Vi, Va.

Sprébujmy najpierw zgadng¢, jak wyglada rozwigzanie problemu w jakiej$ szczegdlnej
bazie. Gdybysmy wzieli: e; = [1,0,0]7,e2 = [0,1,0]7,e3 = [0,0,1]7, V1 = (e1,e2), V2 = (es),
to rzuty P1, P> na podprzestrzenie Vi, Vo odpowiednio mialyby postac:

i 1 0 0 ) 00 0
Pb=l0 1 0|, B=|0 0 0].
0 0 0 0 0 1



Gdybysmy teraz umieli przejs¢ z bazy e do bazy F, to nasze zadanie byloby rozwigzane.
Wezmy bowiem transformaqg S wektoréw bazy: SE1 = e1, SE2 = e2, SE3 = e3, a nastgpnie
operatoréw Pi, Ps: =SSP, S~1, Py = SP,S—1,

1 1 1
Przejscie od bazy E do bazy e mozemy zapisa¢: S[F1, E2, E3] = [e1, e2, e3], czyli: S [ -1 0 1 ] =

0 -1 1
1 0 11 117! 1 -2 1
0 0 |, skad mamy: S = —1 0 1 = % 1 1 =2 |[;stad:
00 1 1 1
1 1
0 1|,
0
L 1 0 0 1 -2 1 o1
Pr==| - 1 0 0 1 1 -2 ~l1 1 1.
3 1 0 1 11 1 31 1 1

Czytelnik zechce sprawdzi¢, ze sg to rzeczywiscie rzuty na przestrzenie Vi, Vs i ze warunki (2)
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s3 spelnione.

1.4 Twierdzenie Cayleya — Hamiltona

Mamy wazne twierdzenie, bardzo ulatwiajace rachunki na macierzach.
Twierdzenie Cayleya — Hamiltona (w sweécie: crama). Niech T' € L(V,V) i
niech wr(A) bedzie wielomianem charakterystycznym T. Wéwczas wr(T') = 0.
Dowdd. Oznaczmy: A := [T]%. Przypomnijmy sobie (z miejsca, gdzie bylo
o dopelnieniu algebraicznym):

(A=A (A= ANP =det (A - A)I. (4)

Z definicji dopehienia algebraicznego, wyrazy macierzy (4 — A\ )P sa wielomi-
anami zmiennej A stopnia co najwyzej n — 1. Mozemy wiec zapisac:

(A=X)P =By + By +...+ \" B, _4

dla pewnych macierzy By, By, ..., Bp—1. Zapiszmy teraz réwnosc¢ (4) jako wielo-
mian w zmiennej A (o wspdlczynnikach macierzowych):

(A=XI)(A=XI)P = ABy+A(AB,—By)+ )\ (ABy—B))+.. +\""Y(AB,, 1—B, 32)-\"B,
A teraz wstawmy do powyzszej rownoSci A = A:
(A=A (A =ADP|yza =det (A= AT |x=2

= ABy+A?’B,—ABy+A3By—A’B,+...+A"B,,_—A""'B,_,—A"B,_, = 0.

Pierwsze wazne zastosowania tw. CHam’a poznamy juz za chwile.



1.5 Rozklad na podprzestrzenie pierwiastkowe

Uwaga: Na razie bedziemy zakladaé, ze pracujemy z cialem liczb zespolonych
C.

Mamy do czynienia z operatorem T', posiadajacym wielomian charakterysty-
czny wr(A). Zakladamy, ze pierwiastki tego wielomianu to A1, A, a ich krotnosci
to n1, ..., n, odpowiednio. Mamy wiec

T

wr(A) = [Jw = ).

k=1
Niech \; bedzie pierwiastkiem wr(\) o krotnoéci n;. Zdefiniujmy wielomian w;:

i) = [[ 0w = =
k#i i

Mamy proste
Stwierdzenie. NWD(wy,...,w,) = 1. Wynika stad (p. rozdziat o wielomi-

anach), ze istniejg takie wielomiany wy, ..., u,, ze
T
Zuiwi =1.
i=1
Zdefiniujmy endomorfizmy P, ..., P, przestrzeni V wzorami:

P; := ui(T)wi(T).
Maja one nastepujace wlasnosci:
LY uw; =1, wiee > P, =1.

2. PiP; = 0 dla i # j, poniewaz u;w;ujw; = wr-(pewien wielomian), zas
wr(T) = 0 z twierdzenia CHam’a.

3. PP, = P;, bo Idy = Z;Zl P; oraz, z poprzedniego punktu, P; = Pl =
Z;Zl P,P; = P?. Zatem P; jest operatorem rzutowym.

4. Oznaczmy: V; = ImP;. Pokazemy, ze V; = Ker(T — A\;I1)™.
Istotnie: jezeli x € Ker(T—\;I)™, to Pjx = 0 dla j # i (jest tak, poniewaz
Pj = u;(T)w;(T), aw;(T) jest iloczynem czynnikéw, z ktérych jednym jest
(T — NI)™, jedli i # j) i w konsekwencji: © = Iz =), Py = Pix € V;.
Na odwrét, jezeli z € ImP;, to istnieje taki wektor v, ze z = P;v, czyli

(T - Dz =T - D" Pov=(-1)""wr(T)v=0

czyli, innymi stowy, z € Ker(T' — ;)™ = V;.



5. V; jest podprzestrzenig niezmiennicza dla T'.
Istotnie, zachodzi: TP; = P;T (poniewaz P; jest wielomianem w T'), wiec
dla z = P;v mamy: Tz = T(Pw) = P;(Tv) € V;.

6. Jezeli i # j, to V;NV; = {0}, bo dla z = Pw; = Pjv; (v;,v; — jakie$
wektory) to mamy z 2)

r = Pz-vz- = R(P,’Uz) = P,'.'E = Pz'Pj’l)j =0.

-
7.V = @, poniewaz ¢ = ()., P;)z = >, Pz, a V; = ImP;. Z 2) wynika,

i=1
ze rozklad ten jest jednoznaczny: jezeli x = ) . y;, gdzie y; € V;, to
Pz = Piy; = y;.

8. Oznaczmy: d; = dimV;. Niech wektory: (e;1,...,e;q;) tworzg baze V;. Z
7), kolekcja wszystkich takich zbioréw:
(61,15--+,€1,d15€215--->€2.ds}---,€r1,---,6Erd,) tworzy baze w calej przestrzeni
V; oznaczmy jg e. Na mocy 4), macierz [T]%, jest postaci

- -

gdzie i-ta klatka (podmacierz) A; ma rozmiar d; x d; (poza tymi klatkami
wszedzie sg zera). Stad mamy:
T
det(T — AT) = JJ(4i = AD).
i=1

Zatem pierwiastek réwnania det(A4; — AI) = 0 jest wartodcia wlasng T
Niech bedzie to A;. Istnieje wiec 0 # v € V; taki, ze F'v = A\ju. Zatem
v € V;NV; iz 6) wynika, ze j = i. Tak wiec det(4; — M) = (\; — A% i,
w konsekwencji,

T T T

wr(A) = [T = M)™ =det(T — A1) = JJ(4s = AT) = [\ = N*%.

i=1 i=1 i=1
Stad d; = n;, tzn dimV; = n;.

Definicja. Podprzestrzen V; nazywamy przestrzeniq pierwiastkowq wartoSci
wlasnej A;.



Wszystkie powyzsze fakty mozna zebraé w nastepujace twierdzenie.
Twierdzenie. (O rozkladzie na przestrzenie pierwiastkowe).

,
Niech T € L(V,V). Wéwczas V rozklada si¢ na sume prosta: V = @ Vi, gdzie
i=1
Vi = Ker(T — AI)™ sg podprzestrzeniami niezmienniczymi dla T. Ponadto
dimV; = n;, gdzie n; jest krotnoSciag wartosci wlasnej A;.
Uwagi.

1. Kazda podprzestrzen pierwiastkowa V; zawiera wektor wlasny odpowiadajacy
wartosci wlasnej A;.

2. W przypadku gdy wszystkie pierwiastki wielomianu charakterystycznego
sg rézne (jest ich n = dimV'), to mamy n wektoréw wlasnych. W kon-
sekwencji, istnieje baza w przestrzeni V zlozona z wektoréw wlasnych. W
bazie tej, operator T' ma postac diagonalng:

At

An

3. Co sie moze zdarzy¢ w przypadku, gdy mamy pierwiastki wielokrotne?
Moga wéwczas zajs¢ dwa przypadki:

o Wszystkie niezerowe wektory przestrzeni pierwiastkowych sa wek-
torami wlasnymi i istnieje baza przestrzeni V zlozona z wektoréw
wtasnych; w konsekwencji, w bazie wektoréw wlasnych, operator T
ma, postaé diagonalng — analogiczng do (6) z ta réznica, ze niektére
z wartoSci wlasnych sg réwne. Takie operatory nazywamy diagonal-
izowalnymi.

e Moze sie tez zdarzy¢, ze ilo§¢ wektordéw wlasnych T jest mniejsza niz
wymiar przestrzeni V. Wtedy operatora T nie mozna doprowadzié
do postaci diagonalnej. Istnieje jednak wtedy inna “standardowa”
postaé, do ktorej mozna ten operator doprowadzic¢ — tzw. postaé Jor-
dana. Rozpatrzmy postaé (5) macierzy operatora w bazie wektoréw,
tworzacych bazy podprzestrzeni pierwiastkowych. Wezmy “klatke”
A;, odpowiadajaca dziataniu operatora w podprzestrzeni V;. Okazuje
sie, ze przez odpowiedni dobdr bazy mozna macierz A; przedstawic



w postaci blokowo-diagonalnej

- lil -
:
[ ]

gdzie J,, jest klatkqg Jordana, tzn. podmacierza postaci:

N1 0 ...00
0 XN 1 ... 0
0 ... . ... 0
0 ... 0 N 1
0 ... 0 0 X\

Jaka jest ilo§é klatek Jordana oraz jakie sg ich rozmiary? Aby odpowiedzieé
na te pytania, trzeba obliczy¢é wymiary kolejnych podprzestrzeni:
Ker(A — N\ I),Ker(A — N\ I)2, ..., Ker(A — N )™ = V.

Czytelnik zainteresowany dowodami oraz wieksza iloScig szczegdléw
moze o tym przeczyta¢ np. w skrypcie S. Zakrzewskiego, “Algebra
/=1 geometria”, lub ksigzce: A. I. Kostrikin, J. I. Manin, “Algebra
liniowa i geometria”.

Przyktad. Operator rézniczkowania D w przestrzeni wielomianéw Rp_1[]. Ma
on jedna, (n — 1)-krotna warto$¢ wlasna réwna zeru. Czytelnik sprawdzi, ze w

bazie e = {1,z,22/2!,...,2"/n!} macierz operatora jest
o 1 0 ... 0 O
o 0 1 ... 0 O
0 0 O 0 1
0 0 O 0 0

a wiec jest od razu w postaci Jordana.

1.6 Funkcje od operatora

Umiejetnosé liczenia funkcji od operatora jest konieczna w wielu zastosowaniach;
zacznijmy od przykladéw.
Przykiady.

1. Cigg Fibonacciego. Jest to ciagg {un} okredlony rekurencyjnie wzorami:
uo =u1 =1, Up = Un—1 + Un—2.

Naszym celem jest wyprowadzenie jawnego (nierekurencyjnego) wyrazenia na u,. Aby
to zrobi¢, zauwazmy, ze powyzsza réwnos$¢ okreslajaca u, mozna zapisaé w postaci

macierzowes:
EARESRERES)
Unp—1 Un—1 1 0 Un—2



Oznaczajac:
| un-—1 _ 1 1
welim ] ae[d ]
powyzsza réwno$¢ mozemy przepisaé jako: U, = A -Up,—1 i dalej: U, = A2 Up_s =
... = A"y, gdzie Uy = [11]T. Zadanie bedziemy mieli wigc rozwiazane, jesli
bedziemy umieli obliczy¢ dowolng potege macierzy A, tzn. funkcje f(A) = A™.
2. Uklad (jednorodny) réwnar rézniczkowych liniowych o statych wspélczynnikach mozna
zapisa¢ w postaci:
dz(t)
=A-z(t), 8
- ® ®)
gdzie x € R"™, za§ A jest macierzag n X n. W postaci tej mozna zapisa¢ réwniez
dowolne réwnanie rézniczkowe liniowe o stalych wspdlczynnikach. Rozpatrzmy np.
réwnanie ruchu oscylatora harmonicznego: = w?z (kropka oznacza rézniczkowanie po
czasie). Wprowadzajac zmienng: y =&, mozemy zapisa¢ réwnanie ruchu oscylatora
harmonicznego jako:

ala]=[3]-[ 2= % 103]

Rozwigzaniem ukladu réwarn (8) z warunkiem poczatkowym: z(0) = zo jest: z(t) =

eAtyy. Podamy formalny dowéd tego faktu. Funkcja wykladnicza od argumentu
macierzowego jest okre$lona jako: e = I+ A + A%/2! + ... 4+ A"/n! 4+ .... Mamy
zatem: da(t d

% = (1 + AL A 20+ A/31 4o =

= (A4 A%+ A3 /20 + . )z =
A(T + At 4 A%42)20 4 A33 /3! + .. Do = etay.
spelnione jest zatem réwnanie (8); poniewaz eAt|;—g = I, to widaé, ze spelniony jest
réwniez warunek poczatkowy. Aby dowdd byl pelny, nalezy udowodni¢ zbieznosé
powyzszego szeregu i poprawno$¢ rézniczkowania go wyraz za wyrazem; bedzie to
przedstawione na analizie.
Konkluzja powyzszych rozwazan jest taka, ze aby rozwigza¢ uklad réwnan rézniczkowych,
trzeba umie¢ obliczy¢ funkcje wykladniczg od argumentu macierzowego.
Wszedzie dalej, gdy bedziemy liczyé f(A), zakladamy o funkcji f, Ze jest
ona analityczna (tzn. rozwijalna w szereg Taylora).
Metoda 1. (Znalezienie reszty z dzielenia przez wielomian charakterysty-
czny). Zalézmy na poczatek, ze f(z) jest wielomianem. Z rozdziatu o wielomi-
anach przypomnijmy sobie, ze dzielac f(z) przez wa(x) otrzymujemy:

f(2) = wa(z)q(z) + (), (9)
gdzie deg r < deg w4. Podstawiajac za x naszg macierz A otrzymujemy
f(A) =wa(A)q(A) +7r(A) = r(A)

(z tw. Cayleya-Hamiltona). W ten sposéb, wielomian dowolnego stopnia od A
sprowadza sie do obliczenia wielomianu stopnia nie wiekszego niz n — 1 od A.

Jak znalez¢ wspdtezynniki wielomianu r? Podstawmy do réwnosci (9) kole-
jne pierwiastki wielomianu wa: Aq,..., s, tzn. wartos¢i wlasne operatora A.
Mamy wtedy réwnosci:

fa)=r(N), i=1,...,r (10)



(gdy mamy pierwiastki wielokrotne, np. A; ma krotno$é n;, to wstawiamy je do
réwnoéci (10) rézniczkowanej kolejno az do n; — 1).

Uwaga. Metoda pracuje takzie dla funkcji analitycznych f nie bedgcych
wielomianami. Dowdd nie jest trudny, ale wymaga sktadnikéw analitycznych i
dlatego go pominiemy.

Przyklad. Obliczmy n-t3 potege macierzy A zdefiniowanej przez (7). Mamy: w4 (A) =
det(A — AT) = A2 — X\ — 1, ktérego pierwiastki sg: A1 = 1_2‘/3, Ao = # Wymiar macierzy
(= stopienn wielomianu charakterystycznego) jest réwny 2. Mozemy wig¢c napisaé:

A" =al+bA,
a uklad réwnan (10) na wspélczynniki a, b bedzie mial postac:

{ AP a+bh
Ag

a-+bla
Rozwigzaniem powyzszego ukladu réwnan jest: a = A:‘/gl,b = —’é, gdzie oznaczyliSmy:
A" = A} — AT. Mamy wigc:
Ap—1 [ 1 0 Anci [ 1 1] 1 [ An+Ana Ag

N& 0 1 NG 1 0| NG An An —1

Zastosujmy otrzymane wyrazenie do znalezienia ogélnego wyrazu ciaggu Fibonacciego. Mamy:
10w [2]) - 1] 2
Uy uo 1 \/5 An +An—1

Biorac np. druga skladowa powyzszego wektora, otrzymujemy po kilku przeksztalceniach:
1 1
v L 1+v5\"" 1-v5\""
"5 2 2

Metoda 2. Rozklad dowolnego wektora na sktadowe z podprzestrzeni pier-
wiastkowych.

Niech przestrzeniami pierwiastkowymi operatora A beda Vi, ...,V, — kazda
z nich odpowiadajaca wartoéci wlasnej A;. Chcemy znalezé dzialanie funkcji od
operatora na wektor: f(A)v. W tym celu, rozlézmy najsampierw wektor na
skladowe nalezace do poszczegdlnych podprzestrzeni pierwiastkowych:

>

A" =al+bA=

v=0v1 +v2+ ...+ VUp.
Mamy:

f(A)v = f(Aor + f(A)va + ... + f(A)vr = Z f(A)v;. (11)

Zapiszmy kazdy ze skladnikéw tej sumy w nastepujacy sposéb:
f(A)vi = fF(A— NI + NiD)v;.

Rozwinmy powyzsze wyrazenie w szereg Taylora wokdt A\;I. W tym celu, napiszmy
najpierw szereg dla zespolonych wartosci argumentu A € C:

F(\)
2!

F) = FIA =) + X)) = FN) + £ (M) (A= Xi) + A=) +...,
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a nastepnie zapiszmy analogiczne wyrazenie dla argumentu macierzowego:

F(Ay = A=A = Ot O A Dwit Z0D (4 yiryet
(ni=1)(y. (na) ().
£ D) (A= NI)™ to; + M(A =)Mo+ (12)

patrzac na powyzsze wyrazenie, widzimy, iz (A — A\;I)™wv; znika, poniewaz
v; € Ker(A — \;I)™, tak wiec szereg (12) obrywa sie na (n; — 1)-wszej potedze
operatora (A — \;I).

Uwagi.

1. Jedli A jest diagonalizowalna, to
F(A)v =73 F)vi.
i=1

2. Metoda jest szczegdlnie efektywna w przypadku, gdy mamy do czynienia
z konieczno$cig policzenia dziatlania f(A) na konkretny wektor.

Przykiad. Obliczmy dzialanie macierzy et (t € R) na wektor z¢ = [1,1,1]7, gdzie A jest
macierza

0 2 3
1 3 5
-1 -2 —4

(gdy to zrobimy, bedziemy mogli od razu napisa¢ rozwiazanie réwnania rézniczkowego & = Az
z warunkiem poczatkowym z(0) = zo).

Wartosci wlasne macierzy At sa: A1 = t, A2 = —t o krotnosciach ny = 1,ny = 2. Pod-
przestrzeri pierwiastkowa Vi odpowiadajaca A1 jest rozpigta przez wektor vi = [—1,—2,1]T
(jest to jednoczesnie wektor wlasny), za$ podprzestrzen pierwiastkowa Vo odpowiadajgca As
jest rozpigta przez wektory: vs = [1,0,0]T,vs = [0,—1,1]T.

Rozkladamy wektor xg na sktadowe x1, x2 nalezace do podprzestrzeni V1, V5 odpowiednio:
z1 = —2v1 = [2,4,-2]T, 22 = —1vs +3v3 = [-1,-3,3]T. Mamy ogélnie, dla dowolnej funkcji
analitycznej f:

f(At)zo = f(At)z1 + f(At)z2 = f(M I + (At — AiD))z1 + f(A2l + (At — A2l))z2
= fiD)z1 + [f2D) + f' (A2 D) (At — X2 ])]z2
(wszystkie wyzsze czlony rozwiniecia beda znikaé z uwagi na fakt, iz 1 € Ker(At — A1),

z2 € Ker(At — A\2I)?). Biorac teraz pod uwage, ze f(A\;I) = f()\;)I oraz konkretyzujac teraz
postaé funkcji f: f(z) = e®, a takze fakt, iz (e®)’ = €%, otrzymujemy:

eAtzy = eMbyy + e 2tuy + 2P (AL — AaD)vo

1 2t 3t 2et + e7t(—2 + 3t)
=elvi+etop et t 1+3t 5t vy = | 4et +e"t(—6 + 5t)
—t -2t 14t —2et +e~t(6 — 5t)
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